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周期变化区域上粪-口途径传染病

传播模型的动力学

张 寒, 朱 敏∗

(安徽师范大学 数学与统计学院, 安徽芜湖 241000)

摘 要: 与传统固定区域中的粪-口途径传染病传播模型不同, 该模型是建立在周期性
变化的区域中, 旨在探讨空间区域的周期性变化对该传染病的影响. 借助于下一代感
染算子及特征值等方法, 分析该模型的基本再生数R0的相关性质, 并比较其与固定区
域中基本再生数

_

R0的关系. 该模型在周期变化区域上的动力学表明: 当R0 > 1时, 在
一定条件下该模型具有唯一的全局渐近稳定的正T-周期解; 当R0 ≤ 1时, 该模型仅有
零解并且是全局渐近稳定的. 最后数值模拟进一步表明较大的区域演化率ρ(t)会增加
该病毒传播的风险.
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§1 引 言

人类社会发展至今, 传染性疾病间断性地暴发威胁人类社会公共健康和国家安全, 例如新
型冠状病毒肺炎(COVID-19)的全球大流行极大改变了人们的生活方式[1]. 据世界卫生组织不
完全统计, 2019年全球5540万死亡病例中大约1440万死于传染性疾病, 约占死亡总人口的26%[2].
传染性疾病可以通过蚊虫、飞沫以及排泄物等媒介进行传播(见[3-5]及其中的参考文献), 本文所
研究的粪-口途径传染病主要是以排泄物作为媒介进行传播. 粪-口途径传播是指病毒和细菌随着
粪便排出体外污染水源和食物, 随后又进入人体消化道感染人的过程, 所以此类传播也叫做消化
道传播. 甲肝、霍乱、伤寒、诺如病毒胃肠炎、蛔虫病和弓型虫感染症等都是比较常见的粪-口
途径传染病(见[6-7]及其中的参考文献). 此类疾病的传播通常与污染的水源有很大的关系, 通过
对水源的治理能有效地阻止该类疾病的传播, 但是在相对落后的地区由于缺乏对水源的保护导
致水源被污染, 最终使得此类传染病更容易在这些地区暴发和传播. 例如2017年8月也门暴发了
霍乱疫情, 每天约有5000例水源传播新发病例, 随后4个月内的感染人数甚至超过了50万, 并且
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超过1975人死亡[8]. 因此, 不仅要在医学上提高治疗粪-口途径传染病的治疗水平, 还要通过研究
该传染病的传播动力学来寻找病毒传播的规律, 降低疾病传播的风险.

自Kermack和McKendrick提出了最具影响力的SIR和SIS仓室模型以来, 通过数学模型研究
传染病的传播规律受到了很多学者的关注[9]. 根据粪-口途径传染病中病原体的存在方式和传播
特点, Capasso和Maddalena[6]研究欧洲地中海地区霍乱传染病的传播规律时提出了传染病传播

模型 



∂u1

∂t
= d1∆u1 − a11u1 + a12u2,

∂u2

∂t
= d2∆u2 − a22u2 + g(u1).

(1)

在上述模型中, a11, a12和a22均为正常数, u1(x, t)和u2(x, t)分别表示为细菌种群和感染人群在有
界区域Ω内位置x和时刻t的空间密度. d1和d2均为大于或等于0的扩散系数. 术语−a11u1描述的

是细菌种群的自然死亡率, 1
a11
表示细菌种群在自然环境中的平均寿命. 感染人群对细菌种群生

长速率的促进作用由术语a12u2表示, 而−a22u2描述的是由于传染病传染性的平均持续时间有限

所引起的感染人群的自然衰减. 最后的函数项g(u1)是指在疾病传播过程中易感人群总数不变的
前提下人类的感染率.

此外, 文献[6]假设了函数g(·) ∈ C2(R), 且满足 lim
z→+∞

g(z)
z < a11a22

a12
和 g(z)

z 关于z单调递减, 以

及对∀z ≥ 0都有g′(z) > 0和g(0) = 0. 随后, 该文研究了不同的边界条件下反应-扩散模型解的长
期行为. 对于齐次Neumann边界条件, 文引入了一个阈值参数Θ并得到了如下结论: 若Θ < 1, 则
传染病最终会消失; 若Θ > 1, 则传染病最终会趋向一个正稳定态并形成地方病. 对于Robin边界
条件, 文又引入了两个新的阈值参数Θm和ΘM , 并得到了如下结论: 若Θm < 1, 则传染病最终会
消失; 若ΘM > 1, 则传染病最终会形成地方病.

近些年来, 一些文献对粪-口途径传染病的传播动力学进行了理论研究. 文献[10]将自由边界
引入到具有反应-扩散结构的粪-口模型中, 研究了病毒的区域扩张能力对该流行病传播的影响;
文献[11]研究了具有非局部扩散项和双稳态现象的非线性粪-口模型, 给出了熄灭波型整体解的
存在唯一性、Lyapunov稳定性以及整体解的一个导数估计; 文献[12]对一种带有时滞的粪-口模
型的整体行为进行探讨, 得到非平凡稳态解的持久性、存在唯一性和吸引性.

回顾模型(1), 其中a12u2项体现了细菌增长的线性发生率, 为了更符合现实中的实际情况,文
献[13]考虑了非线性发生率, 提出了如下的反应-扩散模型




∂u1

∂t
= d1∆u1 − αu1 + h(u2), x ∈ Ω , t > 0,

∂u2

∂t
= d2∆u2 − βu2 + g(u1), x ∈ Ω , t > 0.

(2)

模型(2)与(1)相比, 符号α和β各自与a11和a22意义相同, 其它相同符号所代表的含义相同, 不同
的是模型(2)中的函数项h(u2)描述的是感染人群对细菌种群增长率的非线性促进作用.

另外, 大多数反应-扩散传染病模型都是建立在固定区域上的(见[12-16]及其中的参考文献),
也就是生物种群的栖息地不会随着时间而发生改变. 但在现实中, 生物种群在自然环境中的栖息
地并不是一成不变的, 很多种群的栖息地随着时间不断变化, 例如文献[17]中描述了滨海水鸟的
栖息地受气候变化和人类活动的影响不断减小甚至消失这一现象. 迄今为止, 已经有一些学者研
究了变化区域上反应-扩散传染病模型解的长期行为[18-22], 例如文献[19]对连续演化域上反应-扩
散模型的稳定性结果进行分析, 得到了由交错扩散产生的不稳定性条件; 文献[20]研究了n维各
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向同性增长域上的一类反应-扩散方程模型, 给出了该模型解的渐近行为.
降雨量、温度和植被覆盖等因素直接影响了生物种群栖息地的变化, 气候变化具有明显的

周期特征, 所以生物种群栖息地环境也会随着气候做周期性变化. 例如, 文献[22]研究的就是n维

各向同性周期演化域上的扩散Logistic方程, 分析了区域演化率对物种持久性的影响.
考虑到粪-口途径传染病在传播过程中病原体生存的环境也会呈现周期变化, 本文将在模

型(2)的基础上建立周期变化区域上传染病模型, 并探究区域的周期性变化对传染病的影响. 如
同文献[23], 假设 Ω(t) ⊂ Rn(n ≥ 1)是随时间t不断变化的单连通变化区域, ∂Ω(t)为区域边界,
∂/∂η是∂Ω(t)上的外法向导数. 对于任意的x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)) ∈ Ω(t), 假设在位
置x(t)和时刻t处病原体和感染人群的密度分别为u1(x(t), t)和u2(x(t), t). 此外, 区域Ω(t)的变化
会产生了一个流速场a = ẋ(t), 所以还需要在区域Ω(t)上分别引入稀释项u1(∇ · a), u2(∇ · a)和
对流项a · ∇u1, a · ∇u2, 稀释项是由空间局部区域体积膨胀所引起的, 而对流项表示由流速a决

定的物质在区域Ω(t)周围传输. 受文献[20-22]建模思想的启发, 根据质量守恒定律、Reynold输
运定理和Fick定律[23-24], 构建了如下变化区域Ω(t)上的粪-口模型




∂u1

∂t
+ u1(∇ · a) + a · ∇u1 = d1∇2u1 − α(t)u1 + h(u2), x ∈ Ω(t), t > 0,

∂u2

∂t
+ u2(∇ · a) + a · ∇u2 = d2∇2u2 − β(t)u2 + g(u1), x ∈ Ω(t), t > 0,

(3)

并伴随边界条件
∂u1

∂η
(x(t), t) =

∂u2

∂η
(x(t), t) = 0, x ∈ ∂Ω(t), t > 0, (4)

和初始条件

u1(x, 0) = u1,0(x), u2(x, 0) = u2,0(x), x ∈ Ω(t). (5)
在一般情况下, 由于变化区域Ω(t)的不确定性导致分析问题(3)-(5)的动力学具有很大困难,

于是从Lagranian坐标观点[24]进行研究. 假设y = (y1, y2, · · · , yn)是固定区域Ω(0)上的笛卡尔坐
标, Ω(t)的演化是各向同性的且为T-周期的, 即x(t)可以表示为

x(t) = ρ(t)y, y ∈ Ω(0), t ≥ 0, (6)
其中ρ(t) ∈ C1(R)称为区域演化率, 并满足ρ(t) = ρ(t + T)和ρ(0) = 1. 同时定义

u1(x(t), t) = w1(y, t), u2(x(t), t) = w2(y, t), (7)
利用(6)-(7)可直接计算得如下结果

a = ẋ(t) = ρ̇(t)y =
ρ̇(t)
ρ(t)

x(t),
∂w1

∂t
=

∂u1

∂t
+∇u1 · a,

∂w2

∂t
=

∂u2

∂t
+∇u2 · a,

∇ · a =
nρ̇

ρ
, ∆u1 =

1
ρ2(t)

∆w1, ∆u2 =
1

ρ2(t)
∆w2.

将上述结果代入模型(3)-(5), 整理后得到固定区域上的传播模型



∂w1

∂t
− d1

ρ2(t)∆w1 = h(w2)− α(t)w1 − nρ̇(t)
ρ(t) w1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w2

∂t
− d2

ρ2(t)∆w2 = g(w1)− β(t)w2 − nρ̇(t)
ρ(t) w2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w1

∂η
=

∂w2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w1(y, 0) = u1,0(x(0)) := w1,0(y), w2(y, 0) = u2,0(x(0)) := w2,0(y), y ∈ Ω(0).

(8)

根据文献[6]中关于函数g(·)的假设, 假设函数h(·) ∈ C2(R)和T-周期函数α(t), β(t) ∈
C1(R), 且以下条件成立.
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(J1) 对∀z ≥ 0, 均有g′(z) > 0, h′(z) > 0和g(0) = h(0) = 0.
(J2) h(z)

z , g(z)
z 关于z单调递减, 以及

lim
z→+∞

h(z)
z

<
(αm − nL)(βm − nL)

g′(0)
, lim

z→+∞
g(z)
z

<
(αm − nL)(βm − nL)

h′(0)
,

其中

αm = min
t∈[0,T]

α(t), βm = min
t∈[0,T]

β(t), L = max
t∈[0,T]

∣∣∣∣
ρ̇(t)
ρ(t)

∣∣∣∣ <
1
n

min{αm, βm}.
在本文中, 将重点关注周期演化率ρ(t)对问题(8)的动力学影响, 以此来揭示区域的周期变化

对疾病传播的影响. 其余内容安排如下: §2探讨问题(8)的基本再生数R0及其相关的特征值问题;
§3分析不同阈值条件下问题(8)稳定态的相关动力学; ρ(t) ≡ 1时相关的动力学结果进一步在§4中
呈现, §5进行一些数值模拟, 并给出了传染病动力学解释.

§2 基本再生数
在传染病动力学中, 基本再生数是一个非常重要的概念, 它是判断疾病传播或消退的一种

关键阈值. 基本再生数是指在发病初期, 所有人均为易感者时, 一个病人在平均患病期内所传染
的人数[24]. 对于一般的常微分传染病模型, 基本再生数可以由下一代矩阵法[25]算出, 而对于反
应-扩散传染病模型, 可以利用下一代感染算子的谱半径或者相关的主特征值问题[26]求得.

下面探究问题(8)的基本再生数, 首先将问题(8)在无病平衡点(0, 0)处线性化得到



∂κ

∂t
−D(t)∆κ = Pκ−Q(t)κ, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂κ

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

(9)

其中

κ =

(
w1

w2

)
, D(t) =




d1

ρ2 (t)
0

0
d2

ρ2(t)


 ,

P =

(
0 h′(0)

g′(0) 0

)
, Q(t) =




α(t) +
nρ̇(t)
ρ(t)

0

0 β(t) +
nρ̇(t)
ρ(t)


 ,

初始条件与问题(8)一致.
考虑到(8)的相关系数均为周期函数, 于是选取CT, 它是由R映射到C(Ω(0),R)上的所有T-

周期的且连续的函数组成的一个有序的Banach空间, 并定义正锥C+
T := {ψ ∈ CT : ψ(t)y ≥

0, ∀t ∈ R, y ∈ Ω(0)}和最大模‖ · ‖, 记τ(y, t) := τ(t)(y), ∀τ ∈ C+
T . 同时, 设K(t, ς)为系统




∂κ

∂t
−D(t)∆κ = −Q(t)κ, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂κ

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0

的演化算子. 根据标准半群理论[27], 存在正常数N和c0使得

‖K(t, ς)‖ ≤ Ne−c0(t−ς), ∀t > ς, t, ς ∈ R,

假设ξ = (φ, ψ) ∈ CT × CT是病原体w1和感染人群w2在空间y ∈ Ω(0)和时刻ς处的密度分布, 根
据文献[26, 28], 线性算子ϑ : CT × CT 7→ CT × CT, 具体表示为

ϑ(ξ)(t) :=
∫ t

−∞
P ·K(t, ς)ξ(·, ς)dς =

∫ ∞

0

P ·K(t, t− a)ξ(·, t− a)da,
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其被称为下一代感染算子, 显然ϑ在CT × CT中是正的, 紧的和连续的. 再由文献[28], 定义算
子ϑ的谱半径R0 = r(ϑ)为问题(8)的基本再生数.

根据文献[29]中的定理3.7, 定理3.8和命题3.9, 有如下结果.
引引引理理理2.1 (i) R0 = ω0, 其中ω0是下面周期抛物问题的主特征值.




∂φ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆φ1 =

h′(0)
ω

φ2 − α(t)φ1 − nρ̇(t)
ρ(t)

φ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂φ2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆φ2 =

g′(0)
ω

φ1 − β(t)φ2 − nρ̇(t)
ρ(t)

φ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂φ1

∂η
=

∂φ2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

φ1(y, 0) = φ1(y, T), φ2(y, 0) = φ2(y, T), y ∈ Ω(0),

(10)

其中(φ1, φ2) ∈ CT × CT是相应特征函数对, 在Ω(0)× (0,∞)上满足φ1 > 0, φ2 > 0.
(ii) sign(1−R0) = signλ0, λ0是下面周期抛物问题的主特征值.




∂ψ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆ψ1 = h′(0)ψ2 − α(t)ψ1 − nρ̇(t)

ρ(t)
ψ1 + λψ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂ψ2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆ψ2 = g′(0)ψ1 − β(t)ψ2 − nρ̇(t)

ρ(t)
ψ2 + λψ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂ψ1

∂η
=

∂ψ2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

ψ1(y, 0) = ψ1(y, T), ψ2(y, 0) = ψ2(y, T), y ∈ Ω(0),

(11)

其中(ψ1, ψ2) ∈ CT × CT是相应特征函数对, 在Ω(0)× (0,∞)上满足ψ1 > 0, ψ2 > 0.
进一步给出问题(8)的基本再生数R0的一些性质.
定定定理理理2.1 定义α := 1

T

∫ T

0
α(t)dt, β := 1

T

∫ T

0
β(t)dt, 则有

R0 ≥
√

g′(0)h′(0)
αβ

, (12)

特别当α(t) ≡ α∗和β(t) ≡ β∗均为常数时, 则

R0 ≥
√

g′(0)h′(0)
α∗β∗

. (13)

证证证 考虑到特征值问题(10)是齐次Neumann边界条件, 于是假设
φ1(y, t) = p(t), φ2(y, t) = q(t), y ∈ Ω(0), t > 0,

其中p(t)和q(t)分别满足p(t) = p(t + T) > 0, q(t) = q(t + T) > 0, t ≥ 0. 将φ1(y, t)和φ2(y, t)代
入问题(10)的前两个方程得




ṗ(t) =
h′(0)
R0

q(t)− α(t)p(t)− nρ̇(t)
ρ(t)

p(t),

q̇(t) =
g′(0)
R0

p(t)− β(t)q(t)− nρ̇(t)
ρ(t)

q(t),
(14)

由于ρ(t)和ρ̇(t)是连续的周期函数, 那么(14)就等价于



ṗ(t)
p(t)

=
h′(0)
R0

q(t)
p(t)

− α(t)− nρ̇(t)
ρ(t)

,

q̇(t)
q(t)

=
g′(0)
R0

p(t)
q(t)

− β(t)− nρ̇(t)
ρ(t)

.
(15)
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进一步, 在(15)的两端分别取[0,T]上的积分平均值得到



1
R0

· 1
T

∫ T

0

h′(0)
q(t)
p(t)

dt =
1
T

∫ T

0

α(t)dt,

1
R0

· 1
T

∫ T

0

g′(0)
p(t)
q(t)

dt =
1
T

∫ T

0

β(t)dt,

(16)

再将(16)两边对应相乘, 即

(
1

R0
)2 · 1

T

∫ T

0

h′(0)
q(t)
p(t)

dt · 1
T

∫ T

0

g′(0)
p(t)
q(t)

dt =
1
T

∫ T

0

α(t)dt · 1
T

∫ T

0

β(t)dt, (17)

应用Hölder不等式, 有

(
1
T

∫ T

0

h′(0)
q(t)
p(t)

dt) · ( 1
T

∫ T

0

g′(0)
p(t)
q(t)

dt) ≥ h′(0)g′(0), (18)

结合(17)-(18)易得(12). 最后, 当α(t) ≡ α∗和β(t) ≡ β∗均为常数时, 代入(12)可以直接得到(13).

§3 周期演化区域上的动力学
本节利用上下解方法[30]探究问题(8)在周期演化区域上的动力学行为, 首先考虑(8)的稳态

问题 



∂w1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w1 = h(w2)− α(t)w1 − nρ̇(t)

ρ(t)
w1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w2 = g(w1)− β(t)w2 − nρ̇(t)

ρ(t)
w2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w1

∂η
=

∂w2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w1(y, 0) = w1(y, T), w2(y, 0) = w2(y, T), y ∈ Ω(0).

(19)

首先结合文献[24]给出辅助周期问题(19)的上下解定义.

定定定义义义3.1 设((w̃1, w̃2)(y, t), (ŵ1, ŵ2)(y, t)) ∈ C2,1(Ω(0)× (0,∞)) ∩ C(Ω(0)× [0,∞))是一
对非负函数, 如果满足(w̃1, w̃2) ≥ (ŵ1, ŵ2) ≥ (0, 0)且下列关系成立




∂w̃1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w̃1 ≥ h(w̃2)− α(t)w̃1 − nρ̇(t)

ρ(t)
w̃1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w̃2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w̃2 ≥ g(w̃1)− β(t)w̃2 − nρ̇(t)

ρ(t)
w̃2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂ŵ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆ŵ1 ≤ h(ŵ2)− α(t)ŵ1 − nρ̇(t)

ρ(t)
ŵ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂ŵ2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆ŵ2 ≤ g(ŵ1)− β(t)ŵ2 − nρ̇(t)

ρ(t)
ŵ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w̃1

∂η
≥ 0 =

∂ŵ1

∂η
,

∂w̃2

∂η
≥ 0 =

∂ŵ2

∂η
, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w̃1(y, 0) ≥ w̃1(y, T), w̃2(y, 0) ≥ w̃2(y, T), y ∈ Ω(0),

ŵ1(y, 0) ≤ ŵ1(y, T), ŵ2(y, 0) ≤ ŵ2(y, T), y ∈ Ω(0),

(20)

则称(w̃1, w̃2)(y, t)和(ŵ1, ŵ2)(y, t)为问题(19)的一对有序上下解.

利用问题(19)的上下解定义, 下面给出问题(19)周期解的存在性.

定定定理理理3.1 如果R0 > 1, 那么问题(19)至少存在一个正T-周期解(w1(y, t), w2(y, t)).

证证证 假设(w̃1, w̃2)(y, t) = (K1,K2)是问题(19)的一个上解, K1和K2为待定的常数. 将其代
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入(20)中的第一式和第二式得



h(K2)− α(t)K1 − nρ̇(t)
ρ(t)

K1 ≤ 0, t > 0,

g(K1)− β(t)K2 − nρ̇(t)
ρ(t)

K2 ≤ 0, t > 0.
(21)

根据条件(J1)和(J2)可知h(K2) < h′(0)K2, g(K1) < g′(0)K1. 因此只需要不等式



h′(0)K2 − αmK1 + nLK1 ≤ 0,

g′(0)K1 − βmK2 + nLK2 ≤ 0
(22)

成立, 那么(21)自然成立. 此外, 不等式(22)又等价于
g(K1)
K1

<
(βm − nL)K2

K1
≤ (αm − nL)(βm − nL)

h′(0)
, (23)

再次根据条件(J2)可知存在K∗ > 0, 当z ≥ K∗时
g(z)
z

<
(αm − nL)(βm − nL)

h′(0)
,

h(z)
z

<
(αm − nL)(βm − nL)

g′(0)
均成立. 令K1 = K∗, K2 = (αm−nL)

h′(0) K∗, 则(K1,K2)满足不等式(23), 即满足不等式(21). 因
此(w̃1, w̃2)(y, t) = (K1,K2)是问题(19)的一个上解.

进一步, 令(ŵ1, ŵ2)(y, t) = (σφ1, σφ2)(y, t)为问题(19)的一个下解, 其中(φ1, φ2)是问题(10)
的主特征函数对, σ为待定常数. 根据R0 > 1和条件

lim
σ→0

h(σφ2)
σ

= h′(0)φ2, lim
σ→0

g(σφ1)
σ

= g′(0)φ1

可知, 当σ充分小时有
∂ŵ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆ŵ1 − h(ŵ2) + α(t)ŵ1 +

nρ̇(t)
ρ(t)

ŵ1 =

σ
∂φ1

∂t
− σ

d1

ρ2(t)
∆φ1 − h(σφ2) + σα(t)φ1 + σ

nρ̇(t)
ρ(t)

φ1 =

σ(
∂φ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆φ1 − h(σφ2)

σ
+ α(t)φ1 +

nρ̇(t)
ρ(t)

φ1) = σ(
h′(0)
R0

φ2 − h(σφ2)
σ

) ≤ 0.

类似可知
∂ŵ2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆ŵ2 − g(ŵ1) + β(t)ŵ2 +

nρ̇(t)
ρ(t)

ŵ2 ≤ 0.

因此(ŵ1, ŵ2)(y, t) = (σφ1, σφ2)(y, t)为问题(19)的一个下解.
显然(w̃1, w̃2)(y, t)和(ŵ1, ŵ2)(y, t)均满足问题(20)的初边值条件, 那么函数对

(w̃1, w̃2)(y, t) = (K1,K2), (ŵ1, ŵ2)(y, t) = (σφ1, σφ2)(y, t)
是问题(19)的一对有序上下解, 应用文献[30]中的定理2.1可推断出(19)至少有一个正T-周期解.

定定定理理理3.2 如果R0 ≤ 1, 那么问题(19)无正T-周期解.
证证证 假设结果不成立, 则问题(19)至少存在一个正T-周期解, 记为(w+

1 (y, t), w+
2 (y, t)), 将其

解代入问题(19)可得



∂w+
1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w+

1 = h(w+
2 )− α(t)w+

1 −
nρ̇(t)
ρ(t)

w+
1 , y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w+
2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w+

2 = g(w+
1 )− β(t)w+

2 −
nρ̇(t)
ρ(t)

w+
2 , y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w+
1

∂η
=

∂w+
2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w+
1 (y, 0) = w+

1 (y, T), w+
2 (y, 0) = w+

2 (y, T), y ∈ Ω(0),

(24)
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根据条件(J1)和(J2)可知h′(0)w+
2 > h(w+

2 )以及g′(0)w+
1 > g(w+

1 ), 由(24)进一步可得



∂w+
1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w+

1 < h′(0)w+
2 − α(t)w+

1 −
nρ̇(t)
ρ(t)

w+
1 , y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w+
2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w+

2 < g′(0)w+
1 − β(t)w+

2 −
nρ̇(t)
ρ(t)

w+
2 , y ∈ Ω(0), t > 0,

(25)

初边值条件与(24)一致. 注意到问题(11)中的主特征值λ0满足



∂ψ1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆ψ1 = h′(0)ψ2 − α(t)ψ1 − nρ̇(t)

ρ(t)
ψ1 + λ0ψ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂ψ2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆ψ2 = g′(0)ψ1 − β(t)ψ2 − nρ̇(t)

ρ(t)
ψ2 + λ0ψ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

(26)

初边值条件与(11)一致. 对比(25)与(26)可知λ0 < 0, 回顾引理2.1中的(ii)可得R0 > 1, 这与R0 ≤
1相矛盾, 故得证.

进一步利用单调迭代方法来获得问题(19)的真实正T-周期解. 记
S = {(w1, w2) ∈ C(Ω(0)× [0,∞)) :

(ŵ1, ŵ2)(y, t) ≤ (w1, w2)(y, t) ≤ (w̃1, w̃2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0}
和

S0 = {(w1,0, w2,0) ∈ C(Ω(0)) :
(ŵ1, ŵ2)(y, 0) ≤ (w1,0(y), w2,0(y)) ≤ (w̃1, w̃2)(y, 0), y ∈ Ω(0)},

其中(w̃1, w̃2)和(ŵ1, ŵ2)分别为定理3.1中所取得的上解和下解.
定定定理理理3.3 如果R0 > 1, 则问题(19)在S中分别可以取得最大正T-周期解(w1, w2)和最小

正T-周期解(w1, w2). 若(w1, w2)(y, 0) = (w1, w2)(y, 0), 则问题(19)在S中存在唯一的正T-周期
解(w∗1 , w∗2), 且满足(w1, w2) = (w1, w2) := (w∗1 , w∗2).

证证证 设
M1 = max

(y,t)∈Ω×[0,T]
{α(t) + nρ̇(t)

ρ(t) }, M2 = max
(y,t)∈Ω×[0,T]

{β(t) + nρ̇(t)
ρ(t) }

和

H(t,w1,w2) =M1w1 + h(w2)− α(t)w1 − nρ̇(t)
ρ(t)

w1,

G(t,w1,w2) =M2w2 + g(w1)− β(t)w2 − nρ̇(t)
ρ(t)

w2.

那么问题(19)就等同于



∂w1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w1 + M1w1 = H(t, w1, w2), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w2 + M2w2 = G(t, w1, w2), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w1

∂η
=

∂w2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w1(y, 0) = w1(y, T), w2(y, 0) = w2(y, T), y ∈ Ω(0),

(27)

显然H(t, w1, w2)和G(t, w1, w2)关于w1和w2都是单调非减的. 因此选取初值
(w(0)

1 , w
(0)
2 ) = (w̃1, w̃2) = (K1,K2), (w(0)

1 , w
(0)
2 ) = (ŵ1, ŵ2) = (σφ1, σφ2),
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结合(27)考虑如下的迭代过程



∂w
(k)
1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w

(k)
1 + M1w

(k)
1 = H(t, w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w
(k)
2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w

(k)
2 + M2w

(k)
2 = G(t, w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w
(k)
1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w

(k)
1 + M1w

(k)
1 = H(t, w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w
(k)
2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w

(k)
2 + M2w

(k)
2 = G(t, w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ), y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w
(k)
1

∂η
=

∂w
(k)
1

∂η
=

∂w
(k)
2

∂η
=

∂w
(k)
2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w
(k)
1 (y, 0) = w

(k−1)
1 (y, T), w

(k)
2 (y, 0) = w

(k−1)
2 (y, T), y ∈ Ω(0),

w
(k)
1 (y, 0) = w

(k−1)
1 (y, T), w

(k)
2 (y, 0) = w

(k−1)
2 (y, T), y ∈ Ω(0),

(28)

其中k = 1, 2, · · · . 根据文献[30]中的定理A, 由迭代过程(28)得到的上解序列(w(k)
1 , w

(k)
2 )和下解

序列(w(k)
1 , w

(k)
2 )满足如下关系

(w(0)
1 , w

(0)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 ) ≤

(w(k)
1 , w

(k)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(0)

1 , w
(0)
2 ).

(29)

根据标准的Lp理论和Sobolev嵌入定理[31], 迭代序列满足

((w(k)
1 , w

(k)
2 ), (w(k)

1 , w
(k)
2 )) ∈ C2,1(Ω(0)× (0,∞)) ∩ C(Ω(0)× [0,∞)).

结合关系式(29)可知逐点极限
lim

k→∞
(w(k)

1 , w
(k)
2 ) = (w1, w2), lim

k→∞
(w(k)

1 , w
(k)
2 ) = (w1, w2) (30)

存在且满足
(w(0)

1 , w
(0)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 ) ≤ (w1, w2) ≤

(w1, w2) ≤ (w(k)
1 , w

(k)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(0)

1 , w
(0)
2 )

(31)

和 



∂w1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w1 = h(w2)− α(t)w1 − nρ̇(t)

ρ(t)
w1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w2 = g(w1)− β(t)w2 − nρ̇(t)

ρ(t)
w2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w1

∂t
− d1

ρ2(t)
∆w1 = h(w2)− α(t)w1 −

nρ̇(t)
ρ(t)

w1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w2

∂t
− d2

ρ2(t)
∆w2 = g(w1)− β(t)w2 −

nρ̇(t)
ρ(t)

w2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w1

∂η
=

∂w1

∂η
=

∂w2

∂η
=

∂w2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

w1(y, 0) = w1(y, T), w2(y, 0) = w2(y, T), y ∈ Ω(0),

w1(y, 0) = w1(y, T), w2(y, 0) = w2(y, T), y ∈ Ω(0).

根据文献[30], (w1, w2)和(w1, w2)是问题(19)两个真实T-周期解, 其中(w1, w2)为最大正T-周期
解, (w1, w2)为最小正T-周期解.

最后考虑(w1, w2)(y, 0) = (w1, w2)(y, 0)的情况, 将问题(19)看作一个初边值问题, 初始条件
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为(w1, w2)(y, 0) = (w1,0(y), w2,0(y)), 利用初边值抛物系统解的存在唯一性相关理论可得
(w1, w2)(y, t) = (w1, w2)(y, t) := (w∗1 , w∗2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0,

即唯一性得证.
以上已经建立问题(19)的正T-周期解的存在性, 紧接着探究问题(8)解的吸引性. 根据文

献[30]中的定理B和引理3.1, 首先给出下面的引理.
引引引理理理3.1 假设迭代过程(28)中的周期条件由

(w(k)
1 , w

(k)
2 )(y, 0) = (w(k)

1 , w
(k)
2 )(y, 0) = (w1,0(y), w2,0(y))

所取代, 其中(w1,0(y), w2,0(y)) ∈ S0, k = 1, 2, · · · , 那么所获得的序列(w(k)
1 , w

(k)
2 )和(w(k)

1 , w
(k)
2 )

单调收敛到问题(8)的唯一解(W1,W2)(y, t), 且满足关系
(w(0)

1 , w
(0)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 ) ≤ (W1,W2) ≤

(w(k)
1 , w

(k)
2 ) ≤ (w(k−1)

1 , w
(k−1)
2 ) ≤ (w(0)

1 , w
(0)
2 ), y ∈ Ω(0), t ≥ 0.

引引引理理理3.2 对任意的正整数k和k′, 设(w(k)
1 , w

(k)
2 ), (w(k′)

1 , w
(k′)
2 )是问题(19)的一对有序上下

解, 若初始条件满足
(w(k′)

1 , w
(k′)
2 )(y, 0) ≤ (w1,0(y), w2,0(y)) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 )(y, 0), y ∈ Ω(0),

那么(w(k)
1 , w

(k)
2 ), (w(k′)

1 , w
(k′)
2 )也是问题(8)的一对有序上下解.

引引引理理理3.3 设(W1,W2)(y, t;w1,0, w2,0)是问题(8)的解, 对任意(w1,0(y), w2,0(y)) ∈ S0, 都有
(w(k)

1 , w
(k)
2 )(y, t) ≤ (W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 )(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0,

其中k为任意常数.
基于上述引理, 对问题(8)解的收敛结果表述如下.
定定定理理理3.4 设(W1,W2)(y, t;w1,0, w2,0)是问题(8)的任意解, 则如下结论成立.
(i) 如果R0 > 1, 则
lim

k→+∞
(W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) =




(w1, w2)(y, t), 若(w1, w2) ≤ (w1,0, w2,0) ≤ (w̃1, w̃2), y ∈ Ω(0),

(w1, w2)(y, t), 若(ŵ1, ŵ2) ≤ (w1,0, w2,0) ≤ (w1, w2), y ∈ Ω(0),

(32)

其中(w1, w2)(y, t)和(w1, w2)(y, t)分别是问题(19)的最大和最小正T-周期解.
此外, 对于任意(w1,0, w2,0) ∈ S0, 当k →∞时, 有
(w1, w2)(y, t) ≤ (W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) ≤ (w1, w2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0. (33)
进一步, 如果(w1, w2)(y, 0) = (w1, w2)(y, 0) :≡ (w∗1 , w∗2)(y, 0), 则有

(w1, w2)(y, t) = (w1, w2)(y, t) :≡ (w∗1 , w∗2)(y, t)
以及

lim
k→+∞

(W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (w∗1 , w∗2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0. (34)

(ii) 如果R0 ≤ 1, 那么对于任意(w1,0, w2,0)都有
lim

k→+∞
(W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (0, 0) (35)

在y ∈ Ω(0)上一致成立.
证证证 首先考虑(32)中(w1, w2)(y, 0) ≤ (w1,0(y), w2,0(y)) ≤ (w̃1, w̃2)(y, 0)的情况, 让

(w1, w2)(y, t)作为问题(8)的下解, 根据引理3.1可得
(w1, w2)(y, t) ≤ (W1,W2)(y, t;w1,0, w2,0) ≤ (w̃1, w̃2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0.
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特别地, 对于任意的k有

(w1, w2)(y, t) = (w1, w2)(y, t + kT) ≤ (W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0), y ∈ Ω(0), t ≥ 0,

由引理3.3可知
(w1, w2)(y, t) ≤ (W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) ≤ (w(k)

1 , w
(k)
2 )(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0.

当k →∞时, 结合(30)可知
lim

k→∞
(W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (w1, w2)(y, t).

另外一种情况(ŵ1, ŵ2)(y, 0) ≤ (w1,0(y), w2,0(y)) ≤ (w1, w2)(y, 0)类似可得, (33)可由关系(31)和
引理3.3得到. 若(w1, w2) = (w1, w2)(:≡ (w∗1 , w∗2)), 可由(33)可直接得出(34), 因此结论(i)得证.

进一步证明结论(ii). 对于任意常数对(C1, C2) ≥ (K1,K2), 结合定理3.1的证明知道
函数对((w̃1, w̃2), (ŵ1, ŵ2))(y, t) ≡ ((C1, C2), (0, 0))是问题(19)的一对有序上下解. 此外, 定
理3.3表明问题(19)具有最大正T-周期解(w1, w2)(y, t)和最小正T-周期解(w1, w2)(y, t), 并且满
足关系(0, 0) ≤ (w1, w2) ≤ (w1, w2) ≤ (C1, C2). 另一方面, 定理3.2表明问题(19)在R0 ≤ 1的
条件下仅存在零解(0, 0), 故当R0 ≤ 1时, (w1, w2) = (w1, w2) ≡ (0, 0)成立. 利用结论(i)的证
明方法和常数对(C1, C2)的任意性, 对于任意非负初始函数对(w1,0(y), w2,0(y)), 则问题(8)的
解(W1,W2)(y, t;w1,0, w2,0)具有如下的收敛性

lim
k→+∞

(W1,W2)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (0, 0), y ∈ Ω(0), t ≥ 0,

从而得到(35), 故完成了定理3.4的证明.
最后, 定理3.4中的(i)意味着

ST = {(w1, w2) ∈ C(Ω(0)× [0,∞)) :
(w1, w2)(y, t) ≤ (w1, w2) ≤ (w1, w2)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0}

是问题(8)的一个吸引域, 并且(w1, w2)和(w1, w2)均是单边渐近稳定的. 若满足(w1, w2) =
(w1, w2) :≡ (w∗1 , w∗2), 则(w∗1 , w∗2)是问题(8)的一个全局吸引子.

§4 固定区域上的动力学

若ρ(t) ≡ 1, 即变化区域Ω(t)将退化为固定区域Ω(0), 则问题(8)和(19)也相应地退化为



∂w11

∂t
− d1∆w11 = h(w22)− α(t)w11, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w22

∂t
− d2∆w22 = g(w11)− β(t)w22, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂w11

∂η
=

∂w22

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

(36)

伴随着初始条件

w11(y, 0) = w1,0(y, 0), w22(y, 0) = w2,0(y, 0), y ∈ Ω(0), (37)
以及周期条件

w11(y, 0) = w11(y, T), w22(y, 0) = w22(y, T), y ∈ Ω(0). (38)

类似问题(8)中基本再生数R0的定义和性质, 也可以利用下一代感染算子方法定义问
题(36)-(37)的基本再生数

_

R0, 并给出以下性质.
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引引引理理理4.1 (i)
_

R0 = µ0, 其中µ0是如下周期抛物问题的主特征值.



∂
_

φ1

∂t
− d1∆

_

φ1 =
h′(0)

µ

_

φ2 − α(t)
_

φ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂
_

φ2

∂t
− d2∆

_

φ2 =
g′(0)

µ

_

φ1 − β(t)
_

φ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂
_

φ1

∂η
=

∂
_

φ2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

_

φ1(y, 0) =
_

φ1(y, T),
_

φ2(y, 0) =
_

φ2(y, T), y ∈ Ω(0),

(39)

其中(
_

φ1,
_

φ2) ∈ CT × CT是相应特征函数对, 在Ω(0)× (0,∞)上满足
_

φ1 > 0,
_

φ2 > 0.

(ii) sign(1− _

R0) = sign(
_

λ0), 其中
_

λ0是下面周期抛物问题的主特征值.



∂
_

ψ1

∂t
− d1∆

_

ψ1 = h′(0)
_

ψ2 − α(t)
_

ψ1 +
_

λ
_

ψ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂
_

ψ2

∂t
− d2∆

_

ψ2 = g′(0)
_

ψ1 − β(t)
_

ψ2 +
_

λ
_

ψ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂
_

ψ1

∂η
=

∂
_

ψ2

∂η
= 0, y ∈ ∂Ω(0), t > 0,

_

ψ1(y, 0) =
_

ψ1(y, T),
_

ψ2(y, 0) =
_

ψ2(y, T), y ∈ Ω(0),

其中(
_

ψ1,
_

ψ2) ∈ CT × CT是相应特征函数对, 在Ω(0)× (0,∞)上满足
_

ψ1 > 0,
_

ψ2 > 0.

定定定理理理4.1 设α(t) ≡ α∗和β(t) ≡ β∗为常数, 则问题(36)-(37)的基本再生数
_

R0的表达式为

_

R0 =

√
g′(0)h′(0)

α∗β∗
. (40)

证证证 将α(t) ≡ α∗和β(t) ≡ β∗带入到问题(39)前两个方程可得



∂
_

φ1

∂t
− d1∆

_

φ1 =
h′(0)

_

R0

_

φ2 − α(t)
_

φ1, y ∈ Ω(0), t > 0,

∂
_

φ2

∂t
− d2∆

_

φ2 =
g′(0)

_

R0

_

φ1 − β(t)
_

φ2, y ∈ Ω(0), t > 0,

(41)

其中边界条件与(39)相同. 取(φ1, φ2) = (C∗, 1) (其中C∗为待定常数)代入(41)直接计算可以得到

C∗ =

√
α∗g′(0)
β∗h′(0)

,
_

R0 =

√
g′(0)h′(0)

α∗β∗
,

根据主特征值的唯一性可立得(40)成立.

注注注4.1 根据定理2.1和定理4.1, 可以推断出当α(t)和β(t)均为常值时变化区域上的基本再
生数R0和固定区域上的基本再生数

_

R0的关系满足: R0 ≥
_

R0.

类似定理3.1-定理3.4, 得到如下主要结果.

定定定理理理4.2 如果
_

R0 > 1, 那么问题(36), (38)至少存在一个正T-周期解(w11(y, t), w22(y, t)).

定定定理理理4.3 如果
_

R0 ≤ 1, 则问题(36), (38)无正T-周期解.

定定定理理理4.4 如果
_

R0 > 1, 则问题(36), (38)存在最大T-周期解(w11, w22)和最小正T-周期
解(w11, w22). 若(w11, w22)(y, 0) = (w11, w22)(y, 0), 则问题(36), (38)仅存在唯一正T-周期
解(w∗11, w

∗
22), 且满足(w11, w22) = (w11, w22) := (w∗11, w

∗
22).
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定定定理理理4.5 设(W11,W22)(y, t;w1,0, w2,0)是问题(36)-(37)的任意解, 则如下结论成立.
(i) 如果

_

R0 > 1, 则
lim

k→+∞
(W11,W22)(y, t + kT; w1,0, w2,0) =




(w11, w22)(y, t), 若(w11, w22) ≤ (w1,0, w2,0) ≤ (w̃11, w̃22), y ∈ Ω(0),

(w11, w22)(y, t), 若(ŵ11, ŵ22) ≤ (w1,0, w2,0) ≤ (w11, w22), y ∈ Ω(0),
其中(w11, w22)和(w11, w22)分别是问题(36), (38)的最大和最小正T-周期解.

此外, 对于任意(w1,0, w2,0) ∈ S0, 当k →∞时, 有
(w11, w22)(y, t) ≤ (W11,W22)(y, t + kT; w1,0, w2,0) ≤ (w11, w22)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0.

进一步, 若(w11, w22)(y, 0) = (w11, w22)(y, 0) := (w∗11, w
∗
22)(y, 0), 则有

(w11, w22)(y, t) = (w11, w22)(y, t) := (w∗11, w
∗
22)(y, t)

以及

lim
k→+∞

(W11,W22)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (w∗11, w
∗
22)(y, t), y ∈ Ω(0), t ≥ 0.

(ii) 若
_

R0 ≤ 1, 对于任意(w1,0, w2,0), 都有
lim

k→+∞
(W11,W22)(y, t + kT; w1,0, w2,0) = (0, 0)

在y ∈ Ω(0)上一致成立.

§5 数值模拟和讨论
在本节中, 通过数值模拟观察区域演化率ρ(t)对粪-口传染病传播的影响, 并结合前文中的

理论分析给出生物学解释.
首先, 假设区域

Ω(t) = (0, x(t)), x(t) = ρ(t)y, y ∈ (0, 1),
以及非线性函数

g(w1) = (w1 + 1)2/3 − 1, h(w2) = (w2 + 1)1/3 − 1,

显然函数g(w1)和h(w2)均满足假设条件(J1), (J2). 此外, 令
α(t) = α∗, β(t) = β∗, d1 = 0.1, d2 = 0.3,

w1,0(y) = 5 + 0.1 sin(πy), w2,0(y) = 3 + 0.1 sin(πy) + 0.05 sin(3πy),
其中α∗,和β∗均为正常数.

例例例5.1 选取α∗ = 0.95, β∗ = 0.1和区域演化率ρ1(t) ≡ 1, 由定理4.1可得
_

R0 =

√
g′(0)h′(0)

α∗β∗
=

√
2/3 · 1/3
0.95 · 0.1

≈ 1.5294 > 1.

根据定理4.5中的(i)知道, 当基本再生数
_

R0 > 1时, 传染病将会扩散最终形成地方病. 通过
图1中的左图可以很清晰的看到问题(37)-(38)的解一致收敛于正稳定态, 中图和右图分别是对应
的截面图和等高线图.

例例例5.2 选取α∗ = 0.95, β∗ = 0.1和区域演化率ρ2(t) = e0.04(1−cos 2t)+0.01, 此时ρ2(t) > 1,
根据注4.1和例5.1的计算可得R0 ≥

_

R0 > 1.

根据定理3.4中的(i)可知, 当基本再生数R0 > 1时, 疾病将会传播最终形成地方病. 通过
图2中的左图和中图可以很清晰的看到感染人群的密度稳定在某个正常数.
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图 1 对于演化率ρ(t) ≡ 1且基本再生数
_
R0 > 1时, 传染病最终会扩散形成地方病, 左图和中图显示感染人群量趋向于稳态, 右图表明

区域为固定区域
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图 2 当演化率ρ2(t) > 1且基本再生数R0 > 1时, 传染病仍会扩散形成地方病, 从左图和中图可以看出感染人群数量收敛于一个稳定

态, 右图呈现出区域的周期变化

例例例5.3 选取α∗ = 0.95, β∗ = 0.1和区域演化率ρ3(t) = e−0.04(1−cos 2t)−0.01, 此时ρ3(t) < 1,
根据注4.1和例5.1的计算可得R0 ≥

_

R0 > 1.
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图 3 对于演化率ρ3(t) < 1且基本再生数R0 > 1时, 传染病仍会扩散, 从右图仍可以很明显的看到区域的周期性变化

类似于例5.2, 疾病仍会传播, 从图3中的左图和中图可以很明显的看到感染人群密度不断趋
于正稳定态.

例5.1-例5.3均为基本再生数
_

R0 > 1的情况, 数值模拟与本文的理论分析相符合, 此时病毒
会随时间不断传播最终趋于一个正稳态. 例5.2和例5.3中的区域发生了改变, 并且R0 ≥

_

R0也意

味着区域的变化增加了疾病传播的风险, 但基于
_

R0 > 1这一事实, 无论区域ρ(t) > 1时(例5.2)或
者ρ(t) < 1时(例5.3)病毒都会扩散开来, 图2和图3也展示出了这一现象.

进一步, 在基本再生数
_

R0 < 1的情况下, 模拟不同的演化率ρ(t)对模型动力学的影响.
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例例例5.4 选取α∗ = 0.1, β∗ = 2.8和区域演化率ρ4(t) = ρ1(t) ≡ 1, 由定理4.1可得
_

R0 =

√
g′(0)h′(0)

α∗β∗
=

√
2/3 · 1/3
0.1 · 2.8

≈ 0.8909 < 1.
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图 4 对于演化率ρ4(t) ≡ 1且基本再生数
_
R0 < 1时, 疾病最终会消失, 从左图和中图中可以看出变量w22最终收敛于零解, 从右图可

以观察到区域为固定区域

根据定理4.5中的(ii)可知, 当基本再生数
_

R0 < 1时, 固定区域上的传染病将会逐渐消失. 通
过图4中的左图和中图可以很清晰的看到问题(37), (38)的解一致收敛于零解.

例例例5.5 选取α∗ = 0.1, β∗ = 2.8和区域演化率ρ5(t) = e0.04(1−cos 2t)+0.01, 此时ρ5(t) > 1, 通
过例5.4的计算已知

_

R0 < 1.
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图 5 对于演化率ρ5(t) > 1且基本再生数
_
R0 < 1时, 变化区域上的传染病形成了地方病, 从左图和中图中可以看出感染人群密度最终

趋于正稳定态, 右图中可以很明显的看出区域的周期性变化

当基本再生数
_

R0 < 1时, 根据注4.1可知R0可能会大于1, 通过模拟很容易看出变化区域上
的传染病出现了扩散的情况, 这意味着较大的区域演化率可能会增加疾病传播的风险.

例例例5.6 选取α∗ = 0.1, β∗ = 2.8, 区域演化率ρ6(t) = e−0.04(1−cos 2t)−0.01, 此时ρ6(t) < 1, 通
过例5.4的计算同样已知

_

R0 < 1.

通过模拟可以从图6观察到感染人群密度随时间变化最终趋于零, 这意味着疾病在逐渐消
失, 从而说明较小的区域演化率有利于传染病的控制.

近些年来, 生物种群栖息地的变化对种群生存的影响受到一些学者的广泛关注, 特别是有
很多生物种群的栖息地受气候, 海拔和地理环境等影响会呈现出周期性的变化规律, 细菌和病
毒作为生物体, 其所属的空间环境也自然会呈现出周期性变化. 本文特别关注了区域的周期性
变化对粪-口途径传染病传播的影响, 文献[6, 10, 12]中的模型采用的是感染人群对细菌的线性
发生率, 而在本文中采用了感染人群对细菌的非线性发生率, 更符合现实中的传播机制. 进一
步, 根据文献[20-22]中反应-扩散方程在变化区域上的建模思想, 构建了周期变化区域Ω(t)上的
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图 6 对于演化率ρ(t) < 1且基本再生数
_
R0 < 1时, 变化区域上的传染病最终会消失, 从左图和中图中可以看出感染人群密度最终趋

于零, 右图中可以看出区域周期性变化

模型(3)-(5), 通过对等价模型(8)的动力学研究, 探讨区域的演化率ρ(t)对病毒模型动力学的影
响. 给出了变化区域下的阈值R0和固定区域条件下阈值

_

R0的抽象表达式以及一定条件下两者之

间的关系R0 ≥
_

R0, 通过定理3.5的讨论可知当R0 > 1时, 在一定条件下问题(8)的解将趋于一个
正稳态周期解, 这意味着该疾病将会扩散最终形成地方病. 如果当R0 ≤ 1时, 则问题(8)的解将趋
于零解, 这意味着该疾病将会消失.

此外, 文献[18, 22]是在Dirichlet边界条件下研究周期变化区域分别对疾病传播和单个
物种生存的影响, 他们得到的结论是疾病的传播以及种群的生存依赖于积分平均值ρ−2 :=
1
T

∫ T

0
1

ρ2(t)dt. 当ρ−2 < 1时, 周期演化率ρ(t)对疾病传播和物种生存产生了促进作用, 当ρ−2 >

1时, 周期演化率ρ(t)对疾病传播和物种生存产生了抑制作用. 而所研究的模型(3)-(5)是建立
在Neumann边界条件上的, 通过注4.1获悉区域的周期性变化会增大疾病传播的风险, 特别是
当固定区域上的基本再生数

_

R0 > 1时, 无论区域演化率ρ(t) > 1还是ρ(t) < 1疾病都会扩散.
当

_

R0 < 1时, 通过定理4.5和例5.1明确得出此时固定区域中的病毒一定会随时间变化逐渐消失,
但变化区域上的疾病传播情况更加复杂, 根据例5.5和例5.6以及文献[18, 22]的相关结论笔者猜
想较大的演化率会增加疾病传播的风险, 不利于疾病的防控. 通过本文的研究分析, 清晰地认识
到在病毒生存环境呈现季节性周期变化这一基本事实下, 只有改善人类的生活环境和提高细菌
的死亡率, 并同时降低细菌与人群之间的相互传播率才能有效地防控粪-口传染病的传播.
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The dynamics of a fecal-oral route epidemic model
on a periodically evolving domain

ZHANG Han, ZHU Min

(School of Math. Stat., Anhui Normal Univ., Wuhu 241000, China)

Abstract: Different from the normal fecal-oral route epidemic model on the fixed domain, this

model is established on the periodically evolving domain, aiming to explore the impact of periodic

changes in spatial regions on this epidemic. In view of the next infection operator and eigenvalue

method, the correlation properties of the basic reproduction number R0 of the model are analyzed, and

compare the relationship with the number
_

R0 of the fixed domain. The dynamics of the model with

evolving domain shows that if R0 > 1, then the model admits a unique positive periodic solution which

is globally asymptotically stable, while R0 ≤ 1, then it only admits a globally asymptotically stable

zero solution. Final simulation further indicates the larger evolution rate of domain could increase the

risk of this virus spread.

Keywords: fecal-oral route epidemic model; evolving domain; basic reproduction number; peri-

odic solution
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