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八元切触流形上的Bochner公式以及Bianchi恒
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摘 要: 该文给出了八元切触流形上的Ricci恒等式, 并由此给出了八元切触流形上
的Bochner公式. 文中给出了八元切触流形上的第一和第二Bianchi恒等式, 并由此得
到了一个曲率恒等式.
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§1 引 言

文献[1]给出了CR流形上的Bochner-型公式. 文献[2-6]给出了四元切触流形上的Bochner-型
公式以及Bianchi恒等式. 文献[7]把上述公式推广到了切触Riemannian流形上.

本文研究八元切触流形上的几何与分析, 给出八元切触流形上的一系列Ricci恒等式, 进而
把上述Bochner-型公式以及Bianchi恒等式发展到了八元切触流形上.

Biquard为了研究物理学上著名的AdS/CFT 对偶问题的四元与八元版本, 首先对四元切触
几何和八元切触几何进行了研究, 给出了四元切触流形与八元切触流形的定义[8]. 如今, 四元切
触流形发展成了微分几何领域的一个热门研究对象(参见文献[2-10]及其参考文献). 八元数是复
数和四元数向非结合代数的推广, 八元切触流形是CR流形和四元切触流形的八元推广. 八元数
在理论物理的多个分支上有着广泛的应用, 如黑洞、弦理论和相对论等, 很多物理问题的背景流
形就是四元切触流形和八元切触流形, 参见[11-12]等.

八元切触流形(M, g, I)是由一个15维的流形M以及余维数为7的分布H构成的. 局部的,
H可以表示成一个R7-值的1-形式Θ = (θ1, · · · , θ7)的核, 称H为水平空间. g是一个Carnot-
Carathéodory度量. I是一个秩为7的丛

I = {a1I1 + · · ·+ a7I7|a2
1 + · · ·+ a2

7 = 1},

收稿日期: 2024-07-07 修回日期: 2026-04-20
∗通讯作者, E-mail: shiyun@zust.edu.cn

基金项目:浙江省自然科学基金(LY22A010013); 国家自然科学基金(11801508; 11971425)



188 高 校 应 用 数 学 学 报 第41卷第2期

其中殆复结构I1, · · · , I7是H上的自同构. 它们与度量g是Hermitian相容的, 即
g(Iβ ·, Iβ ·) = g(·, ·),

β = 1, · · · , 7. 对任意的X, Y ∈ H, 度量满足相容性条件

g(IβX, Y ) = dθβ(X, Y ).

§2介绍了八元数和八元切触流形的一些基本概念和性质, 给出了八元切触流形上
的Ricci恒等式. §3证明八元切触流形的Bochner-型公式. §4给出了八元切触流形上的第一
和第二Bianchi恒等式, 并由此得到了一个曲率恒等式.

§2 八元数和八元切触流形
八元数集记为O. 记Z8 := {0, · · · , 7}, Z8+ := {1, · · · , 7}. 八元数上有一组基{ea}, 满

足eae0 = e0ea, a ∈ Z8, 以及
eαeβ = −δαβ + εαβγeγ , (1)

其中α, β ∈ Z8+. (1)中的常数εαβγ关于α, β, γ是完全反对称的, 且当(α, β, γ) ∈ Ω时, εαβγ =
+1(参见[13-15]及其参考文献), 其中

Ω := {(1, 2, 3), (2, 4, 6), (4, 3, 5), (3, 6, 7), (6, 5, 1), (5, 7, 2), (7, 1, 4)}.
εαβγ非零当且仅当α, β, γ是Ω中的一个轮换. 八元数的乘法表还可以由Fano记忆图展示(参
见[13, 15]). 八元数O既不交换也不结合. 虽然八元数是非结合的, 但满足一些弱结合性, 称
为Moufang恒等式(参见[14, (2.5)])

(uvu)x = u(v(ux)), x(uvu) = ((xu)v)u, u(xy)u = (ux)(yu),
其中u, v, x, y ∈ O. 易得

uvu = (uv)u = u(vu).

更多关于八元数和八元流形的研究参见[16-21]及其参考文献. 研究八元切触流形与研究四
元切触流形相比主要的困难和不同点在于殆复结构I1, · · · , I7不满足八元数的运算关系(1). 这是
因为八元数O不满足结合律, 而I1, · · · , I7是结合的. 尽管如此, 八元切触流形的殆复结构有如下
性质.

命命命题题题2.1[20, Proposition 2.4] 当α 6= β ∈ Z8+时, {Iα, α = 1, · · · , 7}满足
1. (Iα)2 = −id; 2. IαIβ = −IβIα. 其中id表示恒等变换.

Biquard[8]引入了八元切触流形上的正则联络, 如今称为Biquard联络.
定定定理理理2.1 [8, Theorem B] 令g为H上的Carnot-Carathéodory度量, 如果八元切触流形(M, g, I)

满足八元切触结构. 则H上存在唯一的联络∇,且在TM上存在H唯一的补空间V,满足以下1)-5).
1) ∇保持H ⊕ V分解并保持度量;
2) 对于X, Y ∈ H, 有TX,Y = −[X, Y ]V ;
3) ∇保持H上的Spin(7)-结构, 即∇g = 0;
4) 对于任意的R ∈ V , H上的自同态· → (TR,·)H属于so⊥7 ;
5) 补空间V上的联络由V与R7等同以及H的自同态的自然同构诱导而成.

由于Biquard联络保持Carnot-Carathéodory度量, 故有
∇(dθα) ∈ Λ1H ⊗ so(8) = Λ1H ⊗ (

so(7)⊕ R7
)
,

且如果Λ1H ⊗R7部分为零, 则联络保持Spin(7)结构(参见[8, p84]). Biquard[8]给出了补空间的精
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确表达, 局部的, V由向量场Rα, α ∈ Z8+生成, 满足

iRα
dθα|H =0, iRα

dθβ |H = −iRβ
dθα|H , α 6= β, (2)

以及θβ(Rα) = δαβ ([8, Proposition II.1.7, II.1.9]), 其中i为内部积, 即对于任意的X ∈ H,

iRα
dθβ(X) = dθβ (Rα, X) . Rα, α ∈ Z8+称为 Reeb向量场. 基本2-形式定义为

ωs|H = dθs|H , Ryωs = 0, R ∈ V. (3)
命命命题题题2.2 (参见[20, Proposition 3.1]) 1) Biquard联络满足

∇dθα = −(iRβ
dθα)|H ⊗ dθβ .

由同构dθα → Rα, 有

∇Rα = −(iRβ
dθα)|H ⊗Rβ . (4)

2) Biquard联络是V上的度量联络且满足

∇XR = [X, R]V , X ∈ H, R ∈ V.

对于任意X, Y ∈ H, 八元切触流形的挠率定义为

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ], (5)
曲率为R(X, Y ) := ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ], R (A,B, C, D) := g(R(A,B)C, D);

八元切触Ricci曲率定义为Ric(X, Y ) =
8∑

a=1

g(R(Xa, X)Y, Xa);

数量曲率定义为S =
8∑

a=1

Ric (Xa, Xa), 其中Xa是水平切子空间H上的局部标准正交基. 令

T (A,B, C) = g(T (A,B), C).
令f为八元切触流形(M, g, I)上的光滑函数, 对于任意A,B, C ∈ TM, 定义

∇2f(A,B) = ∇A∇Bf −∇∇ABf,

∇3f(A,B, C) =
(∇A(∇2f)

)
(B,C) = ∇A

(∇2f(B,C)
)−∇2f(∇AB,C)−∇2f(B,∇AC).

(6)
令Xa为水平切子空间H上的局部标准正交基, 八元切触流形(M, g, I)上的光滑函数f的水平梯

度∇f定义为g(∇f,X) = df(X), 即∇f =
8∑

a=1

df(Xa)Xa, 它的范数为

|∇f |2 =
∑8

a=1 df(Xa)df(Xa).
八元切触流形(M, g, I)上的光滑函数f的水平SubLaplacian算子定义为

∆f = −
8∑

a=1

∇2f(Xa, Xa).

有如下八元切触流形上的Ricci恒等式.
命命命题题题2.3 令f为八元切触流形(M, g, I)上的光滑函数, Rs, s = 1, · · · , 7为Reeb向量场, 有

∇2f(X, Y )−∇2f(Y, X) = −
7∑

s=1

ωs(X, Y )df (Rs) ,

∇2f (X, Rs)−∇2f (Rs, X) = T (Rs, X,∇f),

∇3f(X, Y, Z)−∇3f(Y, X,Z) = −R(X, Y, Z,∇f)−
7∑

s=1

ωs(X, Y )∇2f (Rs, Z) .

(7)
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证 由挠率的定义(5)和基本2-形式的定义(3)有

T (X, Y ) = −[X, Y ]V = −
7∑

s=1

θs([X, Y ])Rs =
7∑

s=1

dθs(X, Y )Rs. (8)

因此由命题2.1有
∇2f(X, Y )−∇2f(Y, X) =XY f −∇XY f − (Y Xf −∇Y Xf) =

− T (X, Y )f = −
7∑

s=1

dθs(X, Y )Rsf = −
7∑

s=1

ωs(X, Y )df (Rs) .

类似有

∇2f (X, Rs)−∇2f (Rs, X) = −T (X, Rs) f = T (Rs, X,∇f) ,

由梯度的定义, 最后一个等式成立. 更进一步有
∇3f(X, Y, Z)−∇3f(Y, X,Z) = ∇X

(∇2f(Y, Z)
)−∇2f(∇XY, Z)−∇2f(Y,∇XZ)−

(∇Y

(∇2f(X, Z)
)−∇2f(∇Y X, Z)−∇2f(X,∇Y Z)

)
=

(XY Z −X∇Y Z −∇XY Z +∇∇XY Z − Y∇XZ +∇Y∇XZ) f−
(Y XZ − Y∇XZ −∇Y XZ +∇∇Y XZ −X∇Y Z +∇X∇Y Z) f =

− (∇XY −∇Y X − [X, Y ])Zf +∇∇XY−∇Y X−[X,Y ]Zf−
(∇X∇Y Z +∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
f =

− T (X, Y )Zf +∇T (X,Y )Zf −R(X, Y )Zf = −R(X, Y, Z,∇f)−
7∑

s=1

ωs(X, Y )∇2f (Rs, Z) .

§3 SubLaplacian算子的Bochner-型公式

命命命题题题3.1 对于一个15维的八元切触流形(M, g, I)以及任意的X, Y, Z ∈ H, 有

(∇XT ) (Y, Z) = 0. (9)
证证证 注意到

(∇XT ) (Y, Z) = ∇X (T (Y, Z))− T (∇XY, Z)− T (Y,∇XZ) =

∇X

(
7∑

s=1

ωs(Y, Z)Rs

)
−

7∑
s=1

ωs(∇XY, Z)Rs −
7∑

s=1

ωs(Y,∇XZ)Rs =

∇X

(
7∑

s=1

g (IsY, Z)Rs

)
−

7∑
s=1

g (Is∇XY, Z) Rs −
7∑

s=1

g (IsY,∇XZ)Rs =

7∑
s=1

g ((∇XIs) Y, Z)Rs +
7∑

s=1

g (IsY, Z)∇XRs =

7∑
s,t=1

g (ωs (Rt, X) ItY, Z) Rs +
7∑

s,t=1

g (IsY, Z) ωs (Rt, X) Rt =

7∑
s,t=1

[ωt (Rs, X) + ωs (Rt, X)] g (IsY, Z) Rt = 0,

其中由(8)可得第二个等式成立, 由(4)可得倒数第二个等式成立, 由(2)可得最后一个等式成立.
由此可得如下八元切触版本的Bochner-型公式.
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定定定理理理3.1 对于一个15维的八元切触流形(M, g, I), f为八元切触流形(M, g, I)上的光滑函数,
有

−1
2
∆|∇f |2 =|∇2f |2 − g (∇∆f,∇f) + Ric (∇f,∇f)+

7∑
s=1

T (Rs, Is∇f,∇f) + 2
7∑

s=1

∇2f (Rs, Is∇f) .
(10)

证证证 由定义可知

−1
2
∆|∇f |2 =

8∑

a,b=1

∇3f (Xa, Xa, Xb) df (Xb) +
8∑

a,b=1

∇2f (Xa, Xb)∇2f (Xa, Xb) =

8∑

a,b=1

∇3f (Xa, Xa, Xb) df (Xb) +
∣∣∇2f

∣∣2 ,

(11)

其中Xa是水平切子空间H上的局部标准正交基. 方便起见, 从下文开始, 同一个式子中如果指标
重复出现则表示关于这个指标求和, 例如∇2f (ea, eb)∇2f (Xa, Xb)表示

8∑

a,b=1

∇2f (Xa, Xb)∇2f (Xa, Xb) .

多次应用Ricci恒等式(6), 有
∇3f (Xa, Xa, Xb) = ∇Xa

(∇2f (Xa, Xb)
)−∇2f (∇Xa

Xa, Xb)−∇2f (Xa,∇Xa
Xb) =

∇Xa

(
∇2f (Xb, Xa)−

7∑
s=1

ωs (Xa, Xb) df (Rs)

)
−

∇2f (Xb,∇Xa
Xa) +

7∑
s=1

ωs (∇Xa
Xa, Xb) df (Rs)−

∇2f (∇Xa
Xb, Xa) +

7∑
s=1

ωs (Xa,∇Xa
Xb) df (Rs) =

∇3f (Xa, Xb, Xa)−∇Xa (df (T (Xa, Xb))) + T (∇XaXa, Xb) f + T (Xa,∇XaXb) f =

∇3f (Xa, Xb, Xa)− (∇Xa
df) (T (Xa, Xb))− (∇Xa

(T (Xa, Xb))) f+

T (∇Xa
Xa, Xb) f + T (Xa,∇Xa

Xb) f =

∇3f (Xa, Xb, Xa)−∇2f (Xa, T (Xa, Xb))− (∇Xa
T ) (Xa, Xb) f =

∇3f (Xa, Xb, Xa)−
7∑

s=1

ωs(Xa, Xb)∇2f (Xa, Rs) =

∇3f (Xb, Xa, Xa)−R (Xa, Xb, Xa,∇f)−
7∑

s=1

ωs(Xa, Xb)
(∇2f (Rs, Xa) +∇2f (Xa, Rs)

)
,

其中倒数第二个等式成立是由于(9). (11)右边第一部分等于
∇3f (Xa, Xa, Xb) df (Xb) = ∇3f (Xb, Xa, Xa) df (Xb)−R (Xa, Xb, Xa,∇f) df (Xb)−

7∑
s=1

ωs(Xa, Xb)
(∇2f (Rs, Xa) +∇2f (Xa, Rs)

)
df (Xb) =

∇Xb

(∇2f(Xa, Xa)
)
d (Xb)−

(∇2f(∇Xb
Xa, Xa)

)
d (Xb)−

(∇2f(Xa,∇Xb
Xa)

)
d (Xb)+
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Ric (∇f,∇f)−
7∑

s=1

ωs(Xa, Xb)
(∇2f (Rs, Xa) +∇2f (Xa, Rs)

)
df (Xb) =

− d(∆f) (Xb) df (Xb) + Ric (∇f,∇f) +
7∑

s=1

ωs(Xa, Xb)
(
2∇2f (Rs, Xa) +

T (Rs, Xa,∇f)) df (Xb) =

− d(∆f) (Xb) df (Xb) + Ric (∇f,∇f) +
7∑

s=1

T (Rs, Is∇f,∇f) + 2
7∑

s=1

∇2f (Rs, Is∇f) .

因此可以得到(10).

§4 八元切触流形上的Bianchi型公式

Bianchi恒等式是微分几何研究中一个重要的工具, Riemannian流形, CR流形, 四元切触
流形上的Bianchi都对研究相应的流形起到了重要的作用. Bianchi恒等式在Ricci流的研究中
也扮演着重要的角色[22], 特别在曲率演化方程[23]和Harnack估计中起到了重要的作用[24]. 这
里研究八元切触流形上的Bianchi恒等式, 这是Bianchi恒等式的八元推广. 定义b(A,B, C) :=∑

(A,B,C)

{(∇AT ) (B,C) + T (T (A,B), C)}, 其中∑
(A,B,C)表示三个切向量的循环和. 因此有如下

八元切触版本的第一Bianchi恒等式.
定定定理理理4.1 八元切触流形上的曲率R满足∑

(A,B,C)

{R(A,B, C, D)} = g (b(A,B, C), D) = b(A,B, C, D), (12)

其中A,B, C, D ∈ TM.

证证证 由R(A,B)C的定义以及Joccbi恒等式, 有
b(A,B, C) = ∇A(T (B,C))− T (∇AB,C)− T (B,∇AC)+

∇B(T (C, A))− T (∇BC,A)− T (C,∇BA) +∇C(T (A,B))− T (∇CA,B)− T (A,∇CB)+

∇T (A,B)C −∇C(T (A,B))− [T (A,B), C] +∇T (B,C)A−∇A(T (B,C))− [T (B,C), A]+

∇T (C,A)B −∇B(T (C,A))− [T (C,A), B] =

−∇∇ABC +∇C∇AB + [∇AB,C]−∇B∇AC +∇∇ACB + [B,∇AC]−
∇∇BCA +∇A∇BC + [∇BC,A]−∇C∇BA +∇∇BAC + [C,∇BA]−
∇∇CAB +∇B∇CA + [∇CA,B]−∇A∇CB +∇∇CBA + [A,∇CB] +

∇∇AB−∇BA−[A,B]C − [T (A,B), C] +∇∇BC−∇CB−[B,C]A− [T (B,C), A]+

∇∇CA−∇AC−[C,A]B − [T (C, A), B] =
∑

(A,B,C)

R(A,B)C.

(13)
由上述第一Bianchi恒等式, 可以得到如下曲率公式.

定定定理理理4.2 八元切触流形上的曲率R满足

R(A,B, C, D)−R(C,D, A,B) =
1
2
b(A,B, C, D) +

1
2
b(B,C, D,A)− 1

2
b(A,C, D,B)− 1

2
b(A,B, D,C),

(14)
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其中A,B, C, D ∈ TM.

证证证 由曲率张量R的定义, 有R(A,B, C, D) = −R(B,A, C, D), 由于保持度量的线性联络是
反对称的, 有R(A,B, C, D) = −R(A,B, D,C). 由(12), 可以得到(14)成立.

更进一步, 可以得到八元切触流形上的第二Bianchi恒等式.
定定定理理理4.3 八元切触流形上的曲率R满足

(∇AR) (B,C, D,E) + (∇BR) (C, A, D,E) + (∇CR) (A,B, D,E) = −〈b(A,B, C)D, E〉 ,
其中A,B, C, D ∈ TM.

证证证 由Biquard联络的定义有
(∇AR) (B,C, D,E) = A 〈R(B,C)D, E〉 −R (∇AB,C, D,E)−R (B,∇AC, D, E)−
R (B,C,∇AD, E)−R (B,C, D,∇AE) =

〈∇A (R(B,C)D) , E〉 − 〈R (∇AB,C) D, E〉 − 〈R (B,∇AC) D, E〉 − 〈R (B,C)∇AD, E〉 .
于是

(∇AR) (B,C, D,E) + (∇BR) (C, A, D,E) + (∇CR) (A,B, D,E) =

〈∇A (R(B,C)D) +∇B (R(C, A)D) +∇C (R(A,B)D) , E〉−
〈R (∇AB,C) D + R (C,∇BA)D, E〉−
〈R (∇CA,B) D + R (B,∇AC) D, E〉 − 〈R (∇BC, A)D + R (A,∇CB)D, E〉−
〈R (B,C)∇AD, E〉 − 〈R (C, A)∇BD, E〉 − 〈R (A,B)∇CD, E〉 ,

由R(A,B)C的定义以及Jacobi恒等式有
∇A (R(B,C)D) +∇B (R(C,A)D) +∇C (R(A,B)D) = R(A,B)∇CD + R(B,C)∇AD+

R(C, A)∇BD + R([A,B], C)D + R([B,C], A)D + R([C, A], A)D.

由此
(∇AR) (B,C, D,E) + (∇BR) (C, A, D,E) + (∇CR) (A,B, D,E) =

−
〈 ∑

(A,B,C)

(R(A,B)C)D, E

〉
= −〈b(A,B, C)D, E〉 .
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The Bochner-type formula and Bianchi identities on octonionic
contact manifolds
CHEN Hao-jie, SHI Yun

(Department of Mathematics, Zhejiang University of Science and Technology, Hangzhou 310023,

China)

Abstract: Give the Ricci identities on octonionic contact manifolds and prove the octonionic

contact version of the Bochner-type formula. Give the first and second Bianchi identity on octonionic

contact manifolds, and using them to given a curvature identity.
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