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摘 要: 该文利用Abel变换、Hölder不等式以及Fourier分析的相关技巧, 研究了满
足Lipschitz条件的函数在Orlicz空间内借助三角多项式逼近的相关问题. 通过对序
列(an,k)和(an,n−k)赋予不同的条件, 得到不同的三角多项式, 并给出了不同三角多项
式逼近方式下的逼近阶.
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§1 引 言

定义在R上且满足如下条件的实值函数M(u)称为N函数.

1) M(u)为偶的连续凸函数且M(0) = 0;

2) 当u > 0时，M(u) > 0;

3) lim
u→0

M(u)
u = 0, lim

u→∞
M(u)

u = ∞.

关于N函数的性质详情见文献[1]的论述. 本文以L∗M [0, 2π](简记为L∗M )表示由N函数M(u)
生成的以2π为周期的周期函数构成的Orlicz空间. 对于f ∈ L∗M，其Orlicz范数为

‖f‖M = sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ 2π

0

f(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ,

其中ρ(v;N) =
∫ 2π

0
N(v(x))dx表示v(x)关于N(v)的模.

由文献[1], Orlicz范数还有另外一种计算方法

‖f‖M = inf
α>0

1
α

(1 +
∫ 2π

0

M(αf(x))dx).
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对f ∈ L∗M , 记函数f在x点处Fourier级数的前n + 1项部分和为

Sn(f ;x) :=
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx) =
n∑

k=0

Uk(f ;x).

称Sn(f ;x) =
n∑

k=0

Uk(f ;x)为n阶三角多项式, 由文献[2]知, Sn(f ;x)还可以表示为

Sn(f ;x) =
1
π

∫ 2π

0

f(x + t)Dn(t)dt,

其中Dn(t) = sin(n+ 1
2 )t

2 sin t
2
为n阶Dirichlet核.

记f ∈ L∗M的连续模为ω(f, δ)M = sup
0<|h|≤δ

‖f(·+h)−f(·)‖M . 对α > 0,若ω(f, δ)M = O(δα),

则f ∈ Lipα.

定义τn(f ;x) :=
n∑

k=0

an,kSk(f ;x), 任意n ≥ 0, 其中T = (an,k)表示一个下三角实矩阵, 使得

当k ≤ n时, an,k ≥ 0; 当k > n时, an,k ≡ 0 (k, n = 0, 1, 2, · · · ), 且
n∑

k=0

an,k = 1 (n = 0, 1, 2, · · · ).

定义Tn(f ;x) :=
n∑

k=0

an,n−kSk(f ;x).

若当k ≤ n时, 取an,k = 1
n+1 ; 当k > n时, 取an,k = 0, 则此时将τn(f ;x)记为σn(f ;x), 其

中σn(f ;x) = 1
n+1

n∑
k=0

Sk(f ;x), (n = 0, 1, 2, · · · )为f的n + 1阶Cesàro平均.

令f ∈ L∗M , gn(x)表示任意n阶三角多项式, En(f)M = min
gn(x)

‖f(x) − gn(x)‖M为n阶三角多

项式逼近函数f的最佳逼近, 并将这种近似方法称为三角逼近.
由文献[2]知, 三角逼近理论起源于1885年Weierstrass创立的逼近定理, 历经一百多年, 该

领域研究经久不衰, 并且这种近似被广泛应用于信号分析领域, 比如参考[3-11]. 文献[3]中指
出, 若Sk和τn表示信息的输入和输出序列, 则T ≡ (an,k)表示为数字滤波器. 通过给(an,k)赋予
不同的形式或满足不同的条件, 可以得到各种各样的滤波器. 比如当an,k = 1

n+1时, 可得到一
个非常流行的数字滤波器, 叫做Cesàro滤波器, 它对f(x)的滤波结果为上述f的n + 1阶Cesàro平
均σn(f ;x).

滤波可以去除信息中的噪声等, 经过滤波后的函数更能呈现关键的特征, 利用这样的函数
再去逼近其他函数, 更能捕捉目标函数的主要特征，提高逼近的效果与准确性[12]. 因此, 三
角逼近在函数逼近问题的研究中充当着很重要的角色, 但大部分文献均是在Lp空间内进行的

研究, 而Orlicz空间是Lp空间实质性的推广与衍生, 其拓扑结构远比Lp空间要复杂的多, 所以
在Orlicz空间内研究三角逼近问题更具有一定的难度和理论意义[13].

在本文中, C在不同处表示不同的常数.

§2 相关记号与引理
记∆ak = ak − ak+1; ∆kan,k = an,k − an,k+1.

设一非负序列a := (an), 若存在一常数C = C(a)(仅取决于序列a), 当n ≥ m时, 有an ≤
Cam, 则称序列a几乎单调递减, 记a ∈ AMDS; 当n ≥ m时, 有Can ≥ am, 则称序列a几乎单调递

增, 记a ∈ AMIS.

序列(an,k) ∈ AMDS, 这意味着对于所有的n, k从0, 1, 2, · · · , n均满足k ≥ m时, 有an,k ≤
Can,m; 若(an,k) ∈ AMIS, 对任意n, k从0, 1, 2, · · · , n均满足k ≥ m时, 有Can,k ≥ an,m.
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设一非负序列a := (an), 若
m−1∑
k=0

|∆ak| ≤ C(a)am对任意自然数m均成立; 或当m ≤ N时, 序

列a只有有限个非零项且最后一个非零项是aN , 则称序列a为前段有界变差序列, 即a ∈ HBVS.

对所有的n, 且0 ≤ m ≤ n, 有
m−1∑
k=0

|∆kan,k| ≤ Can,m, 则称序列an := (an,k)∞k=0 ∈ HBVS.

设一非负序列a := (an), 若
∞∑

k=m

|∆ak| ≤ C(a)am对任意自然数m均成立, 则称序列a为剩余

有界变差序列, 即a ∈ RBVS.

对所有的n, 且0 ≤ m ≤ n, 有
∞∑

k=m

|∆kan,k| ≤ Can,m, 则称序列an := (an,k)∞k=0 ∈ RBVS.

由文献[14-15]知, RBVS ⊂ AMDS; HBVS ⊂ AMIS.

引引引理理理2.1 若f ∈ Lipα, 0 < α ≤ 1, 则存在n阶三角多项式tn, 使得‖f − tn‖M = O(n−α).
证证证 首先证明一个简单事实, 对于满足ρ(v;N) =

∫ b

a
N(v(x))dx ≤ 1的{v(x)}, 存在常

数C > 0, 使得|v(x)| ≤ C a.e.于[a, b]. 否则, 对于任意常数M > 0, 总存在满足ρ(v;N) =∫ b

a
N(v(x))dx ≤ 1的v(x), 以及[a, b]的正测度子集E ⊂ [a, b](mE > 0), 使得|v(x)| > M(x ∈ E).

由N函数的性质 lim
v→∞

N(v)
v = ∞和N函数的偶性(N函数是偶函数也是凸函数), 有

ρ(v;N) =
∫ b

a

N(v(x))dx ≥
∫

E

N(v(x))dx ≥
∫

E

|v(x)|dx > M ·mE.

这与ρ(v;N) =
∫ b

a
N(v(x))dx ≤ 1不符.

由文献[15]的引理1知, 存在n阶三角多项式tn(x), 使得‖f(x)− tn(x)‖L1 = O(n−α). 故

‖f − tn‖M = sup
ρ(v;N)≤1

|
∫ 2π

0

(f(x)− tn(x))v(x)dx| ≤

C|
∫ 2π

0

|f(x)− tn(x)|dx| ≤ C‖f(x)− tn(x)‖L1 = O(n−α).

引引引理理理2.2 若f ∈ Lipα, 0 < α < 1, 则‖σn(f)− f‖M = O(n−α).
证证证 因为

‖σn(f)− f‖M = sup
ρ(v;N)≤1

|
∫ 2π

0

(σn(f ;x)− f(x))v(x)dx| ≤

C|
∫ 2π

0

|σn(f ;x)− f(x)|dx| ≤ C‖σn(f ;x)− f(x)‖L1 ,

由文献[15]的引理2知, ‖σn(f ;x)− f(x)‖L1 = O(n−α). 故‖σn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−α).

§3 主要定理
定定定理理理3.1 设f ∈ Lipα, 若0 < α < 1且

n−1∑
k=−1

|∆kan,k| = O(n−1), 其中an,−1 = 0, 则

‖Tn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−α).

证证证 根据Abel变换, 且σn(f ;x) = 1
n+1

n∑
k=0

Sk(f ;x), 则

Tn(f ;x)− f(x) =
n∑

k=0

an,n−k(Sk(f ;x)− f(x)) =

n−1∑

k=0

(an,n−k − an,n−k−1)
k∑

i=0

(Si(f ;x)− f(x)) + an,0

n∑

k=0

(Sk(f ;x)− f(x)) =
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n−1∑

k=0

(an,n−k − an,n−k−1)(k + 1)(σk(f ;x)− f(x)) + an,0(n + 1)(σn(f ;x)− f(x)).

再根据引理2.2, 由‖σn(f)− f‖M = O(n−α), 知‖σn(f)− f‖M = O((n + 1)−α), 故
‖Tn(f ;x)− f(x)‖M ≤
n−1∑

k=0

|an,n−k − an,n−k−1|(k + 1)‖σk(f ;x)− f(x)‖M + an,0(n + 1)‖σn(f ;x)− f(x)‖M ≤

C
n−1∑

k=0

|an,n−k − an,n−k−1|(k + 1)1−α + Can,0(n + 1)1−α ≤

C(n + 1)1−α(
n−1∑

k=0

|an,n−k − an,n−k−1|+ an,0).

由假设条件
n−1∑

k=−1

|∆kan,k| = O(n−1), 其中an,−1 = 0, 有

|an,−1 − an,0|+ |an,0 − an,1|+ · · ·+ |an,n−1 − an,n| = O(n−1).
故

n−1∑

k=0

|an,n−k − an,n−k−1|+ an,0 =

|an,n − an,n−1|+ |an,n−1 − an,n−2|+ · · ·+ |an,1 − an,0|+ |an,0 − an,−1| = O(n−1).
所以‖Tn(f ;x)− f(x)‖M ≤ C(n + 1)1−αn−1 ≤ Cn−α = O(n−α), 从而定理3.1得证.

定定定理理理3.2 设f ∈ Lip1, β > 0, 若(k + 1)−βan,n−k ∈ HBVS且(n + 1)an,0 = O(1), 则
‖Tn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−1).

证证证 令tn和tm是引理2.1中的n阶和m阶三角多项式, 对m ≤ n, 由文献[15]中定理5的证明过
程知Sm(tn;x) = tm, Sm(f ;x)− tm = Sm(f − tn;x). 因此

Tn(f ;x)−
n∑

k=0

an,n−ktk(x) =
n∑

k=0

an,n−kSk(f − tn;x),

其中

Sk(f − tn;x) =
1
π

∫ 2π

0

{f(x + u)− tn(x + u)} sin(k + 1
2 )u

2 sin u
2

du.

再根据Orlicz空间内的Hölder不等式, 有

‖Tn(f ;x)−
n∑

k=0

an,n−ktk‖M =

‖
n∑

k=0

an,n−k
1
π

∫ 2π

0

{f(x + u)− tn(x + u)} sin(k + 1
2 )u

2 sin u
2

du‖M =

sup
ρ(v;N)≤1

|
∫ 2π

0

n∑

k=0

an,n−k
1
π

∫ 2π

0

{f(x + u)− tn(x + u)} sin(k + 1
2 )u

2 sin u
2

duv(x)dx|. (1)

设Kn(u) =
n∑

k=0

an,n−k
sin(k+ 1

2 )u

2 sin u
2

, 则(1)可放大为

C|
∫ 2π

0

∫ 2π

0

{f(x + u)− tn(x + u)}Kn(u)dudx| ≤
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C

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(x + u)− tn(x + u)|dx |Kn(u)|du =

C

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(x)− tn(x)|dx |Kn(u)|du ≤ C

∫ 2π

0

|Kn(u)|du‖f − tn‖M‖1‖N . (2)

其中‖1‖N = sup
ρ(u;M)≤1

| ∫ 2π

0
u(x)du| ≤ C, 从而(2)小于等于

2C‖f − tn‖M (
∫ π

n

0

|Kn(u)|du +
∫ π

π
n

|Kn(u)|du) ≤ C‖f − tn‖M (I1 + I2).

对于I1而言∫ π
n

0

|
n∑

k=0

an,n−k

sin(k + 1
2 )u

2 sin u
2

|du ≤
∫ π

n

0

|
n∑

k=0

an,n−k
(k + 1)u
2 · 2

π · u
2

|du =

π

2

∫ π
n

0

n∑

k=0

(k + 1)an,n−kdu =
π

2

∫ π
n

0

an,n + 2an,n−1 + 3an,n−2 + · · ·+ (n + 1)an,0du ≤

π

2

∫ π
n

0

(n + 1)
n∑

k=0

an,n−kdu = (n + 1) · 1 · π

n
· π

2
= O(1).

再对I2而言, 根据已知条件, 若(k + 1)−βan,n−k ∈ HBVS, 则(k + 1)−βan,n−k ∈ AMIS. 因此

当0 ≤ l ≤ m ≤ n有C(m + 1)−βan,n−m ≥ (l + 1)−βan,n−l, 从而

Can,n−m ≥ an,n−l(
m + 1
l + 1

)β ≥ an,n−l,

所以(an,n−k) ∈ AMIS. 根据条件(n + 1)an,0 = O(1), 结合(an,n−k) ∈ AMIS和文献[15]的(4.8)有

I2 =
∫ π

π
n

|Kn(u)|du ≤ an,0

∫ π

π
n

u−2du = O(1).

从而‖Tn(f ;x)−
n∑

k=0

an,n−ktk‖M ≤ C‖f − tn‖M .

由引理2.1中α = 1的情形, 有

‖Tn(f ;x)− f(x)‖M ≤ ‖Tn(f ;x)−
n∑

k=0

an,n−ktk‖M + ‖
n∑

k=0

an,n−ktk − f(x)‖M ≤

C‖f − tn‖M + ‖
n∑

k=0

an,n−k(tk − f)‖M ≤ C
1
n

+
n∑

k=0

an,n−k‖tk − f‖M ≤ C(
1
n

+
n∑

k=0

an,n−k
1

k + 1
).

因为(k + 1)−βan,n−k ∈ HBVS, 则
n−1∑

k=0

| an,n−k

(k + 1)β
− an,n−k−1

(k + 2)β
| ≤ C

an,n

(n + 1)β
.

根据Abel变换, (k + 1)−βan,n−k ∈ HBVS, (an,n−k) ∈ AMIS, (n + 1)an,0 = O(1), 有
‖Tn(f ;x)− f(x)‖M

≤C(
1
n

+
n−1∑

k=0

| an,n−k

(k + 1)β
− an,n−k−1

(k + 2)β
|

k∑

i=0

(i + 1)β−1 +
an,0

(n + 1)β

n∑

k=0

(k + 1)β−1)

≤C(
1
n

+ (n + 1)β
n−1∑

k=0

| an,n−k

(k + 1)β
− an,n−k−1

(k + 2)β
|+ an,0

(n + 1)β
(n + 1)β)

≤C(
1
n

+ Can,n + an,0) ≤ C(
1
n

+
C

n + 1
) = O(n−1).

定理3.2得证.
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定定定理理理3.3 设f ∈ Lipα, 0 < α < 1, 若
n−1∑
k=0

|∆kan,k| = O(n−1)且(n + 1)an,n = O(1); 或者

若(an,k) ∈ RBVS且(n + 1)an,0 = O(1), 则
‖τn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−α).

证证证 类似定理3.1的证明, 根据Abel变换并结合引理2.2, 有

‖τn(f ;x)− f(x)‖M ≤ C(n + 1)1−a(
n−1∑

k=0

|an,k − an,k+1|+ an,n).

1) 根据假设
n−1∑
k=0

|∆kan,k| = O(n−1), (n + 1)an,n = O(1), 得‖τn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−α).

2) 若(an,k) ∈ RBVS, 则(an,k) ∈ AMDS. 因此

‖τn(f ;x)− f(x)‖M ≤ C(n + 1)1−α(an,0 + an,n) ≤ C(n + 1)1−αan,0.

根据已知条件(n + 1)an,0 = O(1), 故有‖τn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−α).

定定定理理理3.4 设f ∈ Lip1, β > 0, 若(k + 1)−βan,k ∈ HBVS且(n + 1)an,n = O(1), 则
‖τn(f ;x)− f(x)‖M = O(n−1).

证证证 仿照定理3.2的证明, 结合Abel变换以及引理2.1, 有

‖τn(f ;x)− f(x)‖M ≤ C(
1
n

+ (n + 1)β
n−1∑

k=0

| an,k

(k + 1)β
− an,k+1

(k + 2)β
|+ an,n).

因为(k + 1)−βan,k ∈ HBVS, (n + 1)an,n = O(1). 从而定理3.4得证.
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Cesàro submethod[J]. Nonlinear Studies, 2017, 24: 113-125.



186 高 校 应 用 数 学 学 报 第41卷第2期

[11] Guven A. Approximation by Nörlund means of hexagonal Fourier series[J]. Analysis in The-

ory and Applications, 2017, 33: 384-400.

[12] 陈琳. Orlicz空间内若干逼近问题的研究[D]. 呼和浩特: 内蒙古师范大学, 2025.

[13] 姜胜楠, 吴嘎日迪. Orlicz空间中带指数权的多项式逼近[J]. 高校应用数学学报, 2024, 39(2):

218-230.
[14] Mishra V N, Mishra L N. Trigonometric approximation of signals (functions) in Lp(p ≥ 1)-

norm[J]. International Journal of Contemporary Mathematical Sciences, 2012, 7(19): 909-

918.
[15] Szal B. Trigonometric approximation by Nörlund type means in Lp-norm[J]. Commenta-

tiones Mathematicae Universitatis Carolinae, 2009, 50(4): 575-589.

Trigonometric approximation problems in Orlicz spaces
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Abstract: This article used Abel transform, Hölder inequality, and related techniques of Fourier

analysis to study the problems of using trigonometric polynomials to approximate functions that sat-

isfied the Lipschitz condition in Orlicz spaces. By imposing distinct conditions on the sequences (an,k)

and (an,n−k), the corresponding trigonometric polynomials are obtained and the degree of approxima-

tion under different trigonometric polynomial approximations is established.
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