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Hilbert空间中近似对偶(对偶)连续广义框架的
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摘 要: 此文应用算子性质讨论连续广义框架的近似对偶框架及对偶框架. 首先, 介
绍近似对偶连续广义框架的定义, 对于给定连续广义框架, 获得其近似对偶框架的新
刻画. 其次, 得到近似对偶连续广义框架的扰动结果. 最后, 利用连续广义框架的预框
架算子刻画对偶连续广义框架.
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§1 引 言

Hilbert空间中的框架概念最初是Duffin和Schaeffer[1]研究非调和Fourier级数时提出的. 序
列{fi}i∈N ⊂ H称为H的框架, 如果存在常数0 < A1 ≤ B1 < ∞, 使得

A1‖f‖2 ≤
∑

i∈N

|〈f, fi〉|2 ≤ B1‖f‖2, ∀f ∈ H (1)

成立. 但当时并没有引起重视, 直到1986年Daubechies, Grossmann和Meyer[2]的突破性的研究
引起学者对框架的极大的关注和兴趣. 框架是标准正交基的推广, 能以稳定的方式表示空间中
的任意元素, 但具有冗余性, 这样使得框架理论在众多领域被广泛应用, 如图像处理[3]、神经网

络[4]、量化测度[5]等, 有关框架的研究成果已经十分丰富[6-11].

随着对框架研究的不断深入, 出现许多推广形式. 1993年Ali, Antoine和Gazeau[12]推广到

带有Radon测度的局部紧空间, 并由此引入连续框架的概念. 序列{ψω}ω∈Ω ⊂ H称为H关于测
度(Ω , µ)的连续框架, 如果满足下面两个条件.

(i) {ψω}ω∈Ω是弱可测的, 即对任意f ∈ H, ω → 〈f, ψ(ω)〉是Ω上的可测函数;
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(ii) 存在常数0 < A2 ≤ B2 < ∞, 使得

A2‖f‖2 ≤
∫

Ω

|〈f, ψ(ω)〉|2dµ(ω) ≤ B2‖f‖2, ∀f ∈ H, (2)

这里H是一个Hilbert空间, Ω是一个带有正测度µ的测度空间. 2006年孙文昌[13]将所有推广框架

做了统一处理, 提出广义框架的概念. 算子列{Λj ∈ L(U ,Vj)}j∈J称为U关于{Vj}j∈J的广义框

架, 如果存在常数0 < A3 ≤ B3 < ∞, 使得
A3‖f‖2 ≤

∑

j∈J

‖Λjf‖2 ≤ B3‖f‖2, ∀f ∈ H, (3)

这里U ,Vj是Hilbert空间, L(U ,Vj)为U到Vj的所有有界线性算子的集合.
本文将进一步研究一种更广一般的框架-连续广义框架, 它是一种比连续框架和广义框架都

更一般的一种框架, 是Abdollahpour和Faroughi[14]在2008年首先提出的. §2回顾连续广义框架
的一些基本概念、记号与性质. §3给出其近似对偶连续广义框架概念, 讨论近似对偶连续广义框
架的性质, 对于给定框架, 获得其近似对偶框架的新刻画. 得到近似对偶连续广义框架的扰动结
果. §4利用连续广义框架的预框架算子刻画对偶连续广义框架, 讨论连续广义框架在算子作用下
的保持作用. 通过对上述问题的研究, 可以更好理解框架作为一种冗余表示系统的内在稳健机
制, 为框架理论的应用提供了更为严格的理论保障, 通过发展刻画技巧和稳定分析方法, 也可为
其他数学领域的研究提供思路.

§2 预备知识
本部分主要说明本文所用到的一些记号、定义和基本性质(详见文献[6, 8, 14-15]).
本文中H, V表示复Hilbert空间, (Ω , µ)表示赋予正测度µ的测度空间, {Vω}ω∈Ω表示V的

一列闭子空间, L(H, Vω)表示由H到Vω的所有有界线性算子的集合, 特别地, 如果∀ω ∈ Ω ,
有Vω = H, 则记L(H, Vω)为L(H), IH表示H的恒等算子.

定定定义义义2.1[14] 序列{Λω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω称为H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架, 如果满足下
面两个条件.

(i) 对任意固定的f ∈ H, ω → Λωf是强可测的;
(ii) 存在常数0 < A ≤ B < ∞, 使得

A‖f‖2 ≤
∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω) ≤ B‖f‖2,∀f ∈ H, (4)

A和B分别称为连续广义框架的下界和上界.
如果(4)仅对右半不等式成立, 则称{Λω}ω∈Ω为H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列; 如果A =
B, 则称{Λω}ω∈Ω为H关于{Vω}ω∈Ω的紧连续广义框架; 如果A = B = 1, 则称{Λω}ω∈Ω为H关
于{Vω}ω∈Ω的Parseval连续广义框架.

线性空间(Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2定义为

(Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 =
{

F = {fω}ω∈Ω : fω ∈ Vω,

∫

Ω

‖fω‖2dµ(ω) < ∞
}

,

在其上定义内积

〈F, G〉 = 〈{fω}ω∈Ω , {gω}ω∈Ω 〉 =
∫

Ω

〈fω, gω〉dµ(ω),

则(Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2是复Hilbert空间.
对于连续广义Bessel序列{Λω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω , 称有界算子

TΛ : (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 → H, TΛ({fω}ω∈Ω ) =
∫

Ω

Λ∗ωfωdµ(ω)
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为{Λω}ω∈Ω的合成算子. 易证TΛ是线性有界算子, 它的共轭算子
T ∗Λ : H → (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 , T ∗Λf = {Λωf}ω∈Ω

称为{Λω}ω∈Ω的分析算子. 对于连续广义框架{Λω}ω∈Ω称有界算子

SΛ : H → H, SΛf =
∫

Ω

Λ∗ωΛωfdµ(ω)

为框架算子, SΛ是一个线性有界、自伴、正的可逆算子
[6].

定定定义义义2.2[15] 序列{Λω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω称为H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义标准正交基, 如果
满足下面三个条件.

(i) 对任意固定的f ∈ H, ω → Λωf是强可测的;

(ii) 对所有ν ∈ Ω , {fω}ω∈Ω ∈ (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 ,∫

Ω

〈Λ∗ωfω,Λ∗νgν〉dµ(ω) = 〈fν , gν〉, {Λω}ω∈Ω ∈ Vν ;

(iii) 对所有f ∈ H,
∫
Ω
‖Λωf‖2dµ(ω) = ‖f‖2.

定定定义义义2.3[14] 设{Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架, 如果存在H关于{Vω}ω∈Ω的连

续广义框架{Γω}ω∈Ω , 使得对任意f ∈ H, 有

f =
∫

Ω

Γ ∗ωΛωfdµ(ω) =
∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω),

则称{Γω}ω∈Ω为{Λω}ω∈Ω的对偶连续广义框架.

易知{Λω}ω∈Ω也为{Γω}ω∈Ω的对偶连续广义框架. 它们相互对偶. {Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω称

为对偶连续广义框架对. 如果{Λω}ω∈Ω的框架下、上界分别为A和B, 框架算子为SΛ, 并
令Λ̃ω = ΛωS−1

Λ , 则{Λ̃ω}ω∈Ω也是H关于(Ω , µ)的连续广义框架, 其下、上界分别为 1
B、

1
A , 框架

算子为S−1
Λ . {Λ̃ω}ω∈Ω称为{Λω}ω∈Ω的典则对偶连续广义框架.

引引引理理理2.1[6] 设T : H −→ V是一个有界满射算子, 存在一个有界算子T † : V −→ H使得
TT † : H −→ H, TT †f = f,∀f ∈ H.

则称T †为T的伪逆算子.

引引引理理理2.2[6] 设X为一Banach空间, Q ∈ L(X). 若‖Q‖ < 1, 则IX −Q在X上可逆, 且‖(IX −
Q)−1‖ ≤ 1

1−‖Q‖ , 其中IX为X 上的恒等算子.

§3 近似对偶连续广义框架
众所周知, 一个给定的框架, 至少存在一个对偶框架, 令人遗憾的是, 一个给定框架的对偶

框架难以得到, 即使是对每个框架都存在的典范对偶框架也是如此, 因为在无限维空间求S−1是

非常困难的问题, 为此学者提出近似对偶框架[16]的概念, 随后出现许多优秀成果[17-20]. 受此启
发, 本节研究近似对偶连续广义框架. 首先给出近似对偶连续广义框架的概念.

定定定义义义3.1 设{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω均是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列, 如果满足
‖IH − TΓT ∗Λ‖ < 1或‖IH − TΛT ∗Γ‖ < 1,

则称{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω为近似对偶连续广义框架.

注 1. 定义中的两个不等式等价. 事实上
‖IH − TΓT ∗Λ‖ = ‖(IH − TΓT ∗Λ)∗‖ = ‖IH − TΛT ∗Γ‖.

且TΓT ∗Λ, TΛT ∗Γ均是可逆算子.

2. 易知一个连续广义框架的对偶框架均是其近似对偶连续广义框架.
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定定定理理理3.1 如果{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架. 则{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω均

是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架.
证证证 {Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架, 由定义3.1知‖IH − TΓT ∗Λ‖ < 1. 再由

引理2.2知, TΓT ∗Λ是一个可逆算子并且满足

‖(TΓT ∗Λ)−1‖ ≤ 1
1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖

.

记BΛ和BΓ分别为{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω的上界, 对任意f ∈ H有
‖f‖ ≤ ‖(TΓT ∗Λ)−1‖‖TΓT ∗Λf‖ ≤ 1

1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖
sup
‖g‖=1

|〈TΓT ∗Λf, g〉| ≤

1
1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖

sup
‖g‖=1

∫

Ω

〈Γ ∗ωΛωf, g〉dµ(ω) =
1

1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖
sup
‖g‖=1

∫

Ω

〈Λωf,Γωg〉dµ(ω) ≤

1
1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖

sup
‖g‖=1

( ∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω)
) 1

2
( ∫

Ω

‖Γωg‖2dµ(ω)
) 1

2 ≤

1
1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖

sup
‖g‖=1

( ∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω)
) 1

2 √
BΓ‖g‖ =

√
BΓ

1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖
( ∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω)
) 1

2
.

因此{Λω}ω∈Ω是下界为B−1
Γ (1 − ‖IH − TΓT ∗Λ‖)2的连续广义框架. 类似可证, {Γω}ω∈Ω是下界

为B−1
Λ (1− ‖IH − TΓT ∗Λ‖)2的连续广义框架.
一般情况下, 两个连续广义框架的和不一定是连续广义框架, 但下述定理显示两个近似对

偶连续广义框架的和仍然是连续广义框架.
定定定理理理3.2 如果{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架. 则{Λω + Γω}ω∈Ω是H关

于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架.
证证证 设AΛ, AΓ分别为{Λω}ω∈Ω , {Γω}ω∈Ω 的框架下界,易知{Λω+Γω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω

的连续广义Bessel序列. 只需要证明{Λω +Γω}ω∈Ω有下框架界即可.注意到{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω

是近似对偶连续广义框架. 则‖IH − TΓT ∗Λ‖ < 1或‖IH − TΛT ∗Γ‖ < 1. 因此
‖2IH − (TΓT ∗Λ + TΛT ∗Γ )‖ ≤ ‖IH − TΓT ∗Λ‖+ ‖IH − TΛT ∗Γ‖ < 2.

又因为TΓT ∗Λ + TΛT ∗Γ是自伴算子, 由文[17]的引理3.2知TΓT ∗Λ + TΛT ∗Γ是正算子. 对任意f ∈ H有∫

Ω

‖(Λω + Γω)f‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω) +
∫

Ω

〈Λ∗ωΓωf, f〉dµ(ω) +
∫

Ω

〈Γ ∗ωΛωf, f〉dµ(ω) +
∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω) +
〈
(TΓT ∗Λ + TΛT ∗Γ )f, f

〉
+

∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) ≥
∫

Ω

‖Λωf‖2dµ(ω) +
∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) ≥ (AΛ + AΓ )‖f‖2,
即{Λω + Γω}ω∈Ω有下框架界.

对于一个给定的连续广义框架, 下述定理给出其近似对偶连续广义框架的特征刻画.
定定定理理理3.3 设{Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分别为AΛ和BΛ. 则

{Λω}ω∈Ω和连续广义Bessel序列{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架当且仅当

Γω = ΛωS
− 1

2
Λ D + ∆ω, ω ∈ Ω ,
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其中D ∈ L(H)且满足‖IH − S
1
2
ΛD‖ < 1, {∆ω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列, 且

满足TΛT ∗∆ = 0.
证证证 (充分性) 令Γω = ΛωS

− 1
2

Λ D + ∆ω, ω ∈ Ω , 对任意f ∈ H有∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω) +

∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω) ≤ (
BΛ

AΛ
‖D‖2 + B∆)‖f‖2,

其中B∆是{∆ω}ω∈Ω的上界. 故{Γω}ω∈Ω是界为BΓ = BΛ

AΛ
‖D‖2 + B∆的连续广义Bessel序列. 事

实上, 注意到TΛT ∗∆ = 0, 由此可得∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖(ΛωS
− 1

2
Λ D + ∆ω)f‖2dµ(ω) =

∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω) +

∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω)+
∫

Ω

〈∆∗
ωΛωS

− 1
2

Λ Df, f〉dµ(ω) +
∫

Ω

〈Λ∗ω∆ωf, S
− 1

2
Λ Df〉dµ(ω) =

∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω) +

∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω) + 〈T∆T ∗ΛS
− 1

2
Λ Df, f〉+ 〈TΛT ∗∆f, S

− 1
2

Λ Df〉 =
∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω) +

∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω) + 〈S−
1
2

Λ Df, TΛT ∗∆f〉+ 〈TΛT ∗∆f, S
− 1

2
Λ Df〉 =

∫

Ω

‖ΛωD∗S−
1
2

Λ f‖2dµ(ω) +
∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω).

因此对任意f ∈ H和ω ∈ Ω有
T ∗Γ (f)(ω) = Γωf = (ΛωS

− 1
2

Λ D + ∆ω)f = ΛωS
− 1

2
Λ Df + ∆ωf = T ∗Λ(S−

1
2

Λ Df)(ω) + T ∗∆(f)(ω).
可以得到

TΛT ∗Γ (f) = TΛ

(
T ∗Λ(S−

1
2

Λ Df) + T ∗∆(f)
)

= TΛT ∗Λ(S−
1
2

Λ Df) + TΛT ∗∆(f) = S
1
2
ΛD(f),

也即是TΛT ∗Γ = S
1
2
ΛD. 由定义3.1可知, {Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架.

(必要性) 设{Λω}ω∈Ω和连续广义Bessel序列{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架. 依据定
义3.1可知‖IH − TΛT ∗Γ‖ < 1或‖IH − TΓT ∗Λ‖ < 1. 令TΛT ∗Γ = S

1
2
ΛD, 则有‖IH − S

1
2
ΛD‖ < 1且D ∈

L(H). 设BΓ是{Γω}ω∈Ω的上界. 令∆ω = Γω − ΛωS
− 1

2
Λ D, ω ∈ Ω , 对任意f ∈ H有∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖(Γω − ΛωS
− 1

2
Λ D)f‖2dµ(ω) =

∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) +
∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω)− 〈S−

1
2

Λ Df, TΛT ∗Γf〉 − 〈TΛT ∗Γf, S
− 1

2
Λ Df〉 =

∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) +
∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω)− 〈S−

1
2

Λ Df, S
1
2
ΛDf〉 − 〈S

1
2
ΛDf, S

− 1
2

Λ Df〉 =
∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) +
∫

Ω

‖ΛωS
− 1

2
Λ Df‖2dµ(ω)− 2‖Df‖2 ≤

(
BΓ +

BΛ‖D‖2
AΛ

)
‖f‖2.

故{∆ω}ω∈Ω是连续广义Bessel序列. 对任意f ∈ H和ω ∈ Ω , 有
(T ∗Γ − T ∗ΛS

− 1
2

Λ D)(f)(ω) = Γωf − ΛωS
− 1

2
Λ Df = ∆ωf = T ∗∆(f)(ω),

可以得到TΛT ∗∆ = TΛ(T ∗Γ − T ∗ΛS
− 1

2
Λ D) = TΛT ∗Γ − S

1
2
ΛD = 0.

定定定理理理3.4 设{Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分别为AΛ和BΛ. 则
{Λω}ω∈Ω和连续广义Bessel序列{Γω}ω∈Ω是近似对偶连续广义框架当且仅当

Γω = ΛωS
− 1

2
Λ D − Λω + SΛ∆ω, ω ∈ Ω ,

其中D ∈ L(H)且满足‖IH − S
1
2
ΛD‖ < 1, {∆ω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列满
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足TΛT ∗∆ = IH.
证证证 定理3.4的证明过程类似于定理3.3, 证略.
为讨论近似对偶框架的稳定性, 下面给出两个引理.
引引引理理理3.1[14] {Λω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列当且仅当算

子TΛ : (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 → H, TΛ({fω}ω∈Ω ) =
∫

Ω

Λ∗ωfωdµ(ω)有界, 即‖TΛ‖ ≤
√

BΛ(Bessel界).

引引引理理理3.2[21] 设{Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分别为AΛ和BΛ. 序
列{Γω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω . 如果存在常数λ1, λ2 ∈ (−1, 1), γ ≥ 0,max{λ1 + γ√

AΛ
, λ2} < 1及g =

{gω}ω∈Ω ∈ (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2满足∥∥∥
∫

Ω

(Λ∗ω − Γ ∗ω)gωdµ(ω)
∥∥∥ ≤ λ1

∥∥∥
∫

Ω

Λ∗ωgωdµ(ω)
∥∥∥ + λ2

∥∥∥
∫

Ω

Γ ∗ωgωdµ(ω)
∥∥∥ + γ‖g‖2,

其中Λ∗ω是Λω的共轭算子,则{Γω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分

别为
[√AΛ(1− λ1)− γ

1 + λ2

]2

和
[√BΛ(1 + λ1) + γ

1− λ2

]2

.

定定定理理理3.5 {Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分别为AΛ, BΛ, 且{Γω}ω∈Ω

是{Λω}ω∈Ω的近似对偶框架. 若序列{Θω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω满足{Λω−Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω

界为BΛ−Θ的连续广义Bessel序列, 界BΛ−Θ满足BΛ−Θ <
(
1 − ‖IH − TΛT ∗Γ‖

)2
和BΛ−Θ <

AΛ. 则存在{Θω}ω∈Ω的近似对偶框架{Ψω}ω∈Ω满足TΛT ∗Γ = TΘT ∗Ψ及{Γω − Ψω}ω∈Ω也是H关
于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列且界为BΛ−Θ的倍数.

证证证 注意到{Λω − Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω界为BΛ−Θ的连续广义Bessel序列, 根据引
理3.1, 对任意g = {gω}ω∈Ω ∈ (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2 , 有∥∥∥

∫

Ω

(Λ∗ω − Γ ∗ω)gωdµ(ω)
∥∥∥ ≤

√
BΛ−Θ‖g‖L2 .

又由BΛ−Θ < AΛ, 故
√

BΛ−Θ√
AΛ

< 1. 在引理3.2中, 令λ1 = λ2 = 0, 可知序列{Θω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω

是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架且框架界分别为

AΘ := (
√

AΛ −
√

BΛ−Θ)2和BΘ := (
√

BΛ +
√

BΛ−Θ)2.
记S

1
2
ΛD = TΛT ∗Γ , D ∈ L(H), 由定理3.3知, 存在{∆ω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序

列, 且满足TΛT ∗∆ = 0, 使得
Γω = ΛωS

− 1
2

Λ D + ∆ω = Λ̃ωS
1
2
ΛD + ∆ω, ω ∈ Ω .

令序列{Φω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω满足Φω = Θ̃ωS
1
2
ΛD + α∆ω, ω ∈ Ω , 其中α是满足α‖T ∗∆‖ ≤ 1的正实

数. 对任意f ∈ H有∫

Ω

‖Φωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖(Θ̃ωS
1
2
ΛD + α∆ω)f‖2dµ(ω) ≤

∫

Ω

‖Θ̃ωS
1
2
ΛDf‖2dµ(ω)+

α2

∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω) + 2α

(∫

Ω

‖Θ̃ωS
1
2
ΛDf‖2dµ(ω)

) 1
2

(∫

Ω

‖∆ωf‖2dµ(ω)
) 1

2

≤
(

BΛ

AΘ
‖D‖2 + α2B∆ + 2α

√
BΛB∆

AΘ
‖D‖

)
‖f‖2,

其中B∆是{∆ω}ω∈Ω的上界. 故{Φω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω界为BΛΘ的连续广义Bessel序列. 更
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进一步, 对任意f ∈ H有
TΘT ∗Φ(S

1
2
ΛD)−1f =

∫

Ω

Θ∗
ωΦω(S

1
2
ΛD)−1fdµ(ω) =

∫

Ω

Θ∗
ω(Θ̃ωS

1
2
ΛD + α∆ω)(S

1
2
ΛD)−1fdµ(ω) =

∫

Ω

Θ∗
ωΘ̃ωfdµ(ω) + α

∫

Ω

Θ∗
ω∆ω(S

1
2
ΛD)−1fdµ(ω) = f + αTΘT ∗∆(S

1
2
ΛD)−1f.

再次利用引理3.1及引理2.2可知‖TΛ − TΘ‖ ≤
√

BΛ−Θ ,
∥∥∥(S

1
2
ΛD)−1

∥∥∥ ≤ 1

1−
∥∥∥IH − S

1
2
ΛD

∥∥∥
. 故有

∥∥∥f − TΘT ∗Φ(S
1
2
ΛD)−1f

∥∥∥ =
∥∥∥αTΘT ∗∆(S

1
2
ΛD)−1f

∥∥∥ =
∥∥∥αTΘT ∗∆(S

1
2
ΛD)−1f − αTΛT ∗∆(S

1
2
ΛD)−1f

∥∥∥ ≤

‖TΛ − TΘ‖α ‖T ∗∆‖
∥∥∥(S

1
2
ΛD)−1

∥∥∥ ‖f‖ ≤
√

BΛ−Θ‖(S
1
2
ΛD)−1‖‖f‖ ≤

√
BΛ−Θ

1− ‖IH − S
1
2
ΛD‖

‖f‖.

又因为BΛ−Θ <
(
1− ‖IH − TΛT ∗Γ‖

)2, 则
∥∥∥IH − TΘT ∗Φ(S

1
2
ΛD)−1

∥∥∥ ≤
√

BΛ−Θ

1− ‖IH − S
1
2
ΛD‖

=

√
BΛ−Θ

1− ‖IH − TΛT ∗Γ‖
< 1.

记C = (S
1
2
ΛD)−1TΘT ∗Φ , 则C是可逆算子, 因此算子TΘT ∗Φ也是可逆的. 对任意f ∈ H有

f = (TΘT ∗Φ)(TΘT ∗Φ)−1f =
∫

Ω

Θ∗
ωΦω(TΘT ∗Φ)−1fdµ(ω) =

∫

Ω

Θ∗
ωΦωC−1(S

1
2
ΛD)−1fdµ(ω).

令Ψω = ΦωC−1, ω ∈ Ω , 易知{Ψω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列且

S
1
2
ΛDf =

∫

Ω

Θ∗
ωΨωfdµ(ω).

即TΘT ∗Ψ = S
1
2
ΛD = TΛT ∗Γ . 故{Ψω}ω∈Ω是{Θω}ω∈Ω的近似对偶框架. 为完成定理的证明, 下面说

明{Γω −Ψω}ω∈Ω也是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列. 为此计算
‖TΓ − TΨ‖ = ‖TΓ − TΨ − TΓC−1 + TΓC−1‖ =

‖TΓ − TΦC−1 − TΓC−1 + TΓC−1‖ ≤ ‖TΓ‖‖IH − C−1‖+ ‖TΓ − TΦ‖‖C−1‖.
一方面注意到

‖IH − C‖ = ‖IH − (S
1
2
ΛD)−1TΘT ∗Φ‖ ≤ ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖S

1
2
ΛD − TΘT ∗Φ‖ =

‖(S
1
2
ΛD)−1‖‖TΛT ∗Γ − TΘT ∗Φ‖ = ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖(TΛ − TΘ)T ∗∆‖ ≤

√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖.

再由引理2.2可得
‖C−1‖ ≤ 1

1− ‖IH − C‖ ≤
1

1−√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

,

‖IH − C−1‖ ≤ ‖C−1‖‖IH − C‖ ≤
√

BΛ−Θ‖(S
1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

1−√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

.

另一方面

‖SΛ − SΘ‖ = ‖TΛT ∗Λ − TΛT ∗Θ + TΛT ∗Θ − TΘT ∗Θ‖ ≤ ‖TΛ − TΘ‖(‖TΛ‖+ ‖TΘ‖) ≤√
BΛ−Θ(

√
BΛ +

√
BΘ).

又注意到Γω = Λ̃ωS
1
2
ΛD+∆ω及Φω = Θ̃ωS

1
2
ΛD+α∆ω,故∀f ∈ H, g = {gω}ω∈Ω ∈ (Ω , ⊕ω∈ΩVω)L2

有

〈(TΓ − TΦ)g, f〉 =
∫

Ω

〈gω,Γωf〉dµ(ω)−
∫

Ω

〈gω,Φωf〉dµ(ω) =
∫

Ω

〈gω, (Λ̃ωS
1
2
ΛD + ∆ω)f〉dµ(ω)−

∫

Ω

〈gω, (Θ̃ωS
1
2
ΛD + α∆ω)f〉dµ(ω) =
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∫

Ω

〈gω, (ΛωS−1
Λ −ΘωS−1

Θ )S
1
2
ΛDf〉dµ(ω)−

∫

Ω

〈gω, (1− α)∆ωf〉dµ(ω) =
〈
TΛg, S−1

Λ S
1
2
ΛDf

〉
−

〈
TΘg, S−1

Θ S
1
2
ΛDf

〉
+ (1− α)〈T∆g, f〉 =

〈
TΛg, (S−1

Λ − S−1
Θ )S

1
2
ΛDf

〉
−

〈
(TΛ − TΘ)g, S−1

Θ S
1
2
ΛDf

〉
+ (1− α)〈T∆g, f〉,

可以得到

‖TΓg − TΦg‖ ≤ ‖TΛg‖‖S−1
Λ − S−1

Θ ‖‖S
1
2
ΛD‖+ ‖(TΛ − TΘ)g‖‖S−1

Θ ‖‖S
1
2
ΛD‖+ (1 + α)‖T∆g‖ ≤

‖TΛ‖‖g‖2‖S−1
Λ ‖‖SΛ − SΘ‖‖S−1

Θ ‖‖S
1
2
ΛD‖+

1
AΘ

√
BΛ−Θ‖g‖2‖S

1
2
ΛD‖+ (1 + α)

√
B∆‖g‖2 ≤

1
AΛ

1
AΘ

√
BΛ

√
BΛ−Θ(

√
BΛ +

√
BΘ)‖g‖2‖S

1
2
ΛD‖+

1
AΘ

√
BΛ−Θ‖g‖2‖S

1
2
ΛD‖+ (1 + α)

√
B∆‖g‖2 =

√
BΛ−Θ

(
AΛ + BΛ +

√
BΛBΘ

AΛAΘ
‖S

1
2
ΛD‖+

(1 + α)
√

B∆√
BΛ−Θ

)
‖g‖2.

综上可知

‖TΓ − TΨ‖ ≤
√

BΛ−Θ‖(S
1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

1−√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

‖TΓ‖+
‖TΓ − TΦ‖

1−√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖‖T ∗∆‖

≤

√
BΛ−Θ‖(S

1
2
ΛD)−1‖√B∆BΓ

1−√
BΛ−Θ

√
B∆‖(S

1
2
ΛD)−1‖

+

√
BΛ−Θ

1−√
BΛ−Θ

√
B∆‖(S

1
2
ΛD)−1‖

×
(

AΛ + BΛ +
√

BΛBΘ

AΛAΘ
‖S

1
2
ΛD‖+

(1 + α)
√

B∆√
BΛ−Θ

)
.

即

‖TΓ − TΨ‖ ≤
√

BΛ−Θ

1−√
BΛ−Θ

√
B∆‖(S

1
2
ΛD)−1‖

×
(√

B∆BΓ‖S
1
2
ΛD‖+

AΛ + BΛ +
√

BΛBΘ

AΛAΘ
‖S

1
2
ΛD‖+

(1 + α)
√

B∆√
BΛ−Θ

)
.

由引理3.1知{Γω −Ψω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列且界为

BΛ−Θ

(
1

1−√
BΛ−Θ

√
B∆‖(S

1
2
ΛD)−1‖

)2

×
(√

B∆BΓ‖S
1
2
ΛD‖+

AΛ + BΛ +
√

BΛBΘ

AΛAΘ
‖S

1
2
ΛD‖+

(1 + α)
√

B∆√
BΛ−Θ

)2

.

§4 对偶连续广义框架
本节利用连续广义框架预框架算子刻画对偶连续广义框架, 讨论对偶连续广义框架在算子

的作用下具有保持作用. 首先给出一个引理.
引引引理理理4.1[15] 设{Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义标准正交基, {Λω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω

满足对任意f ∈ H, {Λωf}ω∈Ω是强可测的. 则{Λω}ω∈Ω为H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列
当且仅当存在唯一的算子T ∈ L(H)满足Λω = ΘωT ∗, ω ∈ Ω .
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定定定义义义4.1 引理4.1中所定义的算子T称为{Λω}ω∈Ω的连续广义预框架算子, 不出现混淆的
情况下简称预框架算子.

定定定理理理4.1 设{Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义标准正交基, {Λω}ω∈Ω为H关于
{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列, T , S分别是{Λω}ω∈Ω的预框架算子和框架算子, 则S = TT ∗.

证证证 由引理4.1知, Λω = ΘωT ∗, ω ∈ Ω . 对任意f ∈ H有
S(f) =

∫

Ω

Λ∗ωΛωfdµ(ω) =
∫

Ω

TΘ∗
ωΘωT ∗fdµ(ω) = T

∫

Ω

Θ∗
ωΘωT ∗fdµ(ω) = TT ∗f.

定定定理理理4.2 设{Λω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架, {Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连

续广义标准正交基. 若算子T为{Λω}ω∈Ω的预框架算子. 则{Γω ∈ L(H, Vω)}ω∈Ω是{Λω}ω∈Ω的

对偶连续广义框架当且仅当对任意ω ∈ Ω ,Γω = ΘωV ∗, 其中V是T ∗的有界左逆算子.

证证证 (⇒) 假设{Γω}ω∈Ω是{Λω}ω∈Ω的对偶连续广义框架. 如果V为{Γω}ω∈Ω的预框架算子.

则对任意ω ∈ Ω , 有Γω = ΘωV ∗并且V是有界算子. 又因为对任意f ∈ H有f =
∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω).

注意到算子T为{Λω}ω∈Ω的预框架算子. 则Λω = ΘωT ∗. 所以

f =
∫

Ω

TΘ∗
ωΘωV ∗fdµ(ω) = T

∫

Ω

Θ∗
ωΘωV ∗fdµ(ω) = TV ∗f.

有上式可得TV ∗ = IH. 因此可得V T ∗ = IH. 也即是V是T ∗的有界左逆算子.

(⇐) 假设对任意ω ∈ Ω ,Γω = ΘωV ∗, 且V T ∗ = IH. V ∈ L(H)是有界满射算子. 由引
理4.1可知, {Γω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义Bessel序列. 再由引理2.1, V V † = IH, 因
此(V †)∗V ∗ = IH, 对任意f ∈ H有‖(V †)∗V ∗f‖2 ≤ ‖V †‖2‖V ∗f‖2. 可以得到∫

Ω

‖Γωf‖2dµ(ω) =
∫

Ω

‖ΘωV ∗f‖2dµ(ω) = ‖V ∗f‖2 ≥ 1
‖V †‖2 ‖f‖

2.

也即{Γω}ω∈Ω是H 关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架. 注意到, 对任意f ∈ H, 有∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω) =
∫

Ω

TΘ∗
ωΘωV ∗fdµ(ω) = T

∫

Ω

Θ∗
ωΘωV ∗fdµ(ω) = TV ∗f = f.

所以{Γω}ω∈Ω是{Λω}ω∈Ω的对偶连续广义框架.

下述定理利用连续广义框架的预框架算子, 给出对偶连续广义框架对的一种特征刻画.

定定定理理理4.3 设{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω均是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架, T1和T2分别是它们

的预框架算子. 则{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对当且仅当T1T
∗
2 = IH或者T2T

∗
1 =

IH.

证证证 由于T1和T2分别是{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω的预框架算子, 设{Θω}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω

的连续广义标准正交基. 则对任意ω ∈ Ω , 有ΘωT ∗1 = Λω和ΘωT ∗2 = Γω. 因此对任意f ∈ H有∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω) =
∫

Ω

(ΘωT ∗1 )∗ΘωT ∗2 fdµ(ω) =
∫

Ω

T1Θ∗
ωΘωT ∗2 fdµ(ω) =

T1

∫

Ω

Θ∗
ωΘωT ∗2 fdµ(ω) = T1T

∗
2 f.

类似可证

∫

Ω

Γ ∗ωΛωfdµ(ω) = T2T
∗
1 f . 即{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对当且仅

当T1T
∗
2 = IH或者T2T

∗
1 = IH.

下述定理说明对偶连续广义框架对在算子作用下的保持性质.

定定定理理理4.4 设连续广义框架{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对. W ∈ L(H)是余同
构算子. 则{ΛωW ∗}ω∈Ω和{ΓωW ∗}ω∈Ω是对偶连续广义框架对.

证证证 注意到{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对并且W ∈ L(H)是余同构算子.
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则{ΛωW ∗}ω∈Ω和{ΓωW ∗}ω∈Ω均是连续广义框架. 事实上, W ∈ L(H)是余同构算子, 即〈W ∗f ,
W ∗g〉 = 〈f, g〉,∀f, g ∈ H. 因此WW ∗ = IH, 易知∫

Ω

‖ΛωW ∗f‖2dµ(ω) ≥ A1‖W ∗f‖2 ≥ A1

‖W‖2 ‖f‖
2,∀f ∈ H,

∫

Ω

‖ΓωW ∗f‖2dµ(ω) ≥ A2‖W ∗f‖2 ≥ A2

‖W‖2 ‖f‖
2,∀f ∈ H,

其中A1, A2分别为{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω的框架下界. 由于{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义

框架对, 对任意f ∈ H有f =
∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω). 因此

Wf =
∫

Ω

WΛ∗ωΓωfdµ(ω) =
∫

Ω

(ΛωW ∗)∗Γωfdµ(ω).

用W ∗f代替上式中的f , 有f = WW ∗f =
∫

Ω

(ΛωW ∗)∗ΓωW ∗fdµ(ω).

即{ΛωW ∗}ω∈Ω和{ΓωW ∗}ω∈Ω是对偶连续广义框架对.

还有下面更一般的结果.

定定定理理理4.5 设连续广义框架{Λω}ω∈Ω和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对. T ∈ L(H)是满射
算子. 则{ΛωT ∗}ω∈Ω和{ΓωT †}ω∈Ω是对偶连续广义框架对. 相似地, {ΛωT †}ω∈Ω和{ΓωT ∗}ω∈Ω是

对偶连续广义框架对.

证证证 注意到T ∈ L(H)是满射算子, 由引理2.1知, TT † = IH, 因此(T †)∗T ∗ = IH. 对任

意f ∈ H有‖(T †)∗T ∗f‖2 ≤ ‖T †‖2‖T ∗f‖2. 因此
∫

Ω

‖ΛωT ∗f‖2dµ(ω) ≥ A‖T ∗f‖2 ≥ A

‖T †‖2 ‖f‖
2,

其中A是{Λω}ω∈Ω的下框架界. {ΛωT ∗}ω∈Ω是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架. 类似可以证
明{ΓωT †}ω∈Ω , {ΛωT †}ω∈Ω和{ΓωT ∗}ω∈Ω均是H关于{Vω}ω∈Ω的连续广义框架. 又由{Λω}ω∈Ω

和{Γω}ω∈Ω是对偶连续广义框架对, 对任意f ∈ H有f =
∫

Ω

Λ∗ωΓωfdµ(ω). 因此

Tf =
∫

Ω

TΛ∗ωΓωfdµ(ω) =
∫

Ω

(ΛωT ∗)∗Γωfdµ(ω).

上式中用T †f替代f , 有TT †f =
∫

Ω

(ΛωT ∗)∗ΓωT †fdµ(ω). 又注意到TT † = IH, 故

f = TT †f =
∫

Ω

(ΛωT ∗)∗ΓωT †fdµ(ω),

即{ΛωT ∗}ω∈Ω和{ΓωT †}ω∈Ω是对偶连续广义框架对. 类似可证{ΛωT †}ω∈Ω和{ΓωT ∗}ω∈Ω是对

偶连续广义框架对.
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Characterization and stability of approximately dual (dual)
continuous generalized frames in Hilbert spaces
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Abstract: In this paper, approximately dual continuous generalized frames and dual continuous

generalized frames are discussed by using operator properties. First, the concept of approximately dual

for continuous generalized frames is introduced, a new characterization is obtained for approximately

dual continuous generalized frames of a given frames. Secondly, some perturbation results for approx-

imately dual continuous generalized frames are obtained. Finally, dual continuous generalized frames

are characterized in terms of the generalized preframe operators.
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