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一类从对数型Bloch空间到加权Bergman空间

的广义Hilbert算子
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摘 要: µ是区间[0, 1)上的正Borel测度. 对α > 0, 定义矩阵Hµ,α = (µn,k,α)n,k≥0, 其
中

µn,k,α =
∫

[0,1)

Γ(n + α)
n!Γ(α)

tn+kdµ(t).

通过作用于单位圆盘D上解析函数f(z) =
∑∞

k=0 akzk的Taylor系数, 该矩阵可定义广
义Hilbert算子Hµ,α, 使得

Hµ,α(f)(z) =
∞∑

n=0

( ∞∑

k=0

µn,k,αak

)
zn.

文中得到算子Hµ,α从对数型加权Bloch空间BLβ (β ≥ 0)到加权Bergman空
间Ap

α−2(α > 1), 及到Bloch型空间Bα(α ≥ 2)是有界(或紧)算子的充分必要条件.
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§1 引 言

定义D是复平面C上的单位圆盘, H(D)表示D上解析函数的全体.
设f ∈ H(D), 定义

‖f‖Bα = sup
{
(1− |z|2)α|f ′(z)| : z ∈ D

}
, 0 < α < +∞.

若‖f‖Bα
< +∞, 则称f属于α-Bloch空间Bα. 特别地, 当α = 1时, Bα即为经典Bloch空间B(参

见[1]). 容易验证, Bα在‖f‖α = |f(0)| + ‖f‖Bα
范数下是一个Banach空间. 关于α-Bloch空间的

相关理论可参见文献[2].
另一类加权的Bloch型空间, β-对数Bloch空间BLβ , 由f ∈ H(D)且满足

‖f‖B
Lβ

= sup
{

(1− |z|2)(log
e

1− |z| )
β |f ′(z)| : z ∈ D

}
< ∞
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的函数组成, 其中0 ≤ β < ∞. 易知BLβ在范数

‖f‖L,β = |f(0)|+ ‖f‖B
Lβ

定义下是Banach空间. 当β取0时, BL0即为经典Bloch空间B, 而β = 1时, BL1为经典的对

数Bloch空间, 简记为BL. 有关对数Bloch空间的内容可见文[3-4].
对0 < p < ∞, α > −1, 若f ∈ H(D)且满足条件

‖f‖Ap
α

def=
(

(α + 1)
∫

D

|f(z)|p(1− |z|2)αdA(z)
) 1

p

< ∞,

则称f属于加权Bergman空间Ap
α, 这里dA(z) = 1

π dxdy表示D上标准化Lebesgue面积测度.
当α = 0, 即是经典Bergman空间, 可简化表示为Ap. 关于Bergman空间相关的符号和结果
可见文献[5-6]. 上述提到的两类空间BLβ与Ap

α满足如下关系: 当α > −1时, BLβ ⊂ ⋂
0<p<∞Ap

α,
§2用到此性质.

下面介绍本文所讨论的算子. 设µ是D上的正Borel测度. 对于α > 0, 定义矩阵Hµ,α =

(µn,k,α)n,k≥0 , 其中µn,k,α =
∫

[0,1)

Γ(n + α)
n!Γ(α)

tn+kdµ(t). 该矩阵Hµ,α可通过作用于D上解析函数

的Taylor系数

an →
∞∑

k=0

µn,k,αak, n = 0, 1, 2, · · · ,

定义一个算子. 更准确地说, 如果f(z) =
∑∞

k=0 akzk ∈ H(D), 对于矩阵µn,k,α, 定义对应的矩阵
算子, 仍记为Hµ,α, 使得

Hµ,α(f)(z) =
∞∑

n=0

( ∞∑

k=0

µn,k,αak

)
zn, z ∈ D, (1)

此时要求等式右边有意义故定义了D上的一个解析函数. 算子Hµ,1(即Hµ)已经被学者进行过广
泛的研究, 可见文献[7-10]; α = 2的情形可见文献[11-16], 其中算子Hµ,2被记为DHµ, 称其为微
分Hilbert算子; 推广后的算子Hµ,α(α > 0), 称之为广义Hilbert算子, 相关内容可见文献[17-18].

与Hµ,α有着紧密联系的积分型广义Hilbert算子Iµα , 定义为

Iµα
(f)(z) =

∫

[0,1)

f(t)
(1− tz)α

dµ(t), α > 0. (2)

其中等式右侧有意义, 并在D上定义了一个解析函数. Galanopoulos和Peláez在[10]中描述
了Hµ,1在Hardy空间H1中有界(或紧)时测度µ的特征, 并对Hµ,1和Iµ1之间的等价条件进行描

述. 叶善力和周智慧推广了这一算子, 给出了使得DHµ和Iµ2等价的条件, 及在Bloch空
间[15]和Bergman空间[16]有界(或紧)时测度µ的特征. 随后他们给出了广义Hilbert矩阵Hµ,α算

子和积分型Hilbert矩阵Iµα
算子在Bloch空间的等价条件[17]. 此后, 叶善力和冯光豪又将这一工

作扩展到了加权Bergman空间及Dirichlet空间上[18]. 最近, 他们在文献[13]给出了微分Hilbert算
子DHµ在经典Hardy空间上的特性.

叶善力和徐芸在[14]中对微分Hilbert算子DHµ从对数型Bloch空间到经典Bergman空间上
的特性进行了描述, 本文对这一结果进行推广, 给出广义Hilbert算子Hµ,α从对数型Bloch空间作
用到加权Bergman空间及到α-Bloch空间的描述.

Hµ,α : BLβ → Ap
α−2, β ≥ 0, α > 1且 p ≥ 1.

Hµ,α : BLβ → Bα−1, β ≥ 0, α ≥ 2.

Hµ,α : BLβ → B, β ≥ 0.
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下文中将研究Hµ,α在这些情况下的有界性及紧性. 在上述提到的文献中, Carleson测度在描述测
度条件中均起到重要作用. 本文将继续借助Carleson测度来讨论所研究的空间.

设µ是D上的正Borel测度, 令S(I) = {z = reit : eit ∈ I; 1 − |I|
2π ≤ r ≤ 1}, 其中I是∂D上的

区间, |I|表示它的长度. 若对于0 ≤ a, b < ∞ 及0 < s < ∞, 存在正常数C满足

sup
I

(
log log 2π

|I|
)a(

log 2π
|I|

)b
µ(S(I))

|I|s ≤ C,

则称µ是a-双对数b-对数s-Carleson测度. 当a = b = 0时, µ即为经典的s-Carleson测度. 若µ满足

当|I| → 0时, (log log 2π
|I| )

a(log 2π
|I| )

bµ(S(I)) = o(|I|s),则称µ为消失的a-双对数b-对数s-Carleson测
度. 有关Carleson测度的相关理论可见文献[19-20].

区间[0, 1)上的正Borel测度可以通过下述方法看作单位圆盘D上的正Borel测度: 对任
意D上的Borel子集A,定义µ̃(A) = µ(A∩ [0, 1)),通过这种方式,区间[0, 1)上的正Borel测度µ为a-
双对数b-对数s-Carleson测度当且仅当存在常数C > 0, 使得(

log log
2

1− t

)a(
log

2
1− t

)b
µ([t, 1)) ≤ C(1− t)s, 0 ≤ t < 1.

在本文中, C表示常数, 其值可能在不同情况下发生变化. p′表示p的共轭指标, 即1/p +
1/p′ = 1.

§2 Hµ,α从BLβ到Ap
α−2的作用

本节给出使得Hµ,α从β-对数Bloch空间BLβ (β ≥ 0)到加权Bergman空间Ap
α−2(p ≥ 1)有

界(或紧)的描述. 首先介绍后续将要使用的引理.

引引引理理理2.1(见[14, 引理3.3]) 假设f ∈ BLβ , 其中β ∈ R. 那么

(i) 当0 ≤ β < 1时, |f(z)| ≤ C(log e
1−|z| )

1−β‖f‖B
Lβ

.

(ii) 当β = 1时, |f(z)| ≤ C log log e
1−|z|‖f‖BL1 .

(iii) 当β > 1时, |f(z)| ≤ C‖f‖B
Lβ

.

引引引理理理2.2 假设0 ≤ β < ∞, µ是[0, 1)上的正Borel测度. 对任意s > 0, 若µ是s-Carleson测度,
且满足条件

(i) 当0 ≤ β < 1时,
∫
[0,1)

(log e
1−t )

1−βdµ(t) < ∞.

(ii) 当β = 1时,
∫
[0,1)

log log e
1−tdµ(t) < ∞.

(iii) 当β > 1时, µ是有限测度.
则对任意f ∈ BLβ , Hµ,α(f)有定义, 且Hµ,α(f) = Iµα(f).

证证证 根据[14,定理3.5]可知对于f ∈ BLα , Iµα
有定义.此外,结合[18,定理3.3]及BLβ与Ap

α之

间的包含关系, 可知Hµ,α在BLα上有定义, 且与Iµα
满足相等关系.

引引引理理理2.3 假设α > 1, β ≥ 0, 且µ满足引理2.2中的条件, 则对f ∈ BLβ , g ∈ A1
α−2及0 ≤ r <

1, 有

(α− 1)
∫

D

Hµ,α(f)(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) =
∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t). (3)

证证证 首先验证(3)中左侧积分的收敛性, 以确保后续讨论有意义. 由于β ≥ 0且µ满足引

理2.2的条件, 故由引理2.1可知, 对任意f ∈ BLβ ,
∫

[0,1)

|f(t)|dµ(t) < ∞. 由此可知, 对任
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意f ∈ BLβ , g ∈ A1
α−2, 有

(α− 1)
∫

D

∫

[0,1)

∣∣∣∣
f(t)

(1− trz)α
g(rz)(1− |z|2)α−2

∣∣∣∣ dµ(t)dA(z) ≤

1
(1− r)α

∫

[0,1)

|f(t)|dµ(t)
∫

D

(α− 1)(1− |z|2)α−2|g(rz)|dA(z) ≤

C

(1− r)α
‖gr‖A1

α−2
≤ C

(1− r)α
‖g‖A1

α−2
,

其中gr(z) = g(rz), 0 < r < 1. 再结合Bergman空间核函数的再生性及Fubini定理, 得到∫

D

Hµ,α(f)(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) =

∫

D

∫

[0,1)

f(t)
(1− trz̄)α

dµ(t)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) =

∫

[0,1)

∫

D

(1− |z|2)α−2g(rz)
(1− trz̄)α

dA(z)f(t)dµ(t) =
1

α− 1

∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t).

接下来将讨论Hµ,α从BLβ到Ap
α−2的作用, 首先考虑p > 1的情形.

定定定理理理2.4 设α > 1, 且µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度. 定义正Borel测度ν为

dν(t) =





(log e
1−t )

1−βdµ(t), 0 ≤ β < 1,

(log log e
1−t )dµ(t), β = 1,

dµ(t), β > 1.

则对于p > 1,以下条件等价.

(i) Hµ,α从BLβ到Ap
α−2是有界的.

(ii) Hµ,α从BLβ到Ap
α−2是紧的.

(iii) 对于任意g ∈ Ap′
α−2, 满足

∫
[0,1)

g(t)dν(t) ≤ ‖g‖
Ap′

α−2
, 其中 1

p + 1
p′ = 1.

证证证 首先考虑0 ≤ β < 1的情形.

(i)⇔(iii) 根据加权Bergman空间的对偶定理(见[21, 定理2.1]): 对于p > 1及α1, α2 > −1, 通
过关系式

〈f, g〉 =
∫

D

f(z)g(z)(1− |z|2)
α1
p +

α2
p′ dA(z), f ∈ Ap

α1
, g ∈ Ap′

α2

有(Ap
α1

)∗ ∼= Ap′
α2
及(Ap′

α2
)∗ ∼= Ap

α1
. 结合(3), 得到Hµ,α是BLβ到Ap

α−2的有界算子当且仅当存在正

常数C, 使得 ∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

f(t)g(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖

Ap′
α−2

, f ∈ BLβ , g ∈ Ap′
α−2. (4)

若(i)中的有界性条件成立, 对0 < a < 1, 取测试函数

fa(z) =
(

log
e

1− az

)1−β

,

通过计算可得fa ∈ BLβ , sup0<a<1 ‖f‖B
Lβ

< ∞. 因此

∞ > C sup
0<a<1

‖fa‖B
Lβ
‖g‖

Ap′
α−2

≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

fa(t)g(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

(log
e

1− at
)1−βg(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ .

令a → 1−, 得到(iii)中的不等式成立.
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另一方面, 假设
∫
[0,1)

g(t)dν(t) =
∫
[0,1)

(log e
1−t )

1−βg(t)dµ(t) < ∞, 可知∫

[0,1)

|f(t)||g(t)|dµ(t) ≤ C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)

(log
e

1− t
)1−β |g(t)|dµ(t) ≤

C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)

|g(t)|dν(t) ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖

Ap′
α−2

.

于是(4)成立, 故Hµ,α是BLβ到Ap
α−2的有界算子.

(iii)⇒(ii) 首先回顾证明解析函数紧性时的一个常用引理, 即: 假设X是从A到B的有界算

子, 其中A和B是Banach空间. 那么对于A中任意有界序列{fn}, 如果它在D上内闭一致收敛于0,
那么X是紧算子的充要条件是X(fn) → 0在B中收敛. 该证明可参考[22, 命题3.11].

现假设{fn}∞n=0是满足supn≥1 ‖fn‖B
Lβ

< ∞的函数列, 且当n → ∞ 时, fn在D上内闭一致

收敛于0. 在此条件下, 只需证明在Ap
α−2中Hµ,α(f) → 0成立即可. 由于

∫
[0,1)

g(t)dν(t) < ∞, 可

知 lim
r→1−

∫

[r,1)

g(t)dν(t) = 0. 取g ∈ Ap′
α−2, 得到

∫

[0,1)

|fn(t)||g(t)|dµ(t) =
∫

[0,r]

|fn(t)||g(t)|dµ(t) +
∫

(r,1)

|fn(t)||g(t)|dµ(t) ≤
∫

[0,r]

|fn(t)||g(t)|dµ(t) + C‖fn‖B
Lβ

∫

(r,1)

g(t)dν(t).

由{fn}的收敛性质, 可知
∫

[0,r]

|fn(t)||g(t)|dµ(t) → 0. 这就说明了 lim
n→∞

∫

[0,1)

|fn(t)||g(t)|dµ(t) =

0. 再根据(3), 有

lim
n→∞

(
lim

r→1−

∣∣∣∣
∫

D

Hµ,α(f)(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z)
∣∣∣∣
)

= 0.

因此Hµ,α(fn) → 0在Ap
α−2上成立. 这就等价于得到了Hµ,α是从BLβ到Ap

α−2的紧算子.
(ii)⇒(i) 显然成立.
接下来讨论β = 1的情况.
(i)⇒(iii) 假设Hµ,α是从BLβ到Ap

α−2的有界算子. 对于0 < a < 1, 取
fa(z) = log log

e
1− az

∈ BL,

那么

∞ > C sup
0<a<1

‖fa‖BL
‖g‖

Ap′
α−2

≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

fa(t)g(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

log log
e

1− at
g(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

g(t)dν(t)

∣∣∣∣∣ .

于是得到(iii)成立.
剩余部分的证明与0 < β < 1情形过程类似, 将细节省略. 在β > 1情况下, 可取测试函

数fa(z) = 1 ∈ BLβ得到结果.
接下来的定理考虑取Ap

α−2中p = 1的情况.
定定定理理理2.5 设α > 1, µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度. 定义正Borel测度ν为

dν(t) =





(log e
1−t )

2−βdµ(t), 0 ≤ β < 1,

(log log e
1−t )(log e

1−t )dµ(t), β = 1,

(log e
1−t )dµ(t), β > 1.
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则以下条件等价.
(i) Hµ,α从BLβ到A1

α−2是有界的.

(ii) Hµ,α从BLβ到A1
α−2是紧的.

(iii) 对于任意0 ≤ β < ∞, 满足
∫
[0,1)

dν(t) < ∞.

证证证 由于使用的方法与定理2.4类似, 仅给出0 ≤ β < 1的部分证明.

(i)⇒(iii) 首先回顾关于A1
α−2空间的对偶定理(见[6, 定理5.15]): 通过关系式

lim
r→1−

∫

D

f(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z), f ∈ B, g ∈ A1
α−2

有(A1
α−2)

∗ ∼= B. 结合(3)可知, Hµ,α是从BLβ到A1
α−2的有界算子当且仅当存在C > 0, 使得∣∣∣∣∣

∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖B, f ∈ BLβ , g ∈ B. (5)

假设Hµ,α是BLβ到A1
α−2的有界算子, 对0 < a < 1, 考虑测试函数

fa(z) =
(

log
e

1− az

)1−β

∈ BLβ , ga(z) = log
e

1− az
,

计算可知ga ∈ B, 且sup0<a<1 ‖g‖B < ∞. 于是对于r ∈ [a, 1), 可以得到

∞ > C sup
0<a<1

‖f‖B
Lβ

sup
0<a<1

‖g‖B ≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

fa(t)ga(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

(log
e

1− at
)1−β log

e
1− ar2t

dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥
∫

[0,1)

(
log

e
1− at

)2−β

dµ(t).

当a趋向于1−时, 即得
∫
[0,1)

(log e
1−t )

2−βdµ(t) < ∞.

(iii)⇒(i) 假设
∫
[0,1)

(log e
1−t )

2−βdµ(t) < ∞. 对于g ∈ B, 易知其满足

|g(z)| ≤ C‖g‖B log
e

1− |z| .
因此对任意f ∈ BLβ及g ∈ B, 有∣∣∣∣∣

∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖g‖B

∫

[0,1)

|f(t)| log
e

1− r2t
dµ(t) ≤

C‖f‖B
Lβ
‖g‖B

∫

[0,1)

(log
e

1− t
)2−βdµ(t) ≤ C‖f‖B

Lβ
‖g‖B.

有界性得证.

剩余部分的证明省略.

§3 Hµ,α从BLβ到Bα−1的作用

本节将介绍Hµ,α从β-对数Bloch空间BLβ到经典Bloch空间B及到α-Bloch空间Bα的有界性

及紧性. 基于定理2.5的过程可立即得到以下关于经典Bloch空间的定理.

定定定理理理3.1 假设α > 1, µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度.

(i) 若0 ≤ β < 1, 则Hµ,α是BLβ到B的有界算子当且仅当µ是(1− β)-对数α-Carleson测度.

(ii) 若β = 1, 则Hµ,α是BL1到B的有界算子当且仅当µ是1-双对数α-Carleson测度.

(iii) 若β > 1, 则Hµ,α是BLβ到B的有界算子当且仅当µ是α-Carleson测度.

证证证 (i) 若µ是(1 − β)-对数α-Carleson测度, 定义dν(t) = (log e
1−t )

1−βdµ(t), 则根据[14, 引
理4.1]可知ν是α-Carleson测度. 回顾关于Carleson测度的经典定理(见[23, 定理A]): 对于α > 1,



王立怡等: 一类从对数型Bloch空间到加权Bergman空间的广义Hilbert算子 165

ν是α-Carleson测度当且仅当对于任意f ∈ A1
α−2,{∫

D

|f(z)|dν(z)
}
≤ C‖f‖A1

α−2
. (6)

因此A1
α−2到L1(D, µ)的恒等映射i是有界的, 将其范数记为N (µ). 结合A1

α−2和B的对偶关系, 可
知Hµ,α是BLβ到B的有界算子当且仅当∣∣∣∣∣

∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖A1

α−2
, f ∈ BLβ , g ∈ A1

α−2.

联系引理2.1及(6), 得到∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)

(log
e

1− t
)1−β |g(r2t)|dµ(t) ≤

C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)

|g(r2t)|dν(t) ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖A1

α−2
,

故有界性成立.

另一方面, 假设Hµ,α是从BLβ到B的有界算子, 对任意0 < a < 1, 设

fa(z) =
(

log
e

1− at

)1−β

∈ BLβ ga(z) =
(

1− a2

(1− az)2

)α

∈ A1
α−2,

由此, 对任意r ∈ [a, 1), 可知

∞ > sup
0<a<1

‖f‖B
Lβ

sup
0<a<1

‖g‖A1
α−2

≥ C

∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

fa(t)ga(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≥

C

∫

[a,1)

(log
e

1− at
)1−β(

1− a2

(1− ar2t)2
)αdµ(t) ≥ C

(log e
1−a )1−β

(1− a)α
µ([a, 1)).

根据Carleson测度的定义, 得到µ是(1− β)-对数α-Carleson测度.

(ii)和(iii)的论证与(i)类似.

定定定理理理3.2 假设α > 1, µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度.

(i) 若0 ≤ β < 1, 则Hµ,α是BLβ到B的紧算子当且仅当µ是消失的(1− β)-对数α-Carleson测
度.

(ii) 若β = 1, 则Hµ,α是BL1到B的紧算子当且仅当µ是消失的1-双对数α-Carleson测度.

(iii) 若β > 1, 则Hµ,α是BLβ到B的紧算子当且仅当µ是消失的α-Carleson测度.

证证证 在此同样仅给出(i)的证明.

假设0 ≤ β < 1, 且Hµ,α是BLβ到B的紧算子, 考虑序列{an} ⊂ (0, 1), 满足an → 1. 取

fan(z) =
(

log
e

1− ant

)1−β

∈ BLβ ,

则fan
在D上内闭一致收敛. 因此{Hµ,α(fan

)}在B中收敛于0. 结合(3)可得

lim
n→∞

∫

[0,1)

fan
(t)g(r2t)dµ(t) =

(α− 1) lim
n→∞

∫

D

Hµ,α(fan
)(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) = 0,
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其中g ∈ A1
α−2. 再取gan

(z) =
(

1− a2
n

(1− anz)2

)α

∈ A1
α−2, 则有

∫

[0,1)

fan
(t)gan

(r2t)dµ(t) ≥ C

∫ 1

an

(log
e

1− ant
)1−β(

1− a2
n

(1− anr2t)2
)αdµ(t) ≥

C
(log e

1−an
)1−β

(1− an)α
µ([an, 1)).

结合{an}的定义, 可推出 lim
an→1−

(log e
1−an

)1−β

(1− an)α
µ([an, 1)) = 0. 即证µ是消失的(1 − β)-对数α-

Carleson测度.

反之, 假设µ满足该Carleson测度条件. 设{fn}∞n=1为在BLβ范数下的有界序列, 且满足
在D上内闭一致收敛于0. 对0 < r < 1,设

dµr(z) = χr<|z|<1(t)dµ(t).
若µ是α-Carleson测度, 则µ是消失的α-Carleson测度当且仅当r → 1−时,

N (µr) → 0.

对于g ∈ A1
α−2,∫

[0,1)

|fn(t)||g(r2t)|dµ(t) =
∫

[0,r]

|fn(t)||g(r2t)|dµ(t) +
∫

(r,1)

|fn(t)||g(r2t)|dµ(t).

而 ∫

(r,1)

|fn(t)||g(r2t)|dµ(t) ≤ C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)]

(log
e

1− t
)1−β |g(r2t)|dµr(t) ≤

C‖f‖B
Lβ

∫

[0,1)

|g(r2t)|dνr(t) ≤ CN (νr)‖f‖B
Lβ
‖g‖A1

α−2
.

从而得到 lim
n→∞

∫

[0,1)

|fn(t)||g(r2t)|dµ(t) = 0. 因此, 对任意g ∈ A1
α−2, 令r → 1−, 可得

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

D

Hµ,α(fn)(rz)g(rz)(1− |z|α−2)dA(z)
∣∣∣∣ = 0.

这样就得到了Hµ,α(fn)在B上收敛于0, 因此Hµ,α即为BLβ到B的紧算子.

借助α-Bloch空间和Bergman空间A1之间的对偶关系, 对上述定理稍作推广, 得到以下结果.

定定定理理理3.3 假设α ≥ 2, µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度.

(i) 若0 ≤ β < 1, 则Hµ,α是BLβ到Bα−1的有界算子当且仅当µ是(1 − β)-对数2-Carleson测
度.

(ii) 若β = 1, 则Hµ,α是BL1到Bα−1的有界算子当且仅当µ是1-双对数2-Carleson测度.

(iii) 若β > 1, 则Hµ,α是BLβ到Bα−1的有界算子当且仅当µ是2-Carleson测度.

证证证 (i) Bloch型空间的对偶可看作Bergman空间A1. 具体来说, 通过关系式

〈f, g〉 = lim
r→1−

∫

D

f(rz)g(rz)(1− |z|2)α−1dA(z), f ∈ Bα, g ∈ A1, (7)

有(A1)∗ ∼= Bα(见文[2, p.1150]). 由于α ≥ 2, 则对任意g ∈ A1, 可得∫

D

(1− |z|2)α−2|g(rz)|dA(z) ≤ C

∫

D

|g(rz)|dA(z) ≤ C‖g‖A1 .

因此对f ∈ BLβ , g ∈ A1及0 ≤ r < 1, 成立∫

D

∫

[0,1)

∣∣∣∣
f(t)g(rz)(1− |z|2)α−2

(1− rtz)α

∣∣∣∣ dµ(t)dA(z) ≤ C

(1− r)α
‖f‖B

Lβ
‖g‖A1 < ∞.
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根据Fubini定理有∫

D

Hµ,α(f)(rz)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) =

∫

D

∫

[0,1)

f(t)
(1− rtz̄)α

dµ(t)g(rz)(1− |z|2)α−2dA(z) =

∫

[0,1)

∫

D

g(rz)(1− |z|2)α−2

(1− rtz̄)α
dA(z)f(t)dµ(t) =

1
α− 1

∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t).

于是建立了BLβ与Bα−1在Hµ,α算子作用下的等式关系.再结合(7),说明了Hµ,α是从BLβ到Bα−1

的有界算子的充要条件为∣∣∣∣∣
∫

[0,1)

f(t)g(r2t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖B
Lβ
‖g‖A1 , f ∈ BLβ , g ∈ A1.

证明的剩余部分与定理3.1类似, 将其省略.

定定定理理理3.4 假设α ≥ 2, µ是[0, 1)上满足引理2.2的正Borel测度.

(i) 若0 ≤ β < 1, 则Hµ,α是BLβ到Bα−1的紧算子当且仅当µ是消失的(1 − β)-对数2-
Carleson测度.

(ii) 若β = 1, 则Hµ,α是BL1到Bα−1的紧算子当且仅当µ是消失的1-双对数2-Carleson测度.

(iii) 若β > 1, 则Hµ,α是BLβ到Bα−1的紧算子当且仅当µ是消失的2-Carleson测度.

证明省略.
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Generalized Hilbert operators acting from logarithmic Bloch Spaces
to weighted Bergman spaces
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Abstract: Consider µ as a positive Borel measure on the interval [0, 1). For α > 0, the generalized

Hankel matrix Hµ,α = (µn,k,α)n,k≥0 is defined with the entries given by

µn,k,α =

∫

[0,1)

Γ(n + α)

n!Γ(α)
tn+kdµ(t).

This matrix formally induces an operator

Hµ,α(f)(z) =

∞∑
n=0

( ∞∑

k=0

µn,k,αak

)
zn

on the Taylor coefficients of any analytic function f(z) =
∑∞

k=0 akzk in the unit disk D. The conditions

forHµ,α to be a bounded (resp., compact) operator from the logarithmic weighted Bloch space BLβ (β ≥
0) into the weighted Bergman space Ap

α−2(p ≥ 1) for α > 1, and into the weighted Bloch space Bα−1

for α ≥ 2 have been obtained.

Keywords: generalized Hilbert operators; Bloch type space; weighted Bergman space; Carleson

measure
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