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Calabi复形的极限Sobolev不等式
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摘 要: 将Korn不等式的极限情形推广至以对称梯度算子为首个算子的Calabi复形.
在某些情况下, 相应的不等式需要用Hardy空间H1替代Lebesgue空间L1. 证明依赖于
对Van Schaftingen相应刻画在微分复形上的推广. 此外, 还给出了Calabi复形椭圆性
的直接证明.
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§1 引 言

1961年, Calabi[1]在研究常曲率Riemann流形的形变问题时, 构造了常曲率Riemann流形
上Killing层的一个如下分解. 假设(M, g)为常曲率Riemann流形, 则有椭圆微分复形

0 −→ Γ (TM) D0−−→ Γ (¯2T ∗M) D1−−→ Γ (E1)
D2−−→ Γ (E2)

D3−−→ · · · Dn−1−−−→ Γ (En−1) −→ 0. (1)

事实上, Calabi复形(以不同形式)出现在众多领域中. 在弹性力学语境中, 上述复形(n = 3)被称
作弹性复形, 其中涉及的空间依次对应于位移, 应变, 应力, 载荷[2, 第4节]. 算子D0是Killing算子,
对应齐次方程的解为无穷小等距. 在零曲率背景时, D1就是线性化Riemann曲率算子, 其在弹性
力学领域通常被称作Saint-Venant相容算子. 在线性化引力理论中, 线性化度量的规范等价性被
刻画为相差一个Killing算子的像, D1可视作一个规范不变量, 其中一个重要的问题便是找寻规
范不变量的完备集, 用数学语言可描述为: 给定背景几何下构造Killing算子的(完备)相容复形问
题[3-5]. 在常曲率背景下, 这个相容复形就是Calabi复形. 1983年, Goldschmidt和Gasqui[6]利用
偏微分方程的形式理论（Formal theory)给出了该复形的另一种构造方法. 如今, Calabi复形的
构造被纳入了BGG构造体系中[7-8], 而后者已经成为了有限元外微分领域离散化复形的一个标
准框架[9].

在零曲率背景时, D0就是对称梯度算子(见后面的(10)), 即

D0u =
1
2

(
Du + (Du)T

)
, u ∈ C∞(Rn,Rn),

这里Du为u的(逐分量)梯度. 经典的Korn不等式断言: 对任意1 < p < ∞以及u ∈ C∞c (Rn,Rn),
有

‖Du‖Lp ≤ C ‖D0u‖Lp . (2)
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而由Ornstein[10]的经典结果可知Korn不等式在p = 1时是不成立的. 于是自然的问题是Korn不
等式在p = 1的极限情形是什么? 注意到由Sobolev嵌入

‖u‖
L

n
n−1

≤ C ‖Du‖L1 , u ∈ C∞c (Rn,Rn).
若Korn不等式在p = 1时成立, 则有

‖u‖
L

n
n−1

≤ C ‖D0u‖L1 . (3)
于是(3)可看作Korn不等式在p = 1时不成立的弥补, 称其为D0的极限Sobolev不等式[11].

从2003年开始, Bourgain和Brezis[12-14], Lanzani和Stein[15], Van Schaftingen[11, 16-17]等人

系统研究了各种形式的极限Sobolev不等式. 与此同时, 极限Sobolev不等式被推广至各种不同背
景的微分复形上, 这个方向上最早的结果是2005年Lanzani和Stein[15]对于de Rham复形的证明.

定定定理理理A 设k = 0, 1, · · · , n. 若u ∈ C∞c (Rn,∧kRn), 则存在正常数C > 0使得估计



||u||
L

n
n−1

≤ C(||du||L1 + ||d∗u||L1), k 6= 1, n− 1,

||u||
L

n
n−1

≤ C(||du||L1 + ||d∗u||H1), k = 1,

||u||
L

n
n−1

≤ C(||du||H1 + ||d∗u||L1), k = n− 1

(4)

成立, 这里H1是Rn上的Hardy空间.
在(4)中, 对应于k 6= 1, n − 1的估计在k = 1, n − 1时不再成立(反例见[11, 第1.2节]). 之

后, 不等式组(4)被推广至其它背景的微分复形上, 有Heisenberg群[18]以及有限型CR流形上的
切向Cauchy-Riemann复形[19], 与对合椭圆结构相伴的微分复形[20], Heisenberg群上的Rumin复
形[21]等.

本文将不等式组推广至Calabi复形(1)上(其中Fk的定义见后文的(13)).
定定定理理理1.1 对任意u ∈ C∞c (Rn, Fk), 存在正常数C > 0使得以下估计成立.
1) 若2 < k < n− 1, 则‖u‖

L
n

n−1
≤ C

(∥∥D∗k−1u
∥∥

L1 + ‖Dku‖L1

)
;

2) 若k = 0, n, 则‖u‖
L

n
n−1

≤ C ‖D0u‖L1 ; ‖u‖
L

n
n−1

≤ C
∥∥D∗n−1u

∥∥
L1 ;

3) 若k = 1, 则‖u‖
L

n
n−2

≤ C (‖D0D∗0u‖H1 + ‖D1u‖L1);
4) 若k = 2, 则‖u‖

L
n

n−2
≤ C (‖D∗1u‖L1 + ‖D∗2D2u‖L1);

5) 若k = n− 1, 则‖u‖
L

n
n−1

≤ C
(∥∥D∗n−2u

∥∥
L1 + ‖Dn−1u‖H1

)
.

本文的结构如下. §2给出Calabi复形涉及的空间与算子的详细定义. §3计算了各算子的形
式伴随算子. §4给出了Calabi复形椭圆性的直接证明. §5证明了Hardy空间H1可嵌入Sobolev空
间Ẇ−1, n

n−1 . §6将Van Schaftingen的刻画推广至微分复形并给出了主定理1.1的证明.

§2 张量积与群作用
给定黎曼流形(M, g). 分别记⊗rT ∗M , ¯sT ∗M , ∧tT ∗M为余切丛T ∗M的r阶张量积, s阶

对称张量积, 以及t阶反对称张量积, R, R̄分别为(0, 4)型曲率张量与(2, 2)型曲率张量. 以下
给出Calabi复形(1)中的空间Ek以及算子Dk的详细定义. 首先定义Bianchi和映射(可参见[22])
G : ∧k+1T ∗M ⊗ ∧2T ∗M → ∧k+2T ∗M ⊗ T ∗M , 其满足

G(v1 ∧ · · · ∧ vk+1 ⊗ u1 ∧ u2) = u2 ∧ v1 ∧ · · · vk+1 ⊗ u1 − u1 ∧ v1 ∧ · · · vk+1 ⊗ u2, (5)
并且线性延拓至整个∧k+1T ∗M ⊗ ∧2T ∗M . 定义

Ek = Ker G ∩ ∧k+1T ∗M ⊗ ∧2T ∗M, (6)
由于G是常秩映射, 故Ek为∧k+1T ∗M ⊗ ∧2T ∗M的子丛[23,定理10.34]. 对向量丛E, 记Γ (E) =
C∞(M, E),即E的光滑截面全体.特别地,由定义(5)以及(6),黎曼曲率张量R满足第一Bianchi恒
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等式等价于R ∈ Γ (E1)[24,命题7.12].

算子D0 : Γ (TM) → Γ (¯2T ∗M)定义为
D0(ξ) = Lξg. (7)

这里Lξ为沿向量场ξ方向的Lie导数.

算子D1 : Γ (¯2T ∗M) → Γ (E1)定义为D1(h) = R′g(h)− h[
g ◦ R̄, 这里R′g为线性化曲率算子,

即对h ∈ Γ (¯2T ∗M), R′g(h) :=
d
dt

R(g + th)|t=0. h[
g为线性化下降指标算子(见[6, p.243]).

算子Dk : Γ (Ek−1) → Γ (Ek) (k = 2, · · · , n − 1) 为向量丛∧2T ∗M上的Levi-Civita联络诱导
的外协变微分[25, p.200].

以下只考虑空间(Rn, g), 其中g为Rn上的标准度量. 将T ∗Rn与Rn等同, 则⊗rT ∗Rn =
⊗rRn可视作数组(fi1i2···ir

), 其中fi1i2···ir
∈ R, i1, i2, · · · , ir ∈ {1, 2, · · ·n}. 对称张量积¯sRn与

反对称张量积∧tRn可类似表示, 前者分量关于各指标对称, 后者分量关于各指标反对称.
设f = (fi1···ik+1;j1j2) ∈ ∧k+1Rn ⊗ ∧2Rn, 则由定义(5)及(6), f ∈ Ek当且仅当

f[i1···ik+1;j1]j2 = 0. (8)
这里

f[i1···ik+1;ik+2]j :=
1

(k + 2)!

∑

σ∈Sk+2

(−1)sign(σ)fiσ(1)···iσ(k+1);iσ(k+2)j , (9)

其中Sk+2为k + 2阶置换群. 特别地, 易得若f ∈ E1, 则fij;kl = fkl;ij . 用分量形式重新给出Dk(精
确到乘上一个非零常数)的表达式.

算子D0 : C∞(Rn,Rn) → C∞(Rn,¯2Rn)为

(D0f)ij =
1
2

(∂ifj + ∂jfi) . (10)

算子D1 : C∞(Rn,¯2Rn) → C∞(Rn, E1)为

(D1f)ij;kl =
1
2
(∂ikfjl + ∂jlfik − ∂jkfil − ∂ilfjk). (11)

算子Dk : C∞(Rn, Ek−1) → C∞(Rn, Ek) (k = 2, · · · , n− 1)为
(Dkf)i1i2···ik+1;j1j2

= ∂[i1fi2···ik+1];j1j2 . (12)

记

F0 = Rn, F1 = ¯2Rn, Fk = Ek−1, k = 2, · · · , n. (13)
下面考虑群在张量空间上的作用. 设G为群, V 为线性空间. 群G在V上的作用定义为映射

G× V → V

(g, v) → g · v.

其满足: 对任意g1, g2 ∈ G, v ∈ V , 成立
(i) (g1g2) · v = g1 · (g2 · v); (ii) id · v = v, 这里id为群G的单位元.
设G = GL(n)为全体n阶可逆方阵组成的群. G在Rn的作用定义为矩阵乘法

g · v = gv.

此作用可以诱导张量积空间⊗rRn ⊗⊗sRn上的自然作用

(g · F )i1i2···ir;j1j2···js
:=

n∑

i′1,···i′r,j′1,··· ,j′s=1

gi1i′1 · · · giri′rgj1j′1 · · · gjsj′sFi′1···i′r;j′1···j′s . (14)

空间¯rRn,∧rRn自然继承上述作用. 由作用(14)与(8), 易得g · Ek ⊂ Ek对任意g ∈ GL(n)成立.
因此Ek可视作GL(n)-模, 事实上, Ek是不可约GL(n)-模[26,定理6.3(4)].
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§3 形式伴随算子
设D : C∞(Rn,Rn1) → C∞(Rn,Rn2)是一个m阶常系数微分算子. D∗称为D的形式伴随算

子如果对任意的u ∈ C∞c (Rn,Rn1), v ∈ C∞c (Rn,Rn2)，均有∫

Rn

〈Du, v〉dx =
∫

Rn

〈u,D∗v〉dx,

其中〈·, ·〉是Rnj (j = 1, 2)上的欧式内积. L2(Rn,∧sRn ⊗¯tRn)上的内积定义为

(u, v) =
n∑

A1,··· ,As,A′1,··· ,A′t=1

∫

Rn

uA1···AsA′1···A′tvA1···AsA′1···A′t(x)dx.

L2(Rn, Fk)上的内积为上述内积的自然限制. 下面的引理用在形式伴随算子的计算中(参考[27,
引理2.1]).

引引引理理理3.1 对任意f, F ∈ C∞(Rn,⊗tRn), 有
n∑

A1,··· ,At=1

f[A1···At]F[A1···At] =
n∑

A1,··· ,At=1

f[A1···At]FA1···At .

以下给出Calabi复形中算子的形式伴随算子(一般常曲率Riemann流形上的的计算可参考[5]).

命命命题题题3.1

1) D0的形式伴随算子D∗0 : C∞(Rn,¯2Rn) → C∞(Rn,Rn)为(D∗0f)i = −
n∑

j=1

∂jfij .

2) D1的形式伴随算子D∗1 : C∞(Rn, E1) → C∞(Rn,¯2Rn)为(D∗1f)ij = 2
n∑

s,t=1

∂s∂tfsi;tj .

3) Dk (k = 2, · · · , n− 1)的形式伴随算子D∗k : C∞(Rn, Ek) → C∞(Rn, Ek−1)为

(D∗kf)i1i2···ik;j1j2
= −

n∑
s=1

∂sfsi1i2···ik;j1j2 −
1
k

(∂sfj1i1i2···ik;j2s − ∂sfj2i1i2···ik;j1s) .

证证证 1)和2)直接分部积分可得到, 以下证明3). 先验证D∗kf ∈ C∞(Rn, Ek−1), 直接计算得

(D∗kf)[i1i2···ik;j1]j2
= −

n∑
s=1

(
∂sfs[i1i2···ik;j1]j2 −

1
k

∂sf[j1i1i2···ik];j2s +
1
k

∂sfj2[i1i2···ik;j1]s

)
=

−
n∑

s=1

1
k + 1

(
(k + 2)∂sf[i1i2···ik;j1]j2 − ∂sfj1i1i2···ik;sj2

)− 1
k

n∑
s=1

∂sfj1i1i2···ik;j2s+

1
k(k + 1)

n∑
s=1

(
(k + 2)f[j2i2i2···ik;j1]s − ∂sfj1i1i2···ik;j2s

)
=

n∑
s=1

(
1

k + 1
∂sfj1i1i2···ik;sj2 −

1
k

∂sfj1i1i2···ik;sj2 −
1

k(k + 1)
∂sfj1i1i2···ik;j2s

)
= 0,

这里第三个等号来自于(8). 对任意g ∈ C∞(Rn, Ek−1), 有
n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(gi1···ik;j1j2 , ∂sfj1i1i2···ik;j2s − ∂sfj2i1i2···ik;j1s) =

n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(
gi1···ik;j1j2 , ∂sf[j1i2i2···ik];j2s − ∂sf[j2i1i2···ik];j1s

)
=

n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(
g[i1···ik;j1]j2 , ∂sf[j1i2i2···ik];j2s

)
+

(
g[i1···ik;j2]j1∂sf[j2i1i2···ik];j1s

)
= 0,



罗 欣: Calabi复形的极限Sobolev不等式 151

这里第二个等号来自于引理3.1. 于是有对任意g ∈ C∞(Rn, Ek−1)以及f ∈ C∞(Rn, Ek), 有

(g,D∗kf) =
n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(gi1···ik;j1j2 ,−∂sfsi1···ik;j1j2) =

n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(∂sgi1···ik;j1j2 , fsi1···ik;j1j2) =
n∑

s,i1,··· ,ik,j1,j2=1

(
∂[sgi1···ik];j1j2 , fsi1···ik;j1j2

)
=

(Dkg, f) ,

由形式伴随算子的唯一性即得结论.

§4 Calabi复形的椭圆性

设V, W为有限维实向量空间. 假设A(D)为Rn上的从V到W的l阶齐次常系数线性微分算子,
即

A(D)u =
∑

α∈Nn

|α|=l

Aα(∂αu),

其中Aα为从V到W的线性映射. 算子A(D)的象征σA(ξ) : V → W (精确到乘上一个非零常数)定
义为

σA(ξ)u =
∑

α∈Nn

|α|=l

ξαAαu,

其中ξ ∈ Rn, 从而σA(ξ)为从V到W的线性映射. 若对于任意ξ ∈ Rn \ {0}, σA(ξ)都是单射, 则
称A(D)为椭圆算子.

一般地, 考虑齐次微分算子序列
Γ (F0)

D0−−→ Γ (F1)
D1−−→ Γ (F2)

D2−−→ · · · Dn−1−−−→ Γ (Fn),
如果DjDj−1 = 0对j = 1, · · · , n − 1, 则称上述序列为微分复形, 记作(Γ (Fj),Dj). 对于微分复
形(Γ (Fj),Dj), 称其是正合的, 如果KerDj = ImDj−1, j = 1, · · · , n − 1. 研究一个微分复形在
什么条件下为正合的是微分复形领域的基本问题, 一个常见的条件是微分复形的椭圆性. 称微
分复形(Γ (Fj),Dj)为椭圆复形, 如果对任意ξ ∈ Rn \ {0}, 其对应的象征序列(Fj , σDj (ξ))都是正
合列. 椭圆复形的名称最初是Atiyah, Singer与Bott等人在研究椭圆算子的指标时引入的[28-30],
微分复形的椭圆性是Hodge理论的起点[31]. 在本小节中, 证明Calabi复形是椭圆复形, 为此先证
明Calabi复形中算子象征的等变性.

引引引理理理4.1 设k = 0, 1, · · · , n− 1, 对任意ξ ∈ Rn以及任意g ∈ GL(n)有
g · (σDk

(ξ)v) = σDk
(gξ)(g · v)

对任意v ∈ Fk成立.

证证证 分三种情形证明.

情情情形形形1 k = 0. 由群作用(14)及定义(10)知

(g · (σD0(ξ)v))ij =
1
2

n∑

i′,j′=1

gii′gjj′ (ξi′vj′ + ξj′vi′) =

1
2

n∑

i′,j′=1

(gii′ξi′gjj′vj′ + gjj′ξj′gii′vi′) = (σDk
(gξ)(g · v))ij .
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情情情形形形2 k = 1. 由群作用(14)及定义(11)知
(g · (σD1(ξ)v))ij;kl =

1
2

n∑

i′,j′,k′,l′=1

gii′gjj′gkk′gll′ (ξi′ξk′vj′l′ + ξj′ξl′vi′k′ − ξj′ξk′vj′l′ − ξi′ξl′vj′k′) =

1
2

n∑

i′,j′,k′,l′=1

(gii′ξi′gkk′ξk′gjj′gll′vj′l′ + gjj′ξj′gll′ξl′gii′gkk′vi′k′)−

1
2

n∑

i′,j′,k′,l′=1

(gjj′ξj′gkk′ξk′gii′gll′vi′l′ − gii′ξi′gll′ξl′gjj′gkk′vj′k′) = (σD1(gξ)(g · v))ij;kl .

情情情形形形3 k = 2, 3, · · ·n− 1. 由群作用(14)及定义(12), (9)知
(g · (σDk

(ξ)v))i1i2···ik+1;j1j2
=

n∑

i′1,···j′2=1

gi1i′1gi2i′2 · · · gik+1i′k+1
gj1j′1gj2j′2ξ[i′1vi′2···i′k+1];j

′
1j′2 =

1
(k + 1)!

n∑

i′1,··· ,j′2=1

∑

σ∈Sk+1

(−1)sign(σ)gi1i′1gi2i′2 · · · gik+1i′k+1
gj1j′1gj2j′2ξi′

σ(1)
vi′

σ(2)···i′σ(k+1);j
′
1j′2 =

1
(k + 1)!

×
n∑

i′1,··· ,j′2=1

∑

σ∈Sk+1

(−1)sign(σ)giσ(1)i
′
σ(1)

ξi′
σ(1)

giσ(2)i
′
σ(2)

· · · giσ(k+1)i
′
σ(k+1)

gj1j′1gj2j′2vi′
σ(2)···i′σ(k+1);j

′
1j′2 =

1
(k + 1)!

∑

σ∈Sk+1

(−1)sign(σ) (gξ)iσ(1)
(g · v)iσ(2)···iσ(k+1);j1j2

=

(gξ)[i1 (g · v)i2···ik+1];j1j2 = (σD1(gξ)(g · v))i1···ik+1;j1j2
.

命命命题题题4.1 对于任意ξ ∈ Rn \ {0}. 象征序列
0 −→ Rn σD0 (ξ)−−−−→ ¯2Rn σD1 (ξ)−−−−→ E1

σD2 (ξ)−−−−→ E2

σD3 (ξ)−−−−→ · · · σDn−1 (ξ)−−−−−−→ En−1 −→ 0
是正合的. 即kerσ0(ξ) = {0},以及

KerσDk
(ξ) = Im σDk−1(ξ), k = 1, · · · , n− 1,

且σn−1(ξ)是一个满射.

证证证 由引理4.1, 只需对ξ = e1 = (1, 0, · · · , 0)验证即可. 事实上, 假设对ξ = e1证明了结论,
对于一般的ξ ∈ Rn \ {0}, 总存在某个A ∈ GL(n)使得Ae1 = ξ. 设k = 1, · · · , n− 1. 若v ∈ Fk 满

足σDk
(ξ)v = 0, 则

0 = σDk
(ξ)v = σDk

(Ae1)(AA−1 · v) = A · (σDk
(e1)(A−1 · v)

)
.

于是有σDk
(e1)(A−1 · v) = 0, 从而存在u ∈ Fk−1使得σDk−1(e1)u = A−1 · v, 进一步有

σDk−1(ξ)(A · u) = A · (σDk−1(e1)u
)

= v.

同理可证明σD0(ξ), σDn−1(ξ)为单射与满射分别等价于σD0(e1), σDn−1(e1)为单射与满射. 下面
对ξ = e1证明结论, 分几种情形讨论.

情情情形形形1 k = 0. 设u ∈ KerσD0(e1), 则0 = (σD0(e1)u)1j = 1
2 (uj + δ1ju1), 由此显然有uj =

0, j = 1, · · · , n.
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情情情形形形2 k = 1. 设v ∈ KerσD1(e1). 取u ∈ Rn使得

ui =

{
v11, i = 1,

2v1i, i ≥ 2.

则有σD0(e1)u = v.

情情情形形形3 k = 2. 设v ∈ KerσD2(e1), 则
0 = δ1[i1vi2i3];j1j2 .

若i, j ≥ 2, 则由上式知vij;kl = 0, 由于vkl;ij = vij;kl, 故只有形如v1j1l (j, l ≥ 2)的分量才可能非0.
令ujl = 2v1j;1l, 由于v1i;1j = v1j;1i, 于是有u = (ujl) ∈ ¯2Rn. 注意到

(σD1(e1)u)ij;kl =
1
2

(δ1iδ1kujl + δ1jδ1luik − δ1jδ1kuil − δ1iδ1lujk) ,

故显然有σD1(e1)u = v.

情情情形形形4 k = 3, · · · , n− 1. 设v ∈ KerσDk
(e1), 则

0 = (σDk
(e1)v)i1i2···ik+1;j1j2

= δ1[i1vi2i3···ik+1];j1j2 .

若i2, i3, · · · , ik+1 ≥ 2, 则由上式知vi2···ik+1;j1j2 = 0. 令u ∈ ∧k−1Rn ⊗ ∧2Rn满足

ui3···ik+1;j1j2 = v1i3···ik+1;j1j2 ,

则由 (
σDk−1(e1)u

)
1i3···ik+1;j1j2

= δ1[1ui3···ik+1];j1j2 = v1i3···ik+1;j1j2 ,

可得σDk−1(e1)u = v, 故只需验证u ∈ Ek−2. 注意到
u[i3···ik+1;j1]j2 = v1[i3···ik+1;j1]j2 .

若j1 = 1, 则显然有v[1i3···ik+1;j1]j2 = 0. 设j1 ≥ 2, 不妨假设i3, · · · , ik+1 ≥ 2, 则有

v1[i3···ik+1;j1]j2 =
1
k

(
v1i3···ik+1;j1j2 − v1j1i4···ik+1;i3j2 − · · · − v1i3···j1;ik+1j2

)
=

1
k

(
(k + 1) v[1i3···ik+1;j1]j2 + vj1i3···ik+1;1j2

)
= 0.

其中最后一个等号来自于v ∈ Ek−1.

情情情形形形5 k = n. 设v ∈ En−1 = ∧nRn ⊗ ∧2Rn. 类似情形4取u ∈ ∧n−1Rn ⊗ ∧2Rn, 满足
ui2···in;j1j2 = v1i2···in;j1j2 , (15)

则u ∈ En−2. 而
(
σDk−1(e1)u

)
12···n;j1j2

= u23···n;j1j2 = v12···n;j1j2 , 故σDk−1(e1)为满射.

§5 齐次Sobolev空间与Hardy空间

给定l ∈ N, p ≥ 1. 齐次Sobolev空间Ẇ l,p(Rn)定义为C∞c (Rn)在齐次Sobolev范数

‖u‖Ẇ l,p =
(∫

Rn

∣∣Dlu
∣∣p dx

) 1
p

下的完备化. 给定φ ∈ C∞c (Rn)满足
∫
Rn φ(x)dx = 1, 且对t > 0, 设φt(x) = t−nφ(x/t). Hardy空

间Hp(Rn)定义为Hp = {f ∈ S ′(Rn) : supt>0 |f ∗ φt| ∈ Lp(Rn)}. 这里S ′(Rn)为Rn上的缓

增分布空间. 众所周知, 对p > 1有Hp(Rn) = Lp(Rn), 但H1(Rn) ( L1(Rn) (参考[32, p.91]).
设f ∈ L1

loc(R
n), 定义

‖f‖BMO = sup
B

1
Vol(B)

∫

B

|f − f̄B |dx,

这里f̄B := Vol(B)−1
∫

B
fdx, 而sup

B
是对Rn中所有开球B取上确界. 满足‖f‖BMO < ∞的函

数f叫做有界平均振动函数. BMO(Rn)为满足‖f‖BMO < ∞的局部可积函数(赋予通常的线性结
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构)组成的线性空间. 注意‖·‖BMO在BMO(Rn)中只是半范, BMO(Rn)/R赋予‖·‖BMO构成赋范

线性空间. 下面是Stein和Fefferman的经典结果(见[33, 定理2]或[34, 定理3.2.2]).

引引引理理理5.1
(H1(Rn)

)∗ = BMO(Rn)/R.

需要如下经典的Poincaré不等式(见[35, p.291]). 记ūr = Vol(B(x, r))−1
∫

B(x,r)
udy.

引引引理理理5.2 设1 ≤ p ≤ ∞. 则存在正常数C = C(n, p), 使得
‖u− ūr‖Lp(B(x,r)) ≤ Cr ‖Du‖Lp(B(x,r))

对任意Rn中的开球B(x, r)以及任意u ∈ W 1,p(B(x, r))成立.

记Ẇ−l,p(Rn)为l次导数在Lp里的分布构成的空间, 则Ẇ−1, n
n−1 (Rn)为Ẇ 1,n(Rn)的对偶空

间. 下面的引理在主定理Hardy空间部分的证明中需要用到, 由于在现有文献中难以找到其证
明, 在这里给出详细证明, 其中部分证明来自[36, 例1].

引引引理理理5.3 设m为正整数, 则H1(Rn,Rm) ↪→ Ẇ−1, n
n−1 (Rn,Rm).

证证证 只需验证标量函数的情形. 先证明Ẇ 1,n ↪→ BMO. 由引理5.2, 有∫

B(x,r)

∣∣f − f̄r

∣∣ dy ≤ Cr

∫

B(x,r)

|Df |dy.

由Hölder不等式得
∫

B(x,r)

∣∣f − f̄r

∣∣ dy ≤ Crn

(∫

B(x,r)

|Df |ndy

) 1
n

, 从而有

Vol(B(x, r))−1

∫

B(x,r)

∣∣f − f̄r

∣∣ dy ≤ C

(∫

B(x,r)

|Df |ndy

) 1
n

,

进一步有‖f‖BMO ≤ C ‖f‖Ẇ 1,n . 设f ∈ H1, g ∈ Ẇ 1,n, 则g ∈ BMO, 于是由引理5.1有

|(f, g)| ≤ C ‖f‖H1 ‖g‖BMO ≤ C ′ ‖f‖H1 ‖g‖Ẇ 1,n .

故f可视作Ẇ 1,n上的连续线性泛函, 且‖f‖
Ẇ
−1, n

n−1
≤ C ′ ‖f‖H1 .

§6 齐次Sobolev空间与Hardy空间

以下所考虑微分算子都假设是常系数齐次线性的. 2013年, Van Schaftingen[11,定理1.3]给出

了如下刻画.

命命命题题题6.1 设A(D)为Rn上的从V到W的l阶齐次微分算子. 估计∥∥Dl−1u
∥∥

L
n

n−1
≤ C ‖A(D)u‖L1

成立当且仅当A(D)为椭圆的且满足canceling性质.

下面对以上命题涉及到的canceling性质作出解释. 设A(D)为Rn上的从V到W的l阶齐次微

分算子, 如果微分算子A(D)满足
⋂

ξ∈Rn\{0}
Im σA(D)(ξ) = {0}, 则称A(D)满足canceling性质. 对

于非canceling的算子, 则有如下结果[11, 命题7.6].

命命命题题题6.2 设n ≥ 2 且A(D)为Rn上的从V到W的椭圆微分算子. 设P为E到⋂

ξ∈Rn\{0}
Im σA(D)(ξ)

的投影. 对任意u ∈ C∞c (Rn, V ), 有∥∥Dl−1u
∥∥

L
n

n−1
≤ C

(
‖P ◦A(D)u‖

Ẇ
−1, n

n−1
+ ‖(Id−P) ◦A(D)u‖L1

)
.

以下将命题6.1推广至微分复形.
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定定定理理理6.1 给定l阶算子构成的微分复形

C∞(Rn, V1)
D1−−→ C∞(Rn, V2)

D2−−→ C∞(Rn, V3).
估计

∥∥Dl−1u
∥∥

L
n

n−1
≤ C (‖D∗1u‖L1 + ‖D2u‖L1)成立当且仅当该复形为椭圆复形且算子D∗1和D2都

是canceling的.

证证证 设ξ 6= 0. 先证明充分性. 复形的椭圆性等价于(D∗1 ,D2) : C∞(Rn, V2) → C∞(Rn, V1)×
C∞(Rn, V3)是椭圆的. 事实上, 假设该复形为椭圆复形. 设v ∈ V2 满足σD2(ξ)v = σD∗1 (ξ)v = 0,
则存在u ∈ V1使得σD1(ξ)u = v. 于是有

0 =
(
σD∗1 (ξ)σD1(ξ)u, u

)
= (σD1(ξ)u, σD1(ξ)u) ,

从而v = 0. 反之, 设(D∗1 ,D2)为椭圆算子. 由复形的定义有
Im σD1(ξ) ⊂ KerσD2(ξ),

于是有正交分解

KerσD2(ξ) = Im σD1(ξ)⊕KerσD2(ξ) ∩ Im σD1(ξ)
⊥. (16)

由(D∗1 ,D2)的椭圆性可得到
KerσD∗1 (ξ) ∩KerσD2(ξ) = 0. (17)

注意到KerσD∗1 (ξ) = Im σD1(ξ)
⊥, 由(17)与(16)即得到该复形的椭圆性. 由命题6.1, 只需证

明(D∗1 ,D2)为canceling的. 注意到
Im(σD∗1 (ξ), σD2(ξ)) ⊂ (ImσD∗1 (ξ), ImσD2(ξ)), (18)

故由假设D∗1 ,D2都是canceling的, 即得结论.
现在证明必要性. 由命题6.1知该复形为椭圆复形且(D∗1 ,D2)为canceling的, 故只需证明

Im(σD∗1 (ξ), σD2(ξ)) = (ImσD∗1 (ξ), ImσD2(ξ)), (19)
而由(18)知, (19)等价于

dim Im(σD∗1 (ξ), σD2(ξ)) = dim Im(σD∗1 (ξ)) + dim Im(σD2(ξ)). (20)
由同态基本定理知道(20)右端等于

2 dim V2 − dimKer(σD∗1 (ξ))− dimKer(σD2(ξ)). (21)
左端等于

dimV2 − dimKer(σD∗1 (ξ), σD2(ξ)). (22)
由于复形为椭圆复形, 故Ker(σD∗1 (ξ)) = Im(σD1(ξ))

⊥ = Ker(σD2(ξ))
⊥.

于是有

Ker(σD∗1 (ξ), σD2(ξ)) = {0} 且 dimKer(σD∗1 (ξ)) + dim Ker(σD2(ξ)) = dimV2. (23)
由(21)-(23)即可得到(20).

对于具体的例子的验证, 下面的对偶概念似乎更为有效. 给定Rn上的齐次微分算子A(D),
称其为cocanceling的, 如果成立

⋂
ξ∈Rn\{0}KerσA(D)(ξ) = {0}.

推推推论论论6.1 给定l阶算子构成的椭圆微分复形

C∞(Rn, V0)
D0−−→ C∞(Rn, V1)

D1−−→ C∞(Rn, V2)
D2−−→ C∞(Rn, V3)

D3−−→ C∞(Rn, V4).
估计

∥∥Dl−1u
∥∥

L
n

n−1
≤ C (‖D∗1u‖L1 + ‖D2u‖L1)成立当且仅当D∗0与D3都是cocanceling的.

证证证 由复形的椭圆性, 有KerσD3(ξ) = Im σD2(ξ), KerσD∗0 (ξ) = Im σD∗1 (ξ). 从而D∗1 ,D2

为canceling的当且仅当D∗0 ,D3分别为cocanceling的. 由定理6.1即得结论.

现在可以叙述本文的主要结果.

命命命题题题6.1 Calabi复形中的微分算子Dk以及其形式伴随算子D∗k都是cocanceling的.
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证证证 由于Calabi复形中的算子具有不同形式, 将证明分为6种情形.

情情情形形形1 k = 0. 由Calabi复形的椭圆性知D0为椭圆算子, 故更满足cocanceling性质.

情情情形形形2 k = 1. 对任意j, l, 至少存在一个m ∈ {1, 2, · · · , n}使得j, l 6= m, 若f ∈ KerσD1(em),

则0 = (σD1(em)f)mj;ml =
1
2
fjl. 从而D1为cocanceling的.

情情情形形形3 k = 2, · · · , n− 1.

注意到k ≤ n−1, ∀i2, · · · , ik+1, j1, j2,至少存在一个m ∈ {1, 2, · · · , n}使得i2, · · · , ik+1 6= m.
则由f ∈ KerσDk

(em), 得0 = (σDk
(em)f)mi2···ik+1;j1j2

= fi2···ik+1;j1j2 . 故Dk为cocanceling算子.

下面考虑对偶算子的情形.

情情情形形形4 k = 0. 由命题3.1, 知f ∈ KerσD∗0 (em)等价于0 = (D∗0f)j = −fmj . 由m, j的任意性

即得结论.

情情情形形形5 k = 1. 设f ∈ Ek且满足f ∈ KerσD∗1 (em), 则
0 =

(
σD∗2 (em)f

)
ij

= fmi;mj . (24)
再取ξpq = ep + eq, 若f ∈ KerσDk

(ξpq), 则

0 =
(
σD∗2 (ξpq)f

)
ij

= fpi;pj + fqi;qj + fpi;qj + fqi;pj . (25)

由(24), (25)得
fpi;qj = −fqi;pj . (26)

而由f ∈ Ek, 得
fpi;qj + fiq;pj + fqp,ij = 0 (27)

将(26)代入(27)得
fqp;ij = 2fqi;pj (28)

反复利用(28)得fqp;ij = 2fqi;pj = 4fqp;ij , 即fqp,ij = 0, 由指标的任意性得f = 0.

情情情形形形6 k = 2, · · · , n− 1. 对任意j1, j2以及任意i1, i2, · · · , ik+1, 设f ∈ KerσD∗1 (ei1), 得

0 =
(
σD∗k(ei1)f

)
i2···ik+1;j1j2

= −fi1i2··· ,ik+1;j1j2 +
1
k

(
fj1i2···ik+1;i1j2 + fj2i2···ik+1;j1i1

)
,

即

fi1i2··· ,ik+1;j1j2 =
1
k

(
fj1i2···ik+1;i1j2 + fj2i2···ik+1;j1i1

)
. (29)

将(29)右端两项分别代入左端, 再次利用(29)得

fi1i2··· ,ik+1;j1j2 =
2− k

k2
fi1i2··· ,ik+1;j1j2 ,

注意到k ≥ 2, 于是有fi1i2··· ,ik+1;j1j2 = 0.

现在可以证明主定理1.1了.

定定定理理理1.1的的的证证证明明明 由命题4.1, 推论6.1, 以及定理6.2可直接得到(1)和(2). 注意到
KerσD∗2D2(ξ) = Ker (σD2(ξ)

∗σD2(ξ)) = KerσD2(ξ), 则由定理6.2以及推论6.1有
‖Du‖

L
n

n−1
≤ C (‖D∗1u‖L1 + ‖D∗2D2u‖L1) .

再由Sobolev嵌入‖u‖
L

n
n−2

≤ C ‖Du‖
L

n
n−1

, 即得到(4). 由(19), 命题4.1以及定理6.2有

⋂

ξ∈Rn\{0}
Im(σD∗n−2

(ξ), σDn−1(ξ)) =


 ⋂

ξ∈Rn\{0}
ImσD∗n−2

(ξ),
⋂

ξ∈Rn\{0}
ImσDn−1(ξ)


 =


0,

⋂

ξ∈Rn\{0}
ImσDn−1(ξ)


 ,
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则由命题6.2知‖u‖
L

n
n−1

≤ C
(
‖Dn−1u‖Ẇ

−1, n
n−1

+
∥∥D∗n−2u

∥∥
L1

)
. 再由嵌入H1 ↪→ Ẇ−1, n

n−1 (引
理5.3), 可以得到(5). (3)的证明类似于(4), (5).
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Limiting Sobolev inequalities for Calabi complex

LUO Xin

(School of Math. Sci., Zhejiang Univ., Hangzhou 310058, China)

Abstract: The limiting case of the Korn inequality is extended to the Calabi complex whose

first operator is the symmetric gradient In certain cases, the corresponding inequalities require Hardy

space H1 in place of Lebesgue space L1. The extension relies on a extension of Van Schaftingen’s

characterization to differential complexes. In addition, a direct proof of the ellipticity of Calabi complex

is obtained.
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