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三维连续型随机变量条件概率的计算

丁尚文

(合肥工业大学 数学学院, 安徽合肥 230009)

摘 要: 该文给出了弯曲柱体的定义及其参数方程. 文中将空间曲线视为弯曲柱体在

母圆半径趋于零时的极限情形, 并结合弯曲柱体上的三重积分换元方法, 建立了三维

随机变量落在空间曲线上的条件概率计算方法.
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§1 引 言

条件概率是概率论与数理统计中的重要概念. 对于多维随机变量的条件概率计算问题,

已有诸多学者进行了深入研究. 文献[1]建立了二维连续型随机变量条件概率的基本计算框

架: 设二维连续型随机变量(X, Y )的密度函数为f(x, y). 若边缘概率密度函数fY (y0) > 0时,

则随机变量X在Y = y0条件下的概率密度函数定义为fX|Y (x|y0) = f(x,y0)
fY (y0)

, 相应的条件概

率表示为P{a ≤ X ≤ b | Y = y0} =
∫ b

a
fX|Y (x | y0) dx, 其中常数a < b. 进一步地, 文

献[2]针对马氏环境下的复合二项模型, 提出了条件概率的具体计算方法. 此外, 文献[3-

4]研究了二维随机变量(X, Y )落在光滑平面曲线L上的条件概率问题, 分别给出了条件概

率P{c ≤ Y ≤ d|(X, Y ) ∈ L}和P{a ≤ X ≤ b|(X, Y ) ∈ L}的计算公式. 然而, 上述研究均局限于

二维随机变量的情形. 在上述研究的基础上, 本文将问题拓展至三维空间, 研究三维连续型随机

变量(X, Y, Z)落在空间曲线Γ上的条件概率计算问题. 由于P{(X, Y, Z) ∈ Γ} = 0, 条件概率计

算公式在此不可直接使用, 因此需要借助邻域极限来刻画沿空间曲线的条件概率. 此外, 空间曲

线与平面曲线的几何性质存在本质差异: 空间曲线可视为三维空间中弯曲柱体的极限情形, 这使

得二维随机变量的条件概率计算方法(如文献[2-4]所述)难以直接推广至三维空间. 针对上述问

题, 从弯曲柱体的极限表达形式出发, 通过构造弯曲柱体的参数方程, 并利用极限过程重新定义

空间曲线上的条件概率, 从而解决三维随机变量的条件概率计算问题.
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§2 弯曲柱体和空间曲线
定义1 曲面Σ由圆心在曲线上半径为ε的动圆l沿着空间光滑曲线Γ从一端移动到另外一端

所生成. 移动过程中圆面始终与曲线Γ上的切线垂直. 为了叙述简便, 将空间曲面Σ称为弯曲柱

面Σ , 对应的有界闭空间区域Ω称为弯曲柱体Ω . 曲线Γ称为弯曲柱面Σ的准线, 动圆l称为弯曲

柱面Σ的母圆(见图1).

图1 弯曲柱体

定义2 当母圆半径ε → 0+时, 相应弯曲柱体Ω收缩到其准线Γ , 因此空间曲线Γ可视为弯

曲柱体Ω的极限表达.

§3 主要结论
定理3.1 设曲线Γ为弯曲柱面Σ的准线, 其参数方程r(t) : x = φ(t), y = ϕ(t), z =

γ(t), t1 ≤ t ≤ t2, 且Γ为一条C2正则曲线. 动圆l(半径ε)为弯曲柱面Σ的母圆(见图1). 则弯曲柱

体Ω的参数方程为x̃ = φ(t) + eρ cos θ − abegρ sin θ, ỹ = ϕ(t) + g
eρ sin θ, z̃ = γ(t) + aeρ cos θ −

a2begρ sin θ + bg
e ρ sin θ, t1 ≤ t ≤ t2, 0 ≤ ρ ≤ ε, 0 ≤ θ ≤ 2π, 且其Jacobian行列式J(t, ρ, θ) =

∂(x̃,ỹ,z̃)
∂(t,ρ,θ)为

J(t, ρ, θ) =
(
a′U + b′V

)
g ρ + sgn(γ′) ‖r′(t)‖ρ,

其中a = −φ′(t)
γ′(t) , b = −ϕ′(t)

γ′(t) , e = (1 + a2)−
1
2 , g = (1 + a2 + b2)−

1
2 .

证 设动圆圆心M0坐标为(φ(t), ϕ(t), γ(t)). 设弯曲柱面Σ上动点M的坐标为M(x, y, z), 则



(x− φ(t))2 + (y − ϕ(t))2 + (z − γ(t))2 = ε2,

φ′(t) (x− φ(t)) + ϕ′(t) (y − ϕ(t)) + γ′(t) (z − γ(t)) = 0.

由于φ′(t), ϕ′(t), γ′(t)至少有一个不为零, 假设γ′(t) 6= 0, 将上式化简为



(x− φ(t))2 + (y − ϕ(t))2 + (z − γ(t))2 = ε2,

z − γ(t) = −φ′(t)
γ′(t)

(x− φ(t))− ϕ′(t)
γ′(t)

(y − ϕ(t)).

令x− φ(t) = U, y − ϕ(t) = V, z − γ(t) = W,a = −φ′(t)
γ′(t) , b = −ϕ′(t)

γ′(t) , 则弯曲柱面Σ满足的约束方
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程为 



U2 + V 2 + W 2 = ε2,

W = aU + bV.

令(1 + a2)−
1
2 = e, (1 + a2 + b2)−

1
2 = g, 进一步化简得到弯曲柱面Σ的参数方程为V = g

eε sin θ,

U = eε cos θ − abegε sin θ, W = aU + bV , 其中t1 ≤ t ≤ t2, 0 ≤ θ ≤ 2π.

设弯曲柱体Ω上的任意一点为(x̃, ỹ, z̃), 根据弯曲柱面Σ参数方程可得到弯曲柱体Ω的参数

方程为x̃ = φ(t) + eρ cos θ− abegρ sin θ, ỹ = ϕ(t) + g
eρ sin θ, z̃ = γ(t) + aeρ cos θ− a2begρ sin θ +

bg
e ρ sin θ, t1 ≤ t ≤ t2, 0 ≤ ρ ≤ ε, 0 ≤ θ ≤ 2π. 因此定理3.1的结论(1)得证.

再证明Jacobian行列式为J(t, ρ, θ) =
(
a′U + b′V

)
g ρ + sgn(γ′) ‖r′(t)‖ρ.

根据U = eρ cos θ − ab e g ρ sin θ, V = g
e ρ sin θ, W = aU + bV, 将J(t, ρ, θ)按行列式展开并

将W = aU + bV代入行列式, 化简得到

J(t, ρ, θ) =
(
Wt − aUt − bVt

)∂(U, V )
∂(ρ, θ)

+
(
γ′(t)− aφ′(t)− bϕ′(t)

)∂(U, V )
∂(ρ, θ)

.

由

∂(U, V )
∂(ρ, θ)

=

∣∣∣∣∣∣
e cos θ −eρ sin θ
g

e
sin θ

g

e
ρ cos θ

∣∣∣∣∣∣
= g ρ,

以及Wt = a′U + aUt + b′V + b Vt, 进一步化简得到

J(t, ρ, θ) =
(
a′U + b′V

)
g ρ +

(
γ′(t)− aφ′(t)− b ϕ′(t)

)
g ρ.

由已知条件r(t) = (φ(t), ϕ(t), γ(t)), a = −φ′

γ′ , b = −ϕ′

γ′ , g = (1 + a2 + b2)−
1
2 , γ′(t) 6= 0, 得到

γ′ − aφ′ − bϕ′ = γ′ −
(
−φ′

γ′

)
φ′ −

(
−ϕ′

γ′

)
ϕ′ = γ′ +

φ′2 + ϕ′2

γ′
=

φ′2 + ϕ′2 + γ′2

γ′
=
‖r′(t)‖2

γ′
.

因为

g = (1 + a2 + b2)−
1
2 =

(
1 +

φ′2 + ϕ′2

γ′2

)− 1
2

=
|γ′|√

φ′2 + ϕ′2 + γ′2
=

|γ′|
‖r′(t)‖ ,

所以

(γ′ − aφ′ − bϕ′) g =
‖r′(t)‖2

γ′
· |γ′|
‖r′(t)‖ = ‖r′(t)‖ · |γ

′|
γ′

= sgn(γ′) ‖r′(t)‖,
即得到定理3.1的结论(2).

注 若某点处γ′(t) = 0, 则可改取φ′(t) 6= 0或ϕ′(t) 6= 0的分量, 按同样的方法作局部参数化

处理.

定理3.2 已知三维连续型随机变量(X, Y, Z)在有界闭空间区域Ω上取值, 其密度函

数f(x, y, z)在Ω上一阶连续可微, f(x, y, z) ≥ 0, (x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = 0, (x, y, z) /∈ Ω .

记空间曲线

Γ : r(t) = (φ(t), ϕ(t), γ(t)), t1 ≤ t ≤ t2,

为包含在int(Ω)内的一条C2正则曲线, 且φ(t)在区间[t1, t2]上严格单调, f(x, y, z)在空间曲线Γ上

不恒为零, 则

P{x0 ≤ X ≤ x1 | (X, Y, Z) ∈ Γ} =

∫

t∈Ix

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ∥∥r′(t)
∥∥dt

∫ t2

t1

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ∥∥r′(t)
∥∥dt

,
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图2 弯曲柱面Σ与空间曲线Γ在Ω内的位置

其中Ix = { t ∈ [t1, t2] | x0 ≤ φ(t) ≤ x1 }.
证 由弯曲柱面Σ围成的有界闭区域记为Ωε(见图2). 由于空间曲线Γ是零测集, 条件概

率P{x0 ≤ X ≤ x1 | (X, Y, Z) ∈ Γ}可采用极限形式表达为
P{x0 ≤ X ≤ x1 | (X, Y, Z) ∈ Γ} = lim

ε→0+

P{(X, Y, Z) ∈ Ωε,x}
P{(X, Y, Z) ∈ Ωε} ,

其中Ωε,x是Ωε中满足x0 ≤ X ≤ x1的子区域(对应于曲线段Γx的弯曲柱体).

先讨论某一局部区间上γ′(t) 6= 0的情形. 由定理3.1结论直接得到弯曲柱体Ωε的参数方程

为x̃ = φ(t)+eρ cos θ−abegρ sin θ, ỹ = ϕ(t)+ g
eρ sin θ, z̃ = γ(t)+aeρ cos θ−a2begρ sin θ+ bg

e ρ sin θ,

其中t ∈ [t1, t2], 0 ≤ ρ ≤ ε, 0 ≤ θ ≤ 2π, 并且Jacobian行列式为

J(t, ρ, θ) =
(
a′U + b′V

)
gρ + sgn(γ′(t))‖r′(t)‖ρ.

以下证明中, 记号O(ρ)表示当ρ → 0+时的渐近估计. 具体地, 若A(t, ρ, θ) = O(ρ),则表示存

在与ρ无关的常数C > 0及充分小的δ > 0, 使得当0 < ρ < δ时, 对所考虑范围内的一切参数t, θ,

均有|A(t, ρ, θ)| ≤ Cρ. O(ρ2)的定义类似.

由于a, b, e, g, a′, b′在闭区间[t1, t2]上连续, 故它们在该区间上有界, 从而存在常数C0 > 0, 使

得对任意t ∈ [t1, t2], 0 ≤ ρ ≤ ε, 0 ≤ θ ≤ 2π,都有

|U |+ |V |+ |W | ≤ C0ρ.

由

J(t, ρ, θ) =
(
a′U + b′V

)
gρ + sgn(γ′(t))‖r′(t)‖ρ,

以及U = O(ρ), V = O(ρ), 可得 (
a′U + b′V

)
gρ = O(ρ2),

故

J(t, ρ, θ) = sgn(γ′(t))‖r′(t)‖ρ + O(ρ2).

又由于在所讨论的闭区间上γ′(t) 6= 0, 故γ′(t)不变号, 从而

|J(t, ρ, θ)| = ‖r′(t)‖ρ + O(ρ2),

其中O(ρ2)对t, θ一致成立.

另一方面, 因为f(x, y, z)在Ω上一阶连续可微, 且Ω为有界闭区域, 故f在Ω上满足Lipschitz
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条件, 即存在常数M > 0, 使得对任意(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ Ω , 有

|f(x1, y1, z1)− f(x2, y2, z2)| ≤ M
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

)
.

从而 ∣∣f(φ(t) + U,ϕ(t) + V, γ(t) + W )− f(φ(t), ϕ(t), γ(t))
∣∣ ≤ M

(|U |+ |V |+ |W |) ≤ C1ρ,

其中C1 = MC0. 因此f(φ(t) + U,ϕ(t) + V, γ(t) + W ) = f(φ(t), ϕ(t), γ(t)) + O(ρ), 于是

f
(
φ(t) + U,ϕ(t) + V, γ(t) + W

) |J | = f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖ ρ + O(ρ2),

其中O(ρ), O(ρ2)对t, θ一致成立.

先计算分母表达式. 记Dε = P{(X, Y, Z) ∈ Ωε}, 则
Dε =

∫ t2

t1

∫ ε

0

∫ 2π

0

f
(
φ(t) + U,ϕ(t) + V, γ(t) + W

) |J |dθ dρ dt.

代入上式可得

Dε =
∫ t2

t1

∫ ε

0

∫ 2π

0

(
f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖ ρ + O(ρ2)
)

dθ dρ dt,

进一步化简得到

Dε = πε2

∫ t2

t1

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt + O(ε3).

记I =
∫ t2

t1
f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt, 由条件I > 0并进一步化简得到分母表达式为

Dε = πε2I + O(ε3).

再计算分子表达式. 由于φ在[t1, t2]上严格单调，集合Ix = { t ∈ [t1, t2] | x0 ≤ φ(t) ≤ x1 }
是[t1, t2] 的一个区间或空集. 若Ix = ∅，则分子直接为0. 以下只讨论Ix 6= ∅ 的情形.

设Ix = [α, β] ⊂ [t1, t2], 空间曲线Γx = {r(t) : α ≤ t ≤ β}, 其对应的弯曲柱体记为Ωε,x.

对Ωε,x与分母完全相同地计算, 可得

P{(X, Y, Z) ∈ Ωε,x} = πε2

∫ β

α

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt + O(ε3).

即得到分子表达式Nε = πε2

∫

t∈Ix

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt + O(ε3). 因此

P{x0 ≤ X ≤ x1 | (X, Y, Z) ∈ Γ} = lim
ε→0+

Nε

Dε
=

∫

t∈Ix

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt

∫ t2

t1

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

) ‖r′(t)‖dt

,

其中Ix = { t ∈ [t1, t2] | x0 ≤ φ(t) ≤ x1 }.
注 由于Γ为C2正则曲线, 对每个t ∈ [t1, t2], 至少有一个分量导数非零. 因此可将[t1, t2]分

成有限个闭子区间, 使得在每一子区间上可选取一个非零导数分量, 并据此建立局部参数化. 由

于各局部参数块只在边界处相接, 边界为零测集, 故总概率可由各段相加得到, 因此上述估计仍

然成立.

例1 有界闭空间区域Ω由抛物面z = x2+y2 和z = 2−(x2+y2)所围成. 随机变量(X, Y, Z)

在Ω上取值, 密度函数为

f(x, y, z) =





z

π
, (x, y, z) ∈ Ω ,

0, (x, y, z) /∈ Ω .

空间曲线Γ为包含在Ω内的一条光滑曲线，其参数方程为(x, y, z) = (t, 0, t2 + 1
2 ), 0 ≤ t ≤ 1

2 . 以
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下计算P
{

0 ≤ X ≤
√

3
6

∣∣∣ (X, Y, Z) ∈ Γ
}

.

将φ(t) = t, ϕ(t) = 0, γ(t) = t2 + 1
2 代入f(x, y, z) = z

π 得到

f
(
φ(t), ϕ(t), γ(t)

)
=

t2 + 1
2

π
,

∥∥r′(t)
∥∥ =

√
1 + 4t2,

并记I[0,
√

3/6] = [0,
√

3/6], [t1, t2] = [0, 1/2]. 由定理3.2

P
{

0 ≤ X ≤
√

3
6

∣∣∣ (X, Y, Z) ∈ Γ
}

=

∫ √
3/6

0

(
t2 + 1

2

)√
1 + 4t2 dt

∫ 1/2

0

(
t2 + 1

2

)√
1 + 4t2 dt

=
29
9 + 7

4 ln 3
11
2

√
2 + 7

2 ln(
√

2 + 1)
.

§4 结论
由于空间曲线不同于平面曲线, 将空间曲线视为弯曲柱体在母圆半径趋于零时的极限情形,

利用弯曲柱体的参数方程与三重积分换元方法得到三维连续型随机变量落在空间曲线上的条件

概率计算公式. 该方法避免了在零测集上直接定义条件概率的困难, 为相关问题的处理提供了

一条统一且可操作的计算路径, 对现有的条件概率的计算方法提供了补充.
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Abstract: A definition of a curved cylinder and its parametric equation are given. A space curve

is viewed as the limiting case of a curved cylinder as the radius of its generating circle tends to zero. On

this basis, together with the change-of-variables method for triple integrals on the curved cylinder, a

method is established for calculating the conditional probability of three-dimensional random variables

on a space curve.
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