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摘 要: 将时空有限元方法和混合有限元方法相结合, 构造二维非线性sine-Gordon方

程的H1-Galerkin时空混合有限元离散格式, 不同于传统的H1-Galerkin混合有限元方

法, 所构造格式在时间和空间方向同时使用有限元离散, 能同时得到时空两个方向的

高阶精度, 克服了空间利用有限元离散而时间利用Euler或Crank-Nicoslon等差分离散

得到的时间精度不够高的不足. 理论分析中给出了数值解的稳定性, 并将传统的L2投

影和Ritz投影延拓到时空区域,给出了时空投影算子的定义,并讨论了时空投影算子的

相关性质, 证明了u的时间L2模空间H1模的误差估计和q的时间L2模空间H(div,Ω)模

的误差估计. 最后给出数值算例验证了格式的有效性和可行性以及理论分析结果的合

理性.
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§1 引 言

本文考虑非线性sine-Gordon方程



utt + αut − γ∆u + β sinu = f(X, t), (X, t) ∈ Ω × (0, T ],

u(X, t) = 0, (X, t) ∈ ∂Ω × (0, T ],

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X), (X, t) ∈ Ω ,

(1)

其中Ω ⊂ R2是一个有界域. X = (x1, x2), α, β, γ是正常数, u0(X)和u1(X)是已知的光滑函数.
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Sine-Gordon方程在非线性数学物理领域中有着广泛应用, 常用来描述晶格位错传播、磁

性晶体的Bloch壁运动、沿类脂膜扩张波的传播等, 该方程由于存在多种孤立子解而倍受瞩

目. 对其相关数值方法研究工作有很多, [1]讨论了sine-Gordon方程的三次配点法, [2]提出了一

个交替方向隐格式, 给出收敛性分析. [3]研究了建立在Padè逼近基础上的隐式差分格式, [4]将

一维sine-Gordon方程通过适当变换转化成相应多辛Hamilton偏微分方程, 研究了四阶整体保

能量格式. [5]给出了Neumann边界条件下sine-Gordon方程的高效保能量算法, 所提出数值格

式不仅保持系统的原始能量, 而且通过离散cosine变换进行高效快速求解. [6]给出格子玻尔

兹曼(Lattice Boltzmann)方法, [7]讨论了MQ拟插值法, [8]利用了无网格方法, [9]研究了一类

带扰动的sine-Gordon方程的谱方法. 也有很多利用有限元方法研究sine-Gordon数值解的工

作, [10, 11]基于Hermit矩形元和双线性元的高精度结果和高阶误差渐近展开式证明了超收

敛性质及外推分析, [12]给出了非协调有限元分析的一般格式, [13]提出了改进的移动最小二

乘Ritz法.

本文尝试将H1-Galerkin混合有限元法和时空有限元法相结合, 构造sine-Gordon方程的H1-

Galerkin时空混合有限元离散格式, 所构造格式既保持了H1-Galerkin混合有限元的优点, 又

能得到时空高精度, 目前利用时空混合有限元方法数值求解偏微分方程的工作并不多, [14]和

[15]分别构造了Sobolev方程的H1-Galerkin时空混合有限元分裂格式和连续时空混合有限元方

法. [16]构造了sine-Gordon方程的时间间断时空有限元格式, 但利用的理论分析手段是将有限

元分析与以Radau积分点为节点的Lagrange插值结合. 本文构造的二维非线性sine-Gordon方程

的H1-Galerkin时空混合有限元离散格式, 不同于传统的H1-Galerkin混合有限元方法, 所构造格

式在时间和空间方向同时使用有限元离散, 能同时得到时空两个方向的高阶精度, 克服了空间利

用有限元离散而时间利用Euler或Crank-Nicoslon等差分离散得到的时间精度不够高, 和空间精

度不匹配等的不足, 同时时空有限元空间可以利用不同次数的多项式空间, 理论分析中将传统

的L2投影和Ritz投影延拓到时空区域, 定义时空投影算子, 讨论时空投影算子的相关性质, 证明

了u的时间L2 模空间H1模的误差估计和q的时间L2模空间H(div,Ω)模的误差估计.

§2 H1-Galerkin时空混合有限元离散格式

首先引入一些必要的概念和定义. 本文用到的Sobolev空间及范数都是标准的
[17]

. L2(Ω)的

内积和范数分别用( · )和‖ · ‖表示. 空间W s,p(Ω) = {u |Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ s}, 相应
的范数为‖u‖s,p = {

∑

0≤|α|≤s

‖Dαu‖p
Lp} 1

p . 当p = 2时, 记W s,2(Ω) = Hs(Ω), Hs(Ω)上的内积

为(u, v)Hs =
∑

0≤|α|≤s

(Dαu,Dαv), 用‖ · ‖s表示空间Hs(Ω)(s ≥ 1)的范数. 空间H1
0 (Ω) = {v ∈

H1(Ω)|v|∂Ω = 0}. 记时间区间J = (0, T ), 引入时空Sobolev空间及其相应的范数

Hm(J ;Hp(Ω)) =

{
v(x, t)

∣∣∣∣
∫

J

m∑

i=0

‖ di

dti
v(x, t)‖2pdt < ∞

}
,

‖v‖Hm(J;Hp(Ω)) =

[∫

J

m∑

i=0

‖ di

dti
v(x, t)‖2pdt

] 1
2

.
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特别地, 当m = 0, p = 0, 1时, 其相应的范数分别记为

‖v‖L2(J;L2(Ω)) =
[∫

J

‖v(x, t)‖2dt

] 1
2

, ‖v‖L2(J;H1(Ω)) =
[∫

J

‖v(x, t)‖21dt

] 1
2

.

定义空间

V = H1
0 (Ω),W = H(div,Ω) = {τ |τ ∈ (L2(Ω))2,divτ ∈ L2(Ω)},

其范数满足‖τ‖W = (‖τ‖2 + ‖divτ‖2) 1
2 .

为建立方程(1)的H1-Galerkin时空混合有限元离散格式, 首先引进辅助变量∇u = q, 则原方

程(1)等价于如下一阶系统



(a) ∇u = q,

(b) utt + αut − γ∇ · q + β sinu = f.
(2)

分别用∇v(v ∈ L2(J ;H1
0 (Ω)))乘以(2)中的(a), ∇ · ω(ω ∈ H2(J ;H(div,Ω)))乘以(2)中的(b), 并

在时空区域Ω × J上积分, 可得



(a)
∫ T

0

(∇u,∇v)dt =
∫ T

0

(q,∇v)dt, ∀v ∈ L2(J ;H1
0 (Ω)),

(b)
∫ T

0

[
(utt,∇ · ω) + α(ut,∇ · ω)− γ(∇ · q,∇ · ω)+

β(sinu,∇ · ω)
]
dt =

∫ T

0

(f,∇ · ω)dt, ∀ω ∈ H2(J ;H(div,Ω)).

(3)

对(3)中的(b)运用分部积分和Lipschitz边界条件u(X, t) = 0整理, 当t ∈ (0, T ]时, 得到(2)的变分

形式为: 求{u, q} : J 7→ L2(J ;H1
0 (Ω))×H2(J ;H(div,Ω))满足




(a)
∫ t

0

(∇u,∇v)ds =
∫ t

0

(q,∇v)ds, ∀v ∈ L2(J ;H1
0 (Ω)),

(b)
∫ t

0

[
(qtt,ω) + α(qt,ω) + γ(∇ · q,∇ · ω)+

β(q cos u, ω)
]
ds = −

∫ t

0

(f,∇ · ω)ds, ∀ω ∈ H2(J ;H(div,Ω)).

(4)

引理2.1(Gronwall引理) 设g(t), f(t)和m(t)是非负函数, 且对∀t ∈ [0, T ]满足

f(t) + m(t) ≤ C +
∫ t

0

gfds,

则有

f(t) + m(t) ≤ C exp
( ∫ t

0

gds
)
.

其中C ≥ 0. 特别地, 当C = 0时, f(t) = m(t) = 0.

下面给出问题(4)的存在唯一性证明. 此外, 文中出现的c表示正常数，在不同的地方可能取

值不同，但都与时空网格参数无关.

定理2.1 如果f ∈ L2(J̄ ;L2(Ω)), 则问题(4)存在唯一解.

证 由于问题(1)存在唯一解
[18]

, 而问题(1)的解必是(4)的解, 故问题(4)解的存在性已证. 接

下来证明解的唯一性. 假设问题(4)存在另外一组解(u∗, q∗) ∈ L2(J ;H1
0 (Ω))×H2(J ;H(div,Ω)),
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即满足 



(a1)
∫ t

0

(∇u∗,∇v)ds =
∫ t

0

(q∗,∇v)ds, ∀v ∈ L2(J ;H1
0 (Ω)),

(b1)
∫ t

0

[
(q∗tt,ω) + α(q∗t ,ω) + γ(∇ · q∗,∇ · ω)+

β(q∗ cos u∗,ω)
]
ds = −

∫ t

0

(f,∇ · ω)ds, ∀ω ∈ H2(J ;H(div,Ω)).

(5)

于是由(4)-(5)得 ∫ t

0

(∇r,∇v)ds =
∫ t

0

(e,∇v)ds, (6)
∫ t

0

[
(ett,ω) + α(et,ω) + γ(∇ · e,∇ · ω) + β(q cos u− q∗ cos u∗,ω)

]
ds = 0, (7)

其中(r,e) = (u− u∗, q − q∗). 进一步, 在(6)和(7)中分别取v = r,ω = et及t = tN得∫ tN

0

[
(ett, et) + α(et, et) + γ(∇ · e,∇ · et)dt +

∫ tN

0

(∇r,∇r)dt =
∫ tN

0

(e,∇r)dt + β

∫ tN

0

(q cos u− q∗ cos u∗, et)dt.

(8)

注意到(ett, et) =
1
2

d
dt
‖et‖2, (∇ · e,∇ · et) =

1
2

d
dt
‖∇ · e‖2及et(0) = e(0) = 0, 得

‖et(tN )‖2 + γ‖∇ · e(tN )‖2 + 2
∫ tN

0

‖∇r‖2ds + 2
∫ tN

0

‖et‖2ds =

2
∫ tN

0

(e,∇r)ds + 2β

∫ tN

0

(q cos u− q∗ cos u∗, et)ds.

(9)

此外, 注意到| cos u− cos u∗| ≤ |u− u∗|, 并由cos u的有界性及Hölder及Cauchy不等式得

‖et(tN )‖2 + γ‖∇ · e(tN )‖2 +
∫ tN

0

‖r‖2ds + 2
∫ tN

0

‖et‖2ds ≤ c

∫ tN

0

‖et‖2ds. (10)

最后由Gronwall引理得

‖et(tN )‖2 + γ‖∇ · e(tN )‖2 +
∫ tN

0

‖r‖2ds + 2
∫ tN

0

‖et‖2ds = 0. (11)

由上式可知r = 0. 此外, 由et(tN ) = et = 0得e = 0. 这样就完成了定理2.1的证明.

为了建立问题(1)的H1-Galerkin时空混合有限元离散格式, 还需要对时、空区间进行剖

分. 首先剖分时间区间, 设0 = t0 < t1 < · · · < tN = T , 记此时间剖分为Γk, 剖分单元

为Jn = [tn−1, tn](n = 1, 2, · · · , N), 时间步长kn = tn − tn−1(n = 1, 2, · · · , N). 且k = max
1≤i≤N

ki.

进一步对空间区间Ω进行剖分, 记为=h, 剖分单元记为Q, 剖分直径记为hQ. 且h = max
Q∈=h

hQ.

用Vhm(Ω) ⊂ V , 和Whm(Ω) ⊂ W , 分别表示由定义在区间Ω的剖分=h上的m次分片连续多项式

函数组成的空间, 即

Vhm(Ω) = {vh ∈ V : vh|Q ∈ Pm(Q), ∀Q ∈ =h},
Whm(Ω) = {ωh ∈ W : ωh|Q ∈ (Pm(Q))2, ∀Q ∈ =h},

其中Pm(Q)表示关于空间变量的次数不超过m的多项式空间.

用Vkl([0, T ])和Wkl([0, T ])分别表示由定义在J̄上的关于时间变量t的次数不超过l的分段多
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项式组成的空间, 即

Vkl([0, T ]) = {vk ∈ H1(J)
∣∣vk|Jn

∈ Pl(Jn), ∀Jn ∈ Γk},
Wkl([0, T ]) = {ωk ∈ H2(J)

∣∣wk|Jn
∈ Pl(Jn), ∀Jn ∈ Γk},

其中Pl(Jn)表示Jn上的关于时间变量t的次数不超过l的多项式空间.

定义空间Vhk = Vhm(Ω)⊗Vkl([0, T ]), Whk = Whm(Ω)⊗Wkl([0, T ]). 令时空片Sn
h = Ω×Jn,

V n
kl, Wn

kl分别表示Vkl, Wkl在每个时空片Sn
h上的关于时间变量t的分段多项式组成的空间. 在此

基础上, 记V n
hk = Vhm ⊗ V n

kl, Wn
hk = Whm ⊗Wn

kl, 即V n
hk, Wn

hk 为每个时空片Sn
h上的时空近似多

项式空间.

相应于(4)的H1-Galerkin时空混合有限元离散格式为: 求{uhk, qhk}: [tn−1, tn] → V n
hk ×

Wn
hk满足 




(a)
∫

Jn

(∇uhk,∇vhk)dt =
∫

Jn

(qhk,∇vhk)dt, ∀vhk ∈ V n
hk,

(b)
∫

Jn

[
(qhk

tt ,ωhk) + α(qhk
t ,ωhk) + γ(∇ · qhk,∇ · ωhk)+

β(qhk cos uhk,ωhk)
]
dt = −

∫

Jn

(f,∇ · ωhk)dt, ∀ωhk ∈ Wn
hk.

(12)

对(12)两边从1到N求和, 得



(a)
∫ T

0

(∇uhk,∇vhk)dt =
∫ T

0

(qhk,∇vhk)dt, ∀vhk ∈ Vhk,

(b)
∫ T

0

[
(qhk

tt ,ωhk) + α(qhk
t ,ωhk) + γ(∇ · qhk,∇ · ωhk)+

β(qhk cos uhk,ωhk)
]
dt = −

∫ T

0

(f,∇ · ωhk)dt, ∀ωhk ∈ Whk.

(13)

§3 数值解的稳定性

定理3.1 如果f ∈ L2(J̄ ;L2(Ω)), 则{uhk, qhk}有如下稳定性∫ T

0

‖uhk‖2dt ≤ c(‖qhk
t (0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2 + ‖f(0)‖2 + ‖f(tN )‖2 +

∫ T

0

‖ft‖2dt),
∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt +

∫ T

0

‖∇ · qhk‖2dt ≤

c(‖qhk
t (0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2 + ‖f(tN )‖2 + ‖f(0)‖2 +

∫ T

0

‖ft‖2dt).

证 在(12)中的(b)中, 选取ωhk = qhk
t 得∫

Jn

[
(qhk

tt , qhk
t ) + α(qhk

t , qhk
t ) + γ(∇ · qhk,∇ · qhk

t ) + β(qhk cos uhk, qhk
t )

]
dt =

−
∫

Jn

(f,∇ · qhk
t )dt,

(14)
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由(qhk
tt , qhk

t ) =
1
2

d
dt
‖qhk

t ‖2整理得
1
2
‖qhk

t (tn)‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(tn)‖2 + α

∫

Jn

‖qhk
t ‖2dt =

1
2
‖qhk

t (tn−1)‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(tn−1)‖2 − β

∫

Jn

(qhk cos uhk, qhk
t )dt+

(
f(tn−1),∇ · qhk(tn−1))− (f(tn),∇ · qhk(tn)) +

∫

Jn

(ft,∇ · qhk)dt,

(15)

对上式从1到N求和可得
1
2
‖qhk

t (tN )‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(tN )‖2 + α

∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt =

1
2
‖qhk

t (0)‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(0)‖2 − β

∫ T

0

(qhk cos uhk, qhk
t )dt+

(16)

(f(0),∇ · qhk(0))− (f(tN ),∇ · qhk(tN )) +
∫ T

0

(ft,∇ · qhk)dt.

由cos uhk的有界性及Cauchy不等式可知
1
2
‖qhk

t (tN )‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(tN )‖2 + α

∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt ≤

1
2
‖qhk

t (0)‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(0)‖2 + c

∫ T

0

‖qhk‖‖qhk
t ‖dt+

‖f(0)‖‖∇ · qhk(0)‖+ ‖f(tN )‖‖∇ · qhk(tN )‖+
∫ T

0

‖ft‖‖∇ · qhk‖dt,

(17)

再由Young不等式可得
1
2
‖qhk

t (tN )‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(tN )‖2 + α

∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt ≤

1
2
‖qhk

t (0)‖2 +
γ

2
‖∇ · qhk(0)‖2 + c

∫ T

0

‖qhk‖2dt+

α

2

∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt +

1
2
‖f(0)‖2 +

1
2
‖∇ · qhk(0)‖2 + c‖f(tN )‖2+

γ

4
‖∇ · qhk(tN )‖2 +

1
2

∫ T

0

‖ft‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖∇ · qhk‖2dt,

(18)

将上式整理得

‖qhk
t (tN )‖2 + ‖∇ · qhk(tN )‖2 ≤∫ T

0

‖qhk‖2dt +
∫ T

0

‖∇ · qhk‖2dt + c(‖qhk
t (0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2+

‖f(0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2 + ‖f(tN )‖2 + ‖∇ · qhk(tN )‖2 +
∫ T

0

‖ft‖2dt).

(19)

由于‖qhk(t)‖ ≤ c

∫ t

0

‖qhk
t (s)‖ds, 对上式使用Gronwall引理, 经整理可得

‖qhk
t (tN )‖2 + ‖∇ · qhk(tN )‖2 ≤

c(‖qhk
t (0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2 + ‖f(0)‖2 + ‖f(tN )‖2 +

∫ T

0

‖ft‖2dt).
(20)

在(12)中的(a)中, 选取vhk = uhk, 运用Cauchy不等式得∫

Jn

‖∇uhk‖2dt ≤
∫

Jn

‖qhk‖2dt. (21)
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可知 ∫ T

0

‖uhk‖2dt ≤
∫ T

0

c‖∇uhk‖2dt ≤
∫ T

0

‖qhk‖2dt ≤
∫ T

0

‖qhk
t ‖2dt, (22)

结合(20)可得∫ T

0

‖uhk‖2dt ≤ c(‖qhk
t (0)‖2 + ‖∇ · qhk(0)‖2 + ‖f(0)‖2 + ‖f(tN )‖2 +

∫ T

0

‖ft‖2dt). (23)

由(20)和(23)可得结论.

§4 数值解的误差估计

为了研究{uhk, qhk}的误差估计, 引入一些相关时空投影及其性质. 首先定义函数u ∈
H1

0 (Ω)的Ritz投影算子Pu
x u ∈ Vhm(Ω), 满足

(∇u,∇ψ) = (∇Pu
x u,∇ψ), ∀ψ ∈ Vhm(Ω). (24)

如果u ∈ L2(Ω) ∩Hr(Ω), 则存在与空间剖分步长h无关的正常数c, 满足

‖∇Pu
x u‖ ≤ ‖∇u‖, (25)

‖u− Pu
x u‖s ≤ chr−s‖u‖r, (26)

其中1 ≤ r ≤ m + 1.

此算子可在L2意义下延拓到时空投影Pu
x : L2(J ;H1(Ω)) → V n

hk, 即∫ T

0

(∇(u− Pu
x u),∇ψ)dt = 0, ψ ∈ V n

hk. (27)

类似地, 定义函数u ∈ H1(J)的关于时间t的投影算子Pu
t u ∈ V n

kl, 满足∫ T

0

(u− Pu
t u)tϕtdt = 0, ϕ ∈ V n

kl. (28)

由标准有限元理论可知
[14,17,20,21]

, 存在与时间步长k无关的正常数c, 使得

‖Pu
t u‖H1(J) ≤ ‖u‖H1(J), (29)

‖u− Pu
t u‖Hs(J) ≤ ckr−s‖u‖Hr(J), (30)

其中1 ≤ r ≤ l + 1, 并且满足初值条件Pu
t u(·, 0) = u(·, 0).

此算子可在L2意义下延拓到时空投影Pu
t : H1(J ;L2(Ω)) → V n

hk, 即∫ T

0

(∇(u− Pu
t u)t,∇ϕt)dt = 0, ϕ ∈ V n

hk. (31)

引理4.1 如果u ∈ H2(J ;L2(Ω)) ∩ L2(J ;H2(Ω))则有

(a) (∇Pu
x u)t = ∇(Pu

x ut), (b) ∇(Pu
t ut) = (Pu

t ∇u)t, (c) ∇Pu
x Pu

t ut = Pu
t ∇Pu

x ut. (32)

证 设ψ ∈ V n
hk, 且满足ψ(·, 0) = ψ(·, T ) = 0. 由于∫ T

0

(∇Pu
x ut,∇ψ)dt =

∫ T

0

(∇ut,∇ψ)dt = −
∫ T

0

(∇u,∇ψt)dt =

−
∫ T

0

(∇Pu
x u,∇ψt)dt =

∫ T

0

((∇Pu
x u)t,∇ψ)dt,

所以(∇Pu
x u)t = ∇(Pu

x ut). 于是(32)的(a)得证. 同理对∀ϕ ∈ (Vkl)2有∫ T

0

((Pu
t ∇u)t, ϕt)dt =

∫ T

0

(∇ut, ϕt)dt = −
∫ T

0

(ut,∇·ϕt)dt =

−
∫ T

0

(Pu
t ut,∇·ϕt)dt =

∫ T

0

(∇Pu
t ut, ϕt)dt.

由此可得(32)的(b).
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由Pu
t 的定义和Pu

x的定义及(32)的(b), 有∫ T

0

(∇(Pu
x Pu

t ut),∇ϕt)dt =
∫ T

0

(∇(Pu
t ut),∇ϕt)dt =

∫ T

0

(Pu
t ∇u)t,∇ϕt)dt =

∫ T

0

(∇ut,∇ϕt)dt =
∫ T

0

(∇Pu
x ut,∇ϕt)dt =

∫ T

0

(Pu
t ∇Pu

x ut,∇ϕt)dt.

由此可得(32)的(c).

进一步地, 注意到‖u− Pu
x Pu

t u‖ ≤ ‖u− Pu
x u‖+ ‖Pu

x (u− Pu
t u)‖, 并利用(26)和(32), 有如下

估计.

引理4.2 如果v ∈ Hr(J ;Hm+1(Ω)) ∩H l+1(J ;Hs(Ω)), 则

‖(v − Pu
x Pu

t v)‖Hr(J;Hs(Ω)) ≤ c(hm+1−s‖v‖Hr(J;Hm+1(Ω)) + kl+1−r‖v‖Hl+1(J;Hs(Ω))). (33)

再定义函数q ∈ H(div,Ω)的L2投影算子P q
xq ∈ Whm, 满足

(q,ψ) = (P q
xq,ψ), ∀ψ ∈ Whm. (34)

同样地, 此算子可在L2意义下延拓到时空投影P q
x : L2(J ;H(div,Ω)) → Wn

hk, 即∫ T

0

((q − P q
xq),ψ)dt = 0, ψ ∈ Wn

hk. (35)

定义函数q ∈ L2(J)的关于时间t的投影算子P q
t q ∈ Wn

kl, 满足∫ T

0

(q − P q
t q)ϕdt = 0, ϕ ∈ Wn

kl. (36)

此算子可延拓到时空投影P q
t : L2(J ;H(div,Ω)) → Wn

hk∫ T

0

((q − P q
t q),ϕ)dt = 0, ϕ ∈ Wn

hk. (37)

由标准有限元理论
[14,17,20,21]

可知

‖P q
xq‖ ≤ c‖q‖, ‖P q

t q‖L2(J) ≤ c‖q‖L2(J), (38)

及

‖q − P q
xq‖s ≤ chr−s‖q‖r, ‖q − P q

t q‖Hs(J) ≤ ckp−s‖u‖Hp(J), (39)

其中1 ≤ r ≤ m + 1, 1 ≤ p ≤ l + 1.

类似于引理1和引理2的讨论, 对引入的投影P q
t和P q

x , 有如下性质.

引理4.3 如果q ∈ H1(J ;H(div,Ω)) ∩ L2(J ; (H1(Ω))2)则有

(a)(P q
xq)t = P q

xqt, (b)∇ · (P q
t q) = (P q

t ∇ · q), (c)P q
xP q

t q = P q
t P q

xq. (40)

证 可知∫ T

0

(P q
xqt,ψ)dt =

∫ T

0

(qt,ψ)dt = −
∫ T

0

(q,ψt)dt = −
∫ T

0

(P q
xq,ψt)dt =

∫ T

0

((P q
xq)t,ψ)dt,

所以(P q
xq)t = P q

xqt. 于是(40)的(a)得证. 同理∫ T

0

(∇ · P q
t q,ϕ)dt = −

∫ T

0

(P q
t q,∇ϕ)dt = −

∫ T

0

(q,∇ϕ)dt =

∫ T

0

(∇ · q,ϕ)dt =
∫ T

0

(P q
t ∇ · q,ϕ)dt.

由此可得(40)的(b). 由P q
t的定义和P q

x 的定义及(40)的(b), 有∫ T

0

(P q
t P q

xq,ϕ)dt =
∫ T

0

(P q
xq,ϕ)dt =

∫ T

0

(q,ϕ)dt =
∫ T

0

(P q
t q,ϕ)dt =

∫ T

0

(P q
xP q

t q,ϕ)dt.

由此可得(40)的(c).
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引理4.4 如果ω ∈ Hr(J ; [Hm+1(Ω)]2) ∩H l+1(J ; [Hs(Ω)]2), 则

‖ω−P q
xP q

t ω‖Hr(J;[Hs(Ω)]2) ≤ c(hm+1−s‖ω‖Hr(J;[Hm+1(Ω)]2)+kl+1−r‖ω‖Hl+1(J;[Hs(Ω)]2)). (41)

为证明H1-Galerkin时空混合有限元解的误差估计, 将误差改写为下面形式, 记

u− uhk = (u− Pu
x Pu

t u) + (Pu
x Pu

t u− uhk) = η + ζ, (42)

q − qhk = (q − P q
xP q

t q) + (P q
xP q

t q − qhk) = ρ + ξ. (43)

可得误差方程



(a)
∫

Jn

(∇η,∇vhk)dt +
∫

Jn

(∇ζ,∇vhk)dt =
∫

Jn

(ρ,∇vhk)dt +
∫

Jn

(ξ,∇vhk)dt,

(b)
∫

Jn

[
(ρtt,ω

hk) + (ξtt,ω
hk) + α(ρt,ω

hk) + α(ξt,ω
hk) + γ(∇ · ρ,∇ · ωhk)

]
dt+

∫

Jn

[
γ(∇ · ξ,∇ · ωhk) + β(q cos u− qhk cos uhk,ωhk)

]
dt = 0.

(44)

定理4.1 设{u, q}和{uhk, qhk}分别为(4)和(12)的解. 假设{u, q}足够光滑, 空间Ω是正则

空间, 且Pu
x Pu

t u(0) = uhk(0), P q
xP q

t q(0) = qhk(0), 则存在与h和k无关的常数c > 0成立如下估

计.
‖u− uhk‖L2(J;H1

0 (Ω)) ≤ c
(
hm(‖u‖L2(J;Hm+1(Ω)) + ‖q‖H2(J;[Hm+1(Ω)]2))+

kl−1(‖u‖Hl+1(J;H1(Ω)) + ‖q‖Hl+1(J;[H1(Ω)]2))
)
,

(45)

‖q − qhk‖L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · (q − qhk)‖L2(J;L2(Ω)) ≤
c
(
hm(‖u‖L2(J;Hm+1(Ω)) + ‖q‖H2(J;[Hm+1(Ω)]2))+

kl−1(‖u‖Hl+1(J;H1(Ω)) + ‖q‖Hl+1(J;[H1(Ω)]2))
)
.

(46)

证 在(44)中的(a) , 令vhk = ζ, 可得∫

Jn

‖∇ζ‖2dt = −
∫

Jn

(∇η,∇ζ)dt +
∫

Jn

(ρ,∇ζ)dt +
∫

Jn

(ξ,∇ζ)dt, (47)

对上式运用Cauchy 不等式, 并简化可得∫

Jn

‖∇ζ‖2dt ≤ c(
∫

Jn

‖∇η‖2dt +
∫

Jn

‖ρ‖2dt +
∫

Jn

‖ξ‖2dt). (48)

在(44)中的(b), 令ωhk = ξt, 可得
1
2

∫

Jn

d
dt
‖ξt‖2dt +

γ

2

∫

Jn

d
dt
‖∇ · ξ‖2dt + α

∫

Jn

‖ξt‖2dt =
∫

Jn

[− (ρtt, ξt)− α(ρt, ξt)− γ(∇ · ρ,∇ · ξt)− β(q cos u− qhk cos uhk, ξt)
]
dt =

−
∫

Jn

(ρtt, ξt)dt− α

∫

Jn

(ρt, ξt)dt− γ(∇ · ρ,∇ · ξ)|tn
tn−1

+
∫

Jn

γ(∇ · ρt,∇ · ξ)dt−

β

∫

Jn

(q cos u− q cos uhk + q cos uhk − qhk cos uhk, ξt)dt, (49)

对上式由1 到N求和整理得
1
2
‖ξt(tN )‖2 +

γ

2
‖∇ · ξ(tN )‖2 + α

∫ T

0

‖ξt‖2dt =

−
∫ T

0

(ρtt, ξt)dt− α

∫ T

0

(ρt, ξt)dt− γ(∇ · ρ(tN ),∇ · ξ(tN ))+

γ(∇ · ρ(0),∇ · ξ(0)) +
∫ T

0

γ(∇ · ρt,∇ · ξ)dt +
1
2
‖ξt(0)‖2+

γ

2
‖∇ · ξ(0)‖2 − β

∫ T

0

(q cos u− q cos uhk + q cos uhk − qhk cos uhk, ξt)dt,

(50)
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其中 ∫ T

0

(q cos u− q cos uhk + q cos uhk − qhk cos uhk, ξt)dt ≤
∫ T

0

(q(cos u− cos uhk), ξt) + ((q − qhk) cos uhk, ξt)dt ≤

c

∫ T

0

‖u− uhk‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξt‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖q − qhk‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξt‖2dt ≤

c

∫ T

0

‖η‖2dt + c

∫ T

0

‖ζ‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξt‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ρ‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξ‖2dt.

(51)

对(50)运用Cauchy不等式并结合(51)有
1
2
‖ξt(tN )‖2 +

γ

2
‖∇ · ξ(tN )‖2 + α

∫ T

0

‖ξt‖2dt ≤ 1
2

∫ T

0

‖ρtt‖2dt+

1
2

∫ T

0

‖ξt‖2dt +
α

2

∫ T

0

‖ρt‖2dt +
α

2

∫ T

0

‖ξt‖2dt + c‖∇ · ρ(tN )‖2+
γ

4
‖∇ · ξ(tN )‖2 +

γ

2

∫ T

0

‖∇ · ρt‖2dt +
γ

2

∫ T

0

‖∇ · ξ‖2dt + c

∫ T

0

‖η‖2dt+

c

∫ T

0

‖ζ‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξt‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ρ‖2dt +
1
2

∫ T

0

‖ξ‖2dt,

(52)

代入(48)整理, 再结合‖ξ(t)‖ ≤ c

∫ t

0

‖ξt(s)‖ds 可得

‖ξt(tN )‖2 + ‖∇ · ξ(tN )‖2 ≤ c(
∫ T

0

‖ρtt‖2dt +
∫ T

0

‖ρt‖2dt + ‖∇ · ρ(tN )‖2+ (53)
∫ T

0

‖∇ · ρt‖2dt +
∫ T

0

‖ρ‖2dt +
∫ T

0

‖η‖2dt+
∫ T

0

‖∇η‖2dt) + c(
∫ T

0

‖ξt‖2dt +
∫ T

0

‖∇ · ξ‖2dt),

则由Gronwall引理可得

‖ξt(tN )‖2 + ‖∇ · ξ(tN )‖2 ≤ c(
∫ T

0

‖ρtt‖2dt +
∫ T

0

‖ρt‖2dt + ‖∇ · ρ(tN )‖2+
∫ T

0

‖∇ · ρt‖2dt +
∫ T

0

‖ρ‖2dt +
∫ T

0

‖η‖2dt +
∫ T

0

‖∇η‖2dt),
(54)

可得

‖ξ‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · ξ‖2L2(J;L2(Ω)) ≤
c(‖ρtt‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖ρt‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · ρ‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · ρt‖2L2(J;L2(Ω))+

‖ρ‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖η‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇η‖2L2(J;L2(Ω))).

(55)

由(55), 结合(48)可得
‖∇ζ‖2L2(J;L2(Ω)) ≤

c(‖ρtt‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖ρt‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · ρ‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇ · ρt‖2L2(J;L2(Ω))+

‖ρ‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖η‖2L2(J;L2(Ω)) + ‖∇η‖2L2(J;L2(Ω))).

(56)

将(56)和(55)分别与(33)和(41)结合, 并利用三角不等式, 得到定理结论.

§5 数值算例

下面验证本文构造的H1-Galerkin时空混合有限元格式的有效性和可行性, 以及理论分析结

果的合理性. 设空间区间Ω = [0, 2],时间区间J̄ = [0, 2], f(x, t) = (3+2t)(1−cos(πx))−π2(1+t+



92 高校应用数学学报 第41卷第1期

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x-axis

0

5

10

15

u,
 u

hk

图 1 二次基函数, u和uhk的对比
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图 2 二次基函数, q和qhk的对比

t2) cos(πx)+2 sin((1+t+t2)(1−cos(πx))),精确解为u(x, t) = (1+t+t2)(1−cos(πx))和q(x, t) =

π(1 + t + t2) sin(πx)的非线性sine-Gordon方程的初边值问题



utt + ut − uxx + sinu = f(x, t), x ∈ [0, 2], t ∈ (0, 2],

u(0, t) = 0, u(2, t) = 0, t ∈ [0, 2],

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 2].

(57)

本文所构造格式统一时间和空间变量, 将一维问题(1)当作时间变量t和空间变量x的二维问

题来处理. 将二维区域[0, 2]× [0, 2]剖分成m× n个矩形单元. 时间和空间方向采用二次多项式作

为基函数, 数值求解问题(1).

表 1 二次基函数, t = T时刻的误差和收敛阶

k(h = 2k) ||q − q
hk||a 收敛阶 ||u− u

hk||a 收敛阶

1/10 3.7419e-01 8.1828e-02

1/20 4.6988e-02 2.9939 7.8585e-03 3.38026

1/30 1.4734e-02 2.8603 2.5617e-03 2.76454

1/40 6.6516e-03 2.7645 1.1649e-03 2.73920

表1中出现的|| · ||a为|| · ||L2(I). 取二次基函数和h = 2k时分析||q − qhk||L2(I)和||u −
uhk||L2(I)的误差和收敛阶. 从表中数据可以看出, 两项误差的收敛阶均接近三阶收敛. 图1和

图2分别给出时空二次基函数并取步长h =
1
40

, k =
1
40
时真解u, q和数值解uhk, qhk的对比图.

实验数据说明本文所提出时空格式能够有效求解非线性sine-Gordon方程, 且理论分析结果合理.

§6 结束语

本文研究了二维非线性sine-Gordon方程的H1-Galerkin时空混合有限元方法. 通过引进辅

助变量q = ∇u, 构造了H1-Galerkin时空混合有限元格式, 可以得到时空高阶精度. 通过时空统

一处理并引入时空投影算子, 来证明误差分析的理论. 讨论了H1-Galerkin时空混合有限元解的

稳定性以及误差估计. 进一步通过数值结果可以看出格式的有效性和可行性以及理论分析结果

的合理性. 因此, 该研究的思想可以推广到其他形式.
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Abstract: This method combine the space-time finite element method with the mixed finite ele-

ment method. The H1-Galerkin space-time mixed finite element scheme for the two-dimensional

nonlinear sine-Gordon equation is constructed. The scheme unlike the traditional H1-Galerkin

mixed finite element method. The constructed scheme uses finite element discretization in both

time and space directions, which can obtain high order accuracy both in space-time. In theoret-

ical analysis the traditional L2 projection and Rize projection are extended to the space-time

region. The space-time projection operator is defined. The relevant properties of the space-

time projection operator are discussed. The stability of the numerical solutions is established.

The error estimation results of the time L2 norm space H1 norm of u and the time L2 norm

space H(div,Ω) norm of q are proved. Finally, numerical examples are provided to verify the

effectiveness and feasibility of the format, as well as the rationality of the theoretical results.
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