
高校应用数学学报
2026, 41(1): 65-74

具有指数临界增长的非齐次Schrödinger方程的

正规化基态解

张小藏, 许丽萍∗

(河南科技大学 数学与统计学院, 河南洛阳 471023)

摘 要: 文中研究了非齐次Schrödinger方程
{−∆u + V (x)u + λu = f(u) + h(x), u > 0, x ∈ R2,

∫

R2
|u|2dx = c

的正规化基态解. 其中c > 0, λ ∈ R, V (x) = ω|x|2是阱位势, ω > 0是阱位频率, f满足

指数临界增长, h是扰动. 当非线性项f和扰动项h满足一定条件时, 该文可以得到该方
程正规化的基态解. 这些解依赖于阱位频率ω和质量c, 并且是轨道稳定的具有正能量
的正解. 另外, 文中还分析了当c → 0时解的渐进性质. 这些研究推广了已有文献中的
相关结果.
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§1 引 言

考虑与时间有关的Schrödinger方程

i
∂ψ

∂t
+ ∆ψ − V (x)ψ + g(|ψ|2)ψ + h(x) = 0, x ∈ R2, (1)

其中i表示虚数单位, ψ : R×R2 → C表示复标量场, V (x)是阱位势, g表示非线性项, h是一个扰

动. 当考虑形如ψ(t, x) = eiλtu(x)的驻波解时, 这里λ ∈ R, 那么u满足方程

−∆u + V (x)u + λu = f(u) + h(x), x ∈ R2, (2)
其中f(u) = g(|u|2)u.

问题(2)是一个源于物理学的非齐次Schrödinger方程, 具有广泛的物理应用, 它可以用来描
述量子力学中粒子在非齐次势场中的运动, 以及揭示势场对粒子运动和能量的影响. 文献[1]介
绍了具有位势的非齐次Schrödinger方程的物理意义, 提供了对量子力学基本概念和数学工具的
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全面介绍, 并且讨论了非齐次势场中的粒子行为和能谱性质. 文献[2]讨论了具有位势的非齐
次Schrödinger方程在纳米材料中的物理意义, 包括能带结构、载流子传输和光学性质等方面.
关于进一步的物理应用, 参见文献[3-4].

当λ作为一个固定参数出现, 特别是当λ = 1时, 许多学者研究了带扰动项的Schrödinger方
程非平凡解的存在性和多重性. 例如, 文献[5]研究了椭圆方程{−∆u + u = k(x)f(u) + h(x), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN ), u > 0, N > 3,

通过对k, h和f进行合理的假设, 文献[5]证明了方程至少有两个正解. 随后, 文献[6]研究了分数
阶的带扰动项的Schrödinger方程{ (−∆)su + u = k(x)f(u) + h(x), x ∈ RN ,

u ∈ Hs(RN ), u > 0,

其中s ∈ (0, 1), N > 2s, (−∆)s是分数阶Laplacian算子, k是一个有界的正函数, h ∈ L2(RN ),
h > 0, h 6≡ 0, f是非线性项, 当|h|2足够小时, 他们通过s调和延拓技术和变分方法证明了上述方

程至少有两个正解. 关于更多此类研究, 参见文献[7-8].
然而, 物理学家更关心的是当参数λ不再固定, 作为Lagrange乘子出现时的情况. 确切地说,

对于给定的c > 0, 需要找到满足约束条件‖u‖22 = c的Schrödinger方程的解(u, λ), 这种解通常被
称为正规化解, 其存在性获得了许多研究, 例如, 文献[9]研究了

{−∆u = λu + g(u), x ∈ RN ,
∫

RN

|u|2dx = a

的正规化解的存在性. 此外, 文献[10]研究了非线性Schrödinger方程
{−∆u + λu = f(u), x ∈ R2,

u ∈ H1(R2),
∫

R2
u2dx = ρ,

其中ρ > 0, λ ∈ R, 文献[10]通过约束极小化方法和Trudinger-Moser不等式证明了上述方程存在
正规化基态解. 关于正规化解的更多研究, 可以参见文献[11-12].

一些文献还研究了带有位势V (x)的Schrödinger方程正规化解的存在性, 例如, 文献[13]研究
了在一般的阱位势下非线性Schrödinger方程的基态. 近年来, 在对V (x)的合理假设下, 多篇文献
研究了带有位势的Schrödinger方程

{−∆u + (V (x) + λ)u = f(u), x ∈ RN ,∫

RN

|u|2dx = a

的正规化解的存在性, 其中文献[14]在对V (x)和f的假设下得到了方程的基态解. 另外, 文
献[15]研究了带有位势的非自治非线性Schrödinger方程

{−∆u + V (x)u + λu = f(x, u), x ∈ RN ,∫

RN

|u(x)|2dx = a, u ∈ H1(RN ),

其中V (x) 6 lim
x→∞

V (x) := V∞ ∈ (−∞,+∞], f(x, s)满足质量次临界增长的Berestycki-Lions条

件, 文献[15]得到了上述方程正规化解的存在性和多重性, 并且在V∞ = +∞的情况下, 证明了对
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于所有a > 0, 方程都有基态解. 另外, 文献[16]研究了带有扰动的Schrödinger方程
{−∆u + λu = |u|p−2u + h(x), x ∈ RN ,∫

RN

|u|2dx = a, u ∈ H1(RN ),

得到了上述方程具有正规化正解的结果. 此外, 在有关局部极小化方法的文章中, 文献[17]研究
了一类非临界旋转Choquard方程

{−i
∂ψ

∂t
− 1

2
∆ψ +

1
2
|x|2ψ − LΩψ = (Iα ∗ |ψ|p)|ψ|p−2ψ, (t, x) ∈ R+ ×R3,

ψ(0, x) = ψ0(x),
文献[17]使用变分方法和极小化方法讨论了该方程驻波的存在性, 稳定性和质量坍塌行为.

在上述文献中, 文献[13-15]研究了带有位势但不含扰动项的Schrödinger方程解的存在性,
而文献[16]研究了带有扰动但不含位势的Schrödinger方程解的存在性. 据笔者所知, 目前还没有
论文讨论同时具有阱位势、扰动项和指数临界增长的Schrödinger方程的正规化解. 因此, 本文
为研究同时含有阱位势、扰动项和指数临界增长的Schrödinger方程正规化基态解的存在性提
供了一些新的方法. 由于方程(3)(具体表达式见下方)中存在阱位势、扰动项以及具有指数临界
增长的非线性项, 故讨论方程(3)的正规化解的存在性比求解一般的Schrödinger方程更具有挑战
性. 为了克服这一困难, 本文运用文献[18]给出的Trudinger-Moser不等式讨论方程(3)的解. 回顾
在R2下, 函数f的自然增长限制由文献[19-20]的Trudinger-Moser不等式给出, 具体来说, 本文定
义了一个函数f具有指数临界增长, 如果存在α0 > 0, 使得

lim
t→+∞

f(t)
eαt2

=
{

0, α > α0,

+∞, 0 < α < α0.

本文目的是寻找非齐次Schrödinger方程
{ −∆u + V (x)u + λu = f(u) + h(x), u > 0, x ∈ R2,

∫
R2 |u|2dx = c

(3)

的正规化基态解, 其中c > 0, λ ∈ R, V (x) = ω|x|2是阱位势, ω > 0表示阱位频率, f满足指数临

界增长, h > 0是扰动. 另外, f和h满足以下条件.
(f1) f ∈ C(R,R), f(0) = 0, f在α0 = 4π处具有指数临界增长;
(f2) lim

t→0

|f(t)|
|t| = 0;

(h1) h ∈ L2(R2), 在正测度集上h(x) > 0, 3h(x) + 〈∇h(x), x〉 < 0, ∀x ∈ R2.
方程(3)的解可以通过寻找能量泛函(Jω(u): X → R)

Jω(u) :=
1
2

∫

R2
(|∇u|2 + ω|x|2u2)dx−

∫

R2
F (u)dx−

∫

R2
h(x)udx

在

S(c) := {u ∈ X |
∫

R2
|u|2dx = c}

约束下的临界点来获得, 其中F (t) =
∫ t

0
f(s)ds, X定义为

X := {u ∈ H1(R2)|
∫

R2
|x|2|u|2dx < +∞},

易知X是一个Hilbert空间, 其内积是

(u, v)X :=
∫

R2
(∇u∇v + ω|x|2uv + uv)dx,
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对应的范数是

‖u‖2X := ‖u‖2 + ‖u‖22,
这里‖u‖2 := ‖∇u‖22 + ω‖xu‖22. 显然, 由下面的引理2.4可知Jω在S(c)上是一个具有良定义
的C1泛函. 考虑极小化问题

γρ
c := inf

u∈S(c)∩Bρ

Jω(u),

其中对于任意的ρ > 0, 令
Bρ = {u ∈ X |‖u‖2 6 ρ}.

本文的主要结果如下.
定定定理理理1.1 假设条件(f1)-(f2)和(h1)成立, 对于任意的t ∈ R, 设F (t) > 0, 那么存在一

个0 < c0 < 1, 使得对于任意的0 < ρ < 1和0 < c < c0, 方程(3)有一对弱解(u1
c , λ

1
c) ∈ X ×R.

由u1
c ∈ X可知, γρ

c > 0的下确界可达, 并且u1
c是一个正解.

注注注1.1 事实上, 有许多函数满足条件(f1)和(f2), 例如
f(t) = |t|a(e4π|t|2 − 1), t ∈ R,

其中a > 1. 也可以找到一些函数满足条件(h1), 例如
h(x) = be−z|x|,

其中b > 0, z > 3.

注注注1.2 受文献[21-22]的启发, 定理1.1旨在证明函数γρ
c的极小值属于集合S(c)∩Bρ. 如果属

于, γρ
c的极小值就是Jω|S(c)的临界点.

注注注1.3 本文扩展了文献[12]的研究结果, 并且用不同的方法证明了当存在扰动时, 也可以
得到Schrödinger方程的弱解.

需要注意的是, 从定理1.1得到的解u1
c可能不是基态解. 然而, 如果满足条件

(f3) 存在一个常数θ > 4, 使得
0 < θF (t) 6 tf(t), ∀t 6= 0,

那么以这种方式得到的解就是方程(3)的基态解.

定定定理理理1.2 假设条件(f1)-(f3)和(h1)成立, 设u1
c是由定理1.1得到的方程(3)的解且λ = λ1

c ,
那么存在0 < c1 6 c0, 使得对于0 < c < c1, u1

c是方程(3)的正基态解且λ = λ1
c ∈ R. 另外

当c → 0时, ‖u1
c‖2X → 0.

注注注1.4 与文献[12]不同的是, 方程(3)含有扰动h(x). 在添加条件(h1)后, 本文证明了定
理1.1的解也是方程(3)的基态解, 并且扰动的存在不影响解的渐近性质.

注注注1.5 由于c → 0时, ‖u1
c‖2X → 0, 所以短时间的发散是不会发生的. 也就是说, 存在δ > 0,

对于‖ψ0‖X < δ, 不存在ψ± ∈ X使得

lim
t→±∞

‖ψ(t)− eit
∆
2 ψ±‖X = 0.

根据定理1.2, 集合Mρ
c := {u ∈ S(c) ∩Bρ| Jω(u) = γρ

c }是非空的. 因此可以得到如下解的
稳定性结果.

定定定理理理1.3 如果方程(1)在X中是局部适定性的, 由定理1.2的假设可知, 集合
Mρ

c := {u ∈ S(c) ∩Bρ| Jω(u) = γρ
c } 6= ∅

在相应于方程(1)的流下是稳定的. 也就是说,对于任意的ε > 0,存在一个δ > 0使得对于ψ0 ∈ X,
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有

distX(ψ0,M
ρ
c ) < δ,

方程(1)的解ψ(t, ·)且ψ(0, ·) = ψ0满足

sup
t∈[0,T )

distX(ψ(t, ·),Mρ
c ) < ε,

其中T是ψ(t, ·)的最大存在时间.
论文的余下部分结构安排如下: §2介绍一些预备知识; §3将给出主要结果的证明.

§2 预备知识
为了证明本文的结果, 需要给出下面的引理.
引引引理理理2.1[23] (Gagliardo-Nirenberg不等式) 设q > 2, 那么存在一个常数Sq > 0使得

‖u‖q 6 S1/q
q ‖∇u‖

q−2
q

2 ‖u‖
2
q
2 ,

其中Sq = q

2‖Uq‖q−2
2

, Uq是方程

−∆U +
2

q − 2
U =

2
q − 2

|U |q−2U

的基态解.
引引引理理理2.2[24] 对于q > 2, X ↪→ Lq(R2)的嵌入是紧的.
引引引理理理2.3[25] 设u是方程

−∆u + ω|x|2u + λu = f(u) + h(x)
的一个弱解, 那么u满足Pohozaev恒等式

Qω(u) = ‖∇u‖22 − ω‖xu‖22 +
∫

R2
(2F (u)− f(u)u)dx +

∫

R2
h(x)udx +

∫

R2
〈∇h(x), x〉udx = 0.

Pohozaev恒等式的证明可参考文献[25], 为了简单起见, 这里省略.
引引引理理理2.4[18] (Trudinger-Moser不等式) 若α > 0, u ∈ H1(R2), 那么∫

R2
(eαu2 − 1)dx < +∞.

如果‖∇u‖22 6 1, ‖u‖2 6 M < +∞, 0 < α < 4π, 那么存在一个与M和α相关的正常数C(M, α),
使得 ∫

R2
(eαu2 − 1)dx 6 C(M, α).

引引引理理理2.5[11,推论4.2] 假设条件(f1)-(f2)成立, 设{un} ⊂ S(c), 且 lim
n→∞

sup ‖∇un‖22 < 1 − c.

如果un在X上弱收敛于u, un在R2上几乎处处收敛于u, 那么在L1(R2)上, 当n →∞时, 有
F (un) → F (u), f(un)un → f(u)u.

§3 主要结果的证明
引引引理理理3.1 假设条件(f1)-(f2)和(h1)成立. 对于0 < ρ < 1, 有c0 = c0(ρ) < 1 − ρ, 使得对

于c < c0有以下结论成立.
(i) S(c) ∩Bρ 6= ∅;

(ii) 如果u ∈ S(c) ∩Bρ, 存在t > 1趋于1和一个正常数C使得

∫

R2
(eαu2 − 1)

t
dx 6 C;

(iii) 如果对于t ∈ R, F (t) > 0, 那么
inf

u∈S(c)∩Bbρ

Jω(u) < inf
u∈S(c)∩(Bρ\Baρ)

Jω(u),
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其中0 < b < a < 1.
证证证 (i) 对于0 < ρ < 1, 设u0 ∈ X, ‖u0‖2 = ‖∇u0‖22 + ω‖xu0‖22 = ρ, ‖u0‖22 = c0 < 1− ρ. 定

义uρ
c =

√
c
c0

u0, 由于∫

R2
|uρ

c |2dx =
∫

R2

c

c0
|u0|2dx =

c

c0
c0 = c 和 ‖uρ

c‖2 =
c

c0
‖u0‖2 =

c

c0
ρ 6 ρ,

其中c 6 c0, 因此uρ
c ∈ S(c) ∩Bρ成立.

(ii) 由于u ∈ S(c) ∩Bρ, 有
∫

R2
|u|2dx = c < 1, ‖u‖2 6 ρ < 1. 对于z > 1, s > 0有

(es − 1)z 6 ezs − 1.

选择α > 4π并且充分趋于4π, t > 1趋于1, 有∫

R2
(eαu2 − 1)

t
dx 6

∫

R2
(eαtu2 − 1)dx.

定义v(x) =
√

αt
4πρu, 有 ∫

R2
|∇v|2dx =

αt

4πρ

∫

R2
|∇u|2dx 6 1

和 ∫

R2
|v|2dx =

αt

4πρ

∫

R2
|u|2dx =

αtc

4πρ
6 M,

那么根据引理2.4, 可以得到∫

R2
(eαu2 − 1)

t
dx 6

∫

R2
(eαtu2 − 1)dx =

∫

R2
(e4πρ(

√
αt
4πρ u)

2

− 1)dx 6 C.

(iii) 根据(f1)和(f2), 固定q > 2, 对于ξ > 0和α > 4π, 存在两个与q, α, ξ相关的常数K0 >

0和K1 > 0使得
|f(t)| 6 ξ|t|+ K0|t|q−1(eαt2 − 1),∀t ∈ R

和

|F (t)| 6 ξ|t|2 + K1|t|q(eαt2 − 1),∀t ∈ R,

那么对于σ > 1趋于1, 使用Hölder不等式和(ii), 有∫

R2
F (u)dx 6 ξ

∫

R2
|u|2dx + K1

∫

R2
|u|q(eαu2 − 1)dx 6

ξ

∫

R2
|u|2dx + K1(

∫

R2
|u|qσ′dx)

1
σ′ (

∫

R2
(eαu2 − 1)

σ

dx)
1
σ 6 ξ‖u‖22 + K2‖u‖q

qσ′ ,

(4)

其中σ′ = σ
σ−1 > 1, K2 > 0 是一个常数. 对于0 < ρ < 1, 设u ∈ S(c) ∩ (Bρ\Baρ), 那么由(4),

(h1), Hölder不等式和引理2.1, 可以得到

Jω(u) =
1
2
(‖∇u‖22 + ω‖xu‖22)−

∫

R2
F (u)dx−

∫

R2
h(x)udx >

1
2
‖u‖2 − ξc−K2‖u‖q

qσ′ − ‖h‖2‖u‖2 >

1
2
‖u‖2 − ξc−K2S

1
σ′
qσ′‖∇u‖q− 2

σ′
2 c

1
σ′ − ‖h‖2c

1
2 >

1
2
aρ− ξc−K2S

1
σ′
qσ′ρ

qσ′−2
2σ′ c

1
σ′ − ‖h‖2c

1
2 .

(5)
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另一方面, 对于u ∈ S(c) ∩Bbρ, t ∈ R, 由(h1)和F (t) > 0, 可以推断

Jω(u) =
1
2
‖u‖2 −

∫

R2
F (u)dx−

∫

R2
h(x)udx 6

1
2
‖u‖2 +

∫

R2
h(x)udx 6 1

2
‖u‖2 + ‖h‖2c

1
2 6 1

2
bρ + ‖h‖2c

1
2 .

(6)

由(5)-(6)可知, 对于0 < c < c′, 存在c′ > 0足够小使得
1
2
(a− b)ρ > ξc + K2S

1
σ′
qσ′ρ

qσ′−2
2σ′ c

1
σ′ + 2‖h‖2c

1
2 ,

从而存在0 < c0 < c′, 使得对于0 < c < c0有

inf
u∈S(c)∩Bbρ

Jω(u) < inf
u∈S(c)∩(Bρ\Baρ)

Jω(u).

定定定理理理1.1的的的证证证明明明 假设{un} ⊂ S(c) ∩Bρ是

γρ
c = inf

u∈S(c)∩Bρ

Jω(u)

的一个极小化序列. 显然{un}在X上是有界的. 根据引理2.2可知, 存在u1
c ∈ X且u1

c > 0, 使
得un在X上弱收敛于u1

c , 当q > 2时, un在Lq(R2)上强收敛于u1
c , un在R2上几乎处处收敛于u1

c ,
这意味着u1

c ∈ S(c) ∩Bρ. 对于任意的0 < ρ < 1, 选择0 < c < 1− ρ < 1, 由引理2.5, Hölder不等
式和(h1)可得

lim
n→∞

∫

R2
F (un)dx =

∫

R2
F (u1

c)dx

和

lim
n→∞

∫

R2
h(x)undx =

∫

R2
h(x)u1

cdx.

根据X范数的弱下半连续性, 有
Jω(u1

c) 6 lim
n→∞

Jω(un) =

lim
n→∞

[
1
2

∫

R2
(|∇un|2 + ω|x|2u2

n)dx−
∫

R2
F (un)dx−

∫

R2
h(x)undx] = γρ

c 6 Jω(u1
c).

因此在X上有Jω(u1
c) = γρ

c , un → u1
c , 这意味着Mρ

c 6= ∅. 对于任意的u1
c ∈ Mρ

c , 由引理3.1知u1
c ∈

Baρ, 说明u1
c远离S(c) ∩ Bρ的边界, 那么u1

c事实上就是Jω约束在S(c)下的临界点. 所以存在λ1
c ∈

R使得(u1
c , λ

1
c)是方程(3)的一对弱解.

定定定理理理1.2的的的证证证明明明 受文献[21]启发, 采用反证法来证明. 假设存在u1 ∈ S(c), 且u1 > 0使得
(Jω|S(c))′(u1) = 0, Jω(u1) < γρ

c ,

那么对于某些λ ∈ R, u1是方程

−∆u1 + ω|x|2u1 + λu1 = f(u1) + h(x)
的解. 根据引理2.3, (h1), (f3)和u1 > 0可得

Jω(u1) =
1
2
(‖∇u1‖22 + ω‖xu1‖22)−

∫

R2
F (u1)dx−

∫

R2
h(x)u1dx =

ω‖xu1‖22 − 2
∫

R2
F (u1)dx +

1
2

∫

R2
f(u1)u1dx− 3

2

∫

R2
h(x)u1dx−

1
2

∫

R2
〈∇h(x), x〉u1dx >

ω‖xu1‖22 +
θ − 4

2

∫

R2
F (u1)dx− 1

2

∫

R2
(3h(x) + 〈∇h(x), x〉)u1dx >

θ − 4
2

∫

R2
F (u1)dx.

(7)
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由(7)和Hölder不等式可得
‖u1‖2 =‖∇u1‖22 + ω‖xu1‖22 =

2Jω(u1) + 2
∫

R2
F (u1)dx + 2

∫

R2
h(x)u1dx 6 2(θ − 2)

θ − 4
Jω(u1) + 2‖h‖2c

1
2 ,

这意味着

Jω(u1) > θ − 4
2(θ − 2)

‖u1‖2 − θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 . (8)

考虑函数φ(x) = π−
1
2 e−

1
2 |x|

2
, 那么‖∇φ‖22 = ‖xφ‖22 = ‖φ‖22 = 1. 从而对于任意的c 6 1

1+ω ρ,
有
√

cφ ∈ S(c) ∩Bρ. 因此由F (t) > 0, t ∈ R和Hölder不等式可得
γρ

c 6Jω(
√

cφ) =

1
2
(‖∇(

√
cφ)‖22 + ω‖x√cφ‖22)−

∫

R2
F (
√

cφ)dx−
∫

R2
h(x)

√
cφdx 6

1
2
(‖∇(

√
cφ)‖22 + ω‖x√cφ‖22) +

∫

R2
h(x)

√
cφdx 6

1
2
c +

ω

2
c + ‖h‖2c

1
2 .

(9)

接下来, 由(8)-(9)可得
θ − 4

2(θ − 2)
‖u1‖2 6Jω(u1) +

θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 < γρ

c +
θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 6

Jω(
√

cφ) +
θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 6 1

2
c +

ω

2
c +

2(θ − 3)
θ − 2

‖h‖2c
1
2 .

因此存在0 < c1 6 c0使得对于0 < c < c1, 有u1 ∈ Bρ. 由此可以看出u1 ∈ S(c) ∩ Bρ, 从
而γρ

c 6 Jω(u1), 与假设矛盾. 所以由定理1.1得到的解就是方程(3)的基态. 最后, 根据上面类似
计算可以得到

θ − 4
2(θ − 2)

‖u1
c‖2 6Jω(u1

c) +
θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 = γρ

c +
θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 6

Jω(
√

cφ) +
θ − 4
θ − 2

‖h‖2c
1
2 6 1

2
c +

ω

2
c +

2(θ − 3)
θ − 2

‖h‖2c
1
2 ,

这说明当c → 0时, ‖u1
c‖2 → 0. 因此当c → 0时, 可得

‖u1
c‖2X = ‖u1

c‖2 + ‖u1
c‖22 = ‖u1

c‖2 + c → 0.

定定定理理理1.3的的的证证证明明明 受文献[26]启发, 这里采用反证法证明. 假设存在ε0 > 0, {u0
n} ⊂ X,

{tn} ⊂ R+使得对于u0
n = un(·, 0), 方程(1)的特解un满足

distX(u0
n,Mρ

c ) <
1
n

, distX(un(·, tn),Mρ
c ) > ε0.

设{u0
n} ⊂ S(c). 由于当n →∞时,

distX(u0
n,Mρ

c ) → 0,

根据能量和质量守恒可知, 若un(·, tn) ⊂ Bρ, 那么un(·, tn)是γρ
c的极小化序列. 否则若un(·, tn) ⊂

(X\Bρ), 由连续性可知存在tn ∈ [0, tn) 使得{un(·, tn)} ⊂ ∂Bρ, 从而根据引理3.1可得
J(un(·, tn)) > inf

u∈S(c)∩∂Bρ

Jω(u) > inf
u∈S(c)∩∂Bbρ

Jω(u) = inf
u∈S(c)∩Bρ

Jω(u) = γρ
c ,

因此{un(·, tn)}是γρ
c的极小化序列. 按照集合Mρ

c的定义, 可以推断存在一个v0 ∈ Mρ
c , 使得

在X上有un(·, tn) → v0, 这与distX(un(·, tn),Mρ
c ) > ε0矛盾.
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Normalized ground state solutions for the nonhomogeneous
Schrödinger equations with exponential critical growth

ZHANG Xiao-cang, XU Li-ping

(School of Mathematics and Statistics, Henan University of Science and Technology, Luoyang 471023,

China)

Abstract: This paper studies normalized ground state solutions for the following nonlinear

Schrödinger equation

{−∆u + V (x)u + λu = f(u) + h(x), u > 0 in R2,
∫

R2
|u|2dx = c,

where c > 0, λ ∈ R, V (x) = ω|x|2 is a trapping potential, ω > 0 is the trapping frequency, f satisfies

exponential critical growth, and h is a perturbation. When f and h satisfy certain conditions, this

paper can obtain normalized ground state solutions for this equation, which are highly dependent on

the trapping frequency ω and the mass c. Furthermore, these solutions are positive solutions with

orbitally stable and positive energy. Additionally, this paper also analyzes the asymptotic behavior of

the solutions as c → 0. This research expands upon the existing results in the relevant literature.

Keywords: Schrödinger equation; perturbation; normalized ground state solutions; exponential

critical growth

MR Subject Classification: 35J20; 35J65; 35J60


