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一类三种群捕食-食饵模型正解的稳定性

董 彪

(阿坝师范学院 数学学院, 四川汶川 623002)

摘 要: 该文研究了一类具有三种群食饵-捕食模型在齐次Dirichet边界条件下正解的
稳定性. 借助于Fréchet导数, 利用极大值定理和上下解方法、线性算子的不动点指数
理论、紧理论以及度的同伦不变性, 运用椭圆型方程的正则理论, 讨论了一类三种群
捕食-食饵模型存在正解应满足的条件, 给出了该系统在齐次Dirichet边界条件下存在
线性的、非退化的、稳定的正解的条件.
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§1 引 言

在自然界中, 存在着品种繁多的各类生物物种, 在各种生物种群之间普遍存在着相互依存
的食饵-捕食关系, 为了尽可能地让每个种群都能稳定、持续地繁衍生息而不至于灭绝, 越来越
多的学者对生物种群之间的食饵-捕食系统展开研究.

近年来, 对于两种生物种群之间的捕食-食饵系统正解的存在性、唯一性、稳定性及分歧
等方面的研究, 取得了许多优秀的成果[1-20]. 李梦娜等人在文献[3]中研究了一类两种生物种
群捕食- 食饵模型正解的存在唯一性等, 袁海龙等人在文献[4]中研究了一类两种生物种群具
有HollingⅢ型捕食-食饵模型共存解的存在与稳定性. 而对三种生物种群之间的捕食-食饵模型
的研究, 相关文献并不多[11-16]. 文献[12-13]研究了抛物型模型在齐次Dirichlet边界条件下的主
特征值时正平衡态解的稳定性、唯一性等问题. 陈滨等人[11]利用全局分歧理论讨论了一类在齐

次Dirichlet边界条件下的三种生物种群捕食模型的正解的局部稳定性. 李海侠[14]运用不动点理

论和椭圆型方程正则理论, 研究了一类带有Leslie-Gower项和Crowley-Martin反应函数的食物链
模型的正解存在性、稳定性等. 但是以上学者在所研究的模型中都没有充分考虑捕食者在处理
食饵时所需要的时间对捕食者密度的影响, 也没有考虑第一捕食者与第二捕食者相互影响对各
自种群密度的影响.

笔者在此基础上, 充分考虑了上述因素, 进一步完善了三种群食饵-捕食模型, 主要利用线性
算子的紧理论、不动点指数理论、椭圆型方程的正则理论等, 探讨了一类三种群的捕食-食饵模
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型, 当食饵的最大增长率靠近其主特征值时, 得到了该模型存在线性的、非退化的、稳定的正解
的条件.

假设在同一生态区域内, 同时栖息着三种生物种群, 这三种生物种群在齐次Dirichlet边界条
件下的捕食-食饵模型为




−∆x = x(a1 − x− b1y − c1zy

1 + ey
), t ∈ Ω ,

−∆y = y(a2 − y +
b2x

(1 + cx)(1 + dz)
), t ∈ Ω ,

−∆z = z(a3 − z +
b3x

(1 + cx)(1 + ey)
), t ∈ Ω ,

x = y = z = 0, t ∈ ∂Ω .

(1)

其中Ω是Rn中的有界开区域, 边界∂Ω是光滑有界的, ∆是Laplace算子, x是食饵的密度, y是第

一捕食者的密度, z是第二捕食者的密度, a1表示食饵的最大密度, a2表示第一捕食者的最大密

度, a3表示第二捕食者的最大密度, b1, c1分别是第一和第二捕食者捕获食物的转化率, b2, b3分

别是第一和第二捕食者的捕获率, d, e分别为第一和第二捕食者之间的干扰度, c为捕食者对食

物的处理时间, 函数 b2x
(1+cx)(1+dz) ,

b3x
(1+cx)(1+ey)为反应函数, 模型中的所有参数ai, bi, c1, c, d, e(其

中i = 1, 2, 3)均是正实数, 记R1 = a2 + b2a1, R2 = a3 + b3a1.

§2 预备知识
设E是一个Banach空间, E = E1 × E1 × E1, 其中E1 = {x ∈ C(Ω) : x(t) ≥ 0, t ∈ Ω},

E0(Ω) = {x ∈ C1(Ω) : x(t) = 0, t ∈ Ω}; E = E0 × E0 × E0; D1 = {x ∈ C(Ω) : x ≤ a1 + 1},
D2 = {y ∈ C(Ω) : y ≤ R1 +1}, D3 = {z ∈ C(Ω) : z ≤ R2 +1}, D = {(x, y, z) ∈ D1⊗D2⊗D3},
S = {(x, y, 0) ∈ D1 ⊗D2 ⊗ {0}}, 其中x, y为模型




−∆x = x(a1 − x− b1y), t ∈ Ω ,

−∆y = y(a2 − y +
b2x

1 + cx
), t ∈ Ω ,

x = y = 0, t ∈ ∂Ω

(2)

的正解.

引引引理理理1[15] 设λ1(p(t))为方程−∆ϕ + p(t)ϕ = λϕ, t ∈ Ω ; ϕ = 0, t ∈ ∂Ω的主特征值,
则λ1(p(t))为方程的简单特征值, 且特征值λ1(p(t))关于p(t)是递增的、连续的函数, 记λ1(0) =
λ1, 该方程对应的特征函数是ϕ1, 且ϕ1 > 0, t ∈ Ω , ‖ϕ1‖∞ = 1.

引引引理理理2[3] 设p(t) ∈ C(Ω), M是正常数, 对t ∈ Ω , −p(t) + M > 0, 则

(ⅰ) 当λ1(p(t)) < 0时, 有r[(−∆ + M)−1(−p(t) + M)] > 1;

(ⅱ) 当λ1(p(t)) > 0时, 有r[(−∆ + M)−1(−p(t) + M)] < 1;

(ⅲ) 当λ1(p(t)) = 0时, 有r[(−∆ + M)−1(−p(t) + M)] = 1.

引引引理理理3[3] 若I −G′(u), 在Ēu上是可逆的, 则

(ⅰ) 当G′(u)具有α性质时, 则有indexE(G, u) = 0;

(ⅱ) 当G′(u)没有α性质时, 则有indexE(G, u) = (−1)β , 其中β是G′(u)的所有大于1的特征
值的代数重数之和.
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引引引理理理4[16-17] 方程−∆x = x(a− bx), t ∈ Ω ; x = 0, t ∈ ∂Ω . 若a ≤ λ1, 则该方程只有平凡
解x = 0; 若a > λ1, 则该方程存在唯一正解θ(a,b), 且0 < θ(a,b) < a

b . 当b = 1时, 记θ(a,1) = θa.
因此在一定的条件下, 系统(1)可能存在如下的非负解, 记为① 平凡解(0, 0, 0); ② 弱半平凡

解(x, 0, 0), (0, y, 0), (0, 0, z); ③ 强半平凡解(x, y, 0), (0, y, z), (x, 0, z); ④ 正解(x, y, z).
当a2 > λ1, a3 > λ1时, 方程−∆z = z(a3 − z + b3θa1

(1+eθa2 )(1+cθa1 ) ), t ∈ Ω ; z = 0, t ∈ ∂Ω的唯

一的正解, 记为ẑ. 同理方程−∆y = y(a2 − y + b2θa1
(1+dẑ)(1+cθa1 ) ), t ∈ Ω ; y = 0, t ∈ ∂Ω的唯一的正

解, 记为ȳ. 记ā2 = λ1(− b2θa1
(1+cθa1 )(1+dẑ) ), ā3 = λ1(− b3θa1

(1+cθa1 )(1+eθa2 ) ).
由引理4, 易证以下结论.
引引引理理理5[4] 当a1 > λ1, a2 > λ1, a3 > λ1 时, 则系统(1)存在弱半平凡解(θa1 , 0, 0), (0, θa2 , 0),

(0, 0, θa3).
引引引理理理6[14] 设(x, y, z)是系统(1)的正解, 则有a1 > λ1, a2 > ā2, a3 > ā3.
证 已知(x, y, z)是系统(1)的正解, 则由(1)有−∆x < a1x, 方程两边同时乘以x, 再求

积分, 由Green公式, 可得
∫
Ω
|∇x|2dt < a1

∫
Ω
|x|2dt, 又由Poincarè不等式, 得

∫
Ω
|∇x|2dt ≥

λ1

∫
Ω
|x|2dt, 即有a1 > λ1. 又由(1)得

0 ≤ λ(a2 − y +
b2x

(1 + cx)(1 + dz)
) < λ(a2 +

b2θa1

(1 + cθa1)(1 + dẑ)
),

即a2 > a2. 同理a3 > ā3.
定定定理理理1 设(x, y, z)为系统(1)的任意正解, 则该正解满足x ≤ θa1 < a1, y ≤ ȳ < R1, ẑ < R2.
证 由(1)的第一个方程, 因a1为食饵的最大密度, 所以a1 > x + b1y + c1z > x . 又θa1为方

程−∆x = x(a1 − x)的正解, 由极大值定理、引理4和上下解方法, 可得x ≤ θa1 < a1.
同理y < a2 + b2x

(1+cx)(1+dz) < a2 + b2x < R1, 可得y ≤ ȳ < R1. 又−∆z < z(a3− z + b3a1) =
z(R3 − z), 可得ẑ ≤ z < R2.

§3 主要结论及证明
由定理1知, 设(x, y, z) ∈ D为系统(1)的任意非负解, 若(x, y, z) ∈ D, 对充分大的正整数M ,

函数x(a1−x−b1y− c1yz
1+ey )+Mx, y(a2−y+ b2x

(1+cx)(1+dz) )+My, z(a3−z+ b3x
(1+cx)(1+ey) )+Mz均

为非负的.
对µ ∈ [0, 1], Gµ : E → E, 定义映射

Gµ = (−∆ + M)−1




µx(a1 − x− b1y − c1yz

1 + ey
) + Mx

µy(a2 − y +
b2x

(1 + cx)(1 + dz)
) + My

µz(a3 − z +
b3x

(1 + cx)(1 + ey)
) + Mz




, (3)

记G = G1, 易知Gµ为紧算子, 则G : D → E为连续可微的算子.
引引引理理理7[4, 21] 若a1 > λ1, a3 > λ1, 则有
(ⅰ) degE(I −G,D) = 1;
(ⅱ) 当a2 6= λ1时, 有indexE(I −G, (0, 0, 0)) = 0;
(ⅲ) 当a2 > λ1(− b2θa1

1+cθa1
), a3 > λ1(− b3θa1

1+cθa1
)时, 有indexE(I − G, (θa1 , 0, 0)) = 0; 当a2 <

λ1(− b2θa1
1+cθa1

), a3 < λ1(− b3θa1
1+cθa1

)时, 有indexE(I −G, (θa1 , 0, 0)) = 1.
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证 (ⅰ) 在∂Ω上, 显然G是没有不动点的. 对任意µ, 若Gµ的不动点是方程



−∆x = µx(a1 − x− b1y − c1zy

1 + ey
), t ∈ Ω ,

−∆y = µy(a2 − y +
b2x

(1 + cx)(1 + dz)
), t ∈ Ω ,

−∆z = µz(a3 − z +
b3x

(1 + cx)(1 + ey)
), t ∈ Ω ,

x = y = z = 0, t ∈ ∂Ω

(4)

的解. 由定理1知, 对µ ∈ [0, 1], G一定满足x < a1, y < R1, z < R2, 则Gµ的不动点必定落在D内,
由度的同伦不变性, degE(I −Gµ)不依赖于µ, 根据文献[21]的计算, 因此

degE(I −G,D) = degE(I −G0, D) = degE(I −Gµ, D).

当µ = 0时, 方程(4)只有平凡解, 所以degE(I −G0, D) = degE(G0, (0, 0, 0)).

又由(3)在点(0, 0, 0)处的Fréchet导数, 有

N = G′0(0, 0, 0) = (−∆ + M)−1




M 0 0
0 M 0
0 0 M


 ,

由引理2-引理3, 可得r(N) < 1, 所以I −G在E(0, 0, 0)上是可逆的, 且N在E(0, 0, 0)上也没有α性

质, 故

indexE(I −G,D) = indexE(G0, (0, 0, 0)) = 1.

(ⅱ) 由(3)在点(0, 0, 0)处的Fréchet导数, 有

G′(0, 0, 0) = (−∆ + M)−1




a1 + M 0 0
0 a2 + M 0
0 0 a3 + M


 ,

下证算子I −G′(0, 0, 0)在E(0, 0, 0)上是可逆的.

假设(ξ, η, ς) ∈ E(0, 0, 0), 有G′(0, 0, 0)(ξ, η, ς)T = (ξ, η, ς)T, 则有−∆ξ = a1ξ, t ∈ Ω ;
ξ|t∈∂Ω = 0. 若ξ 6= 0, 有a1 = λ1, 与a1 > λ1矛盾, 所以ξ = 0. 同理可得η ≡ 0, ς ≡ 0,
故I −G′(0, 0, 0)在E(0, 0, 0)上是可逆的.

又a1 > λ1, 由引理2, 令ra1 = r[(M − ∆)−1(a1 + M)] > 1, 且ra1是算子(M − ∆)−1(a1 +
M)的主特征值, 该特征值所对应的特征函数记为σ > 0, 取t0 = 1

ra1
, 则当0 < t0 < 1时,

有(I − t0G
′(0, 0, 0))(σ, 0, 0) = (0, 0, 0) ∈ S(0, 0, 0), 由引理3, 可得G′(0, 0, 0)具有α性质, 故

indexE(G, (0, 0, 0)) = 0.

(ⅲ) 当a2 > λ1(− b2θa1
1+cθa1

), a3 > λ1(− b3θa1
1+cθa1

)时, 由(3)有

G′(θa1 , 0, 0) = (−∆ + M)−1




a1 − 2θa1 + M −b1θa1 0
0 a2 + b2θa1

1+cθa1
+ M 0

0 0 a3 + b3θa1
1+cθa1

+ M


 , (5)

由引理3,类似(ⅱ)可得I−G′(θa1 , 0, 0)在E(θa1 , 0, 0)上是可逆的,并且G′(θa1 , 0, 0)在E(θa1 , 0, 0)上
具有α性质, 故indexE(G, (θa1 , 0, 0)) = 0.

假设a2 < λ1(− b2θa1
1+cθa1

), a3 < λ1(− b3θa1
1+cθa1

). 记A = (−∆ + M)−1(a2 + b2θa1
1+cθa1

+ M), 由引
理2知, r(A) < 1, 所以G′(θa1 , 0, 0)在E(θa1 , 0, 0)上具有α性质, 故存在0 < τ < 1, 及(σ1, σ2, σ3) ∈
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E(θa1 , 0, 0)使得(I−τE(θa1 , 0, 0)(σ1, σ2, σ3)) ∈ S(θa1 , 0, 0),即有σ2−τ(−∆+M)−1(a2+ b2θa1
1+cθa1

+
M)σ2 = 0, 则 1

τ > 1是算子A的一个特征值, 则与r(A) < 1矛盾, 所以G′(θa1 , 0, 0)在E(θa1 , 0, 0)上
不具有α性质, 故indexE(G, (θa1 , 0, 0)) = (−1)β , 其中β是G′(θa1 , 0, 0)的所有大于1的特征值的代
数和.

假设 1
τ是G′(θa1 , 0, 0)的一个特征值, 其对应的特征函数为(ξ, η, ς)T, 则有




−∆ξ + Mξ = τ(a1 − 2θa1 + M)ξ − τb1θa1η, t ∈ Ω ,

−∆η + Mη = τ(a2 +
b2θa1

1 + cθa1

+ M)η, t ∈ Ω ,

−∆ς + Mς = τ(a3 +
b3θa1

1 + cθa1

+ M)ς, t ∈ Ω ,

ξ = η = ς = 0, t ∈ ∂Ω .

(6)

若η 6= 0, 由(6)可得

0 ≥ λ1(M(1− τ)− τ(a2 +
b2θa1

1 + cθa1

)) > λ1(−(a2 +
b2θa1

1 + cθa1

)) = −a2 + λ1(− b2θa1

1 + cθa1

),

所以a2 > λ1(− b2θa1
1+cθa1

), 与a2 < λ1(− b2θa1
1+cθa1

)矛盾, 所以η = 0. 同理若ς 6= 0, 由(6)有

0 ≥ λ1(M(1− τ)− τ(a3 +
b3θa1

1 + cθa1

)) > λ1(−(a3 +
b3θa1

1 + cθa1

)) = −a3 + λ1(− b3θa1

1 + cθa1

),

所以a3 > λ1(− b3θa1
1+cθa1

), 与a3 < λ1(− b3θa1
1+cθa1

)是矛盾, 从而ς = 0.
又由定理1知, θa1 < a1, 则由(6)得

0 ≥ λ1(M(1− τ)− τ(a1 − 2θa1) > λ1(−τ(a1 − θa1)) > λ1(−(a1 − θa1)) = 0,

矛盾, 故G′(θa1 , 0, 0)是没有大于1的特征值, 所以indexE(G, (θa1 , 0, 0)) = 1.
引引引理理理8[14] (ⅰ) 当a1 > λ1或a2 6= λ1(− b2θa1

1+cθa1
), a3 6= λ1时.

如果a1 > λ1或a3 > λ1, 则有indexE(G, (θa1 , 0, 0)) = 0;
如果a1 < λ1, a2 < λ1且a3 < λ1, 则有indexE(G, (θa1 , 0, 0)) = 1.
(ⅱ) 设a2 > λ1, a1 6= λ1(b1θa2), a3 6= λ1.
若a1 > λ1或a3 > λ1, 则indexE(G, (0, θa2 , 0)) = 0;
若a1 < λ1, 且a3 < λ1, 则indexE(G, (0, θa2 , 0)) = 1.
定定定理理理2 (ⅰ) 如果a1 > λ1(b1θa2), a2 > λ1, a3 > λ1, 则模型(1)必存在共存解;
(ⅱ) 如果a1 > λ1, ā2 < a2 < λ1, a3 > λ1, 则模型(1)必存在共存解.
证 (ⅰ) 假设模型(1)不存在共存解, 则由引理7-引理8可得

1 = indexE(I −G,D) = indexE(G, (0, 0, 0)) + indexE(G, (θa1 , 0, 0))+
indexE(G, (0, θa2 , 0)) + indexE(G, (0, 0, ẑ)) = 0,

是矛盾的, 所以模型(1)必定存在共存解.
(ⅱ) 假设模型(1)不存在共存解, 则由引理6-引理7得

1 = indexE(I −G,D) = indexE(G, (0, 0, 0))+
indexE(G, (θa1 , 0, 0)) + indexE(G, (0, θa2 , ẑ)) = 0,

是矛盾的, 所以模型(1)必定存在共存解.
定定定理理理3 在系统(1)中,
(ⅰ) 设a1 > λ1, a3 > λ1, a2 < a2, 则该系统没有正解.
(ⅱ) 设a3 > λ1, a2 < a2 < λ1, 存在常数ā1. 当a1 > ā1 > λ1时, 则该系统至少存在一个正
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解; 当a1 < ā1 < λ1时, 则该系统没有正解.
证 (ⅰ) 假设系统(1)存在正解, 由引理6可得a2 > a2, 与已知a2 < a2矛盾, 所以系统(1)没

有正解.
(ⅱ) 由已知, 当a1 > ā1 > λ1时, 由定理2可得系统(1)至少存在一个正解.
当a1 < ā1 < λ1时, 假设系统(1)存在正解, 由引理6可得a1 > λ1, 与已知a1 < ā1 < λ1矛盾,

所以系统(1)没有正解.
定定定理理理4 在系统(1)中, 设a2 ≤ λ1, a3 > λ1, 如果存在ε > 0, 当λ1 < a1 ≤ λ1 + ε, c ≥ 0时,

则该系统至少存在一个非退化的、线性的、稳定的正解.
证 由定理的条件, 只需证明该系统的任意正解是非退化的、线性的即可. 反之, 假设在系

统(1)中存在a1,i → λ+
1 , ci → c ≥ 0, a2,i ≤ λ1, 使得(ξi, ηi, ςi)为退化的或不稳定的正解, 则一定

存在γi, Re(γi) ≤ 0, 且(ξi, ηi, ςi, ) 6= (0, 0, 0), ‖ξi‖2L2 + ‖ηi‖2L2 + ‖ςi‖2L2 = 1, 有



−∆ξi − (a1,i − 2xi − b1yi − c1yizi

1 + eyi
)ξi + (b1xi +

c1xizi

(1 + eyi)2
)ηi +

c1xiyi

1 + eyi
ςi = γiξi, t ∈ Ω ,

−∆ηi − b2yi

(1 + cixi)2(1 + dzi)
ξi − (a2,i − 2yi +

b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)ηi+

b2dxiyi

(1 + cixi)(1 + dzi)2
ςi = γiηi, t ∈ Ω ,

−∆ςi − b3zi

(1 + cixi)2(1 + eyi)
ξi +

b3ezixi

(1 + cixi)(1 + eyi)2
ηi−

(a3,i − 2zi +
b3xi

(1 + cixi)(1 + eyi)
)ςi = γiςi, t ∈ Ω ,

ξi = ηi = ςi = 0, t ∈ ∂Ω .

(7)
在L∞中, 由定理1和引理3可知0 < xi < θa1,i , 得xi → 0.

再由(1)可得yi < ȳ < θR4 , 其中R4 = a2,i +
b2‖θa1,i

‖∞
(1+c‖θa1,i

‖∞)(1+d‖ẑ‖∞) . 由yi 6= 0, 有a2,i +
b2‖θa1,i

‖∞
(1+c‖θa1,i

‖∞)(1+d‖ẑ‖∞) > λ1, 可得λ1 − b2‖θa1,i
‖∞

(1+c‖θa1,i
‖∞)(1+c‖ ˆz‖∞)

< a2,i ≤ λ1. 又a1,i → λ+
1 ,

有‖θa1,i
‖∞ → 0, 所以a2,i → λ1, 再由R4得yi → 0.

同理可得ẑ < zi < θR5 , zi → ẑ, 其中R5 = a3,i +
b3‖θa1,i

‖∞
(1+c‖xi‖∞)(1+e‖ȳ‖∞) .

令Xi = xi

‖xi‖∞ , 则由系统(1)有−∆Xi = Xi(a1,i−xi− b1yi− ciziyi

1+eyi
), t ∈ Ω ; Xi = 0, t ∈ ∂Ω .

由Sobolev嵌入定理及L∞估计, 得Xi → X̄ ≥ 0, 6= 0, 由Harnack不等式, 得X̄ > 0, t ∈ Ω .
在C1中, 取极限, 得 xi

‖xi‖∞ → υ1. 同理 yi

‖yi‖∞ → υ1.
令xi = ni(υ1+si) cos βi, yi = ni(υ1+li) sin βi,其中βi ∈ (0, π

2 ), si → 0, li → 0, (υ1, si)2 = 0,

(υ1, li)2 = 0, 且ni =
√

‖xi‖2∞
‖υ1+si‖2∞ + ‖yi‖2∞

‖υ1+li‖2∞ → 0+, 记ξi, ηi, ςi的共轭算子分别为ξ̄i, η̄i, ς̄i, 则
由(7)得

γi =
∫

Ω

|∇ξi|2dt−
∫

Ω

(a1,i − 2xi − b1yi − c1yizi

1 + eyi
)|ξi|2dt +

∫

Ω

(b1xi +
c1xizi

(1 + eyi)2
)ηiξ̄idt+

∫

Ω

c1xiyi

1 + eyi
ςiξ̄idt +

∫

Ω

|∇ηi|2dt−
∫

Ω

b2yi

(1 + cixi)2(1 + dzi)
ξiη̄idt−

∫

Ω

(a2,i − 2yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)|ηi|2dt +

∫

Ω

b2dxiyi

(1 + cixi)(1 + dzi)2
ςiη̄idt +

∫

Ω

|∆ςi|2dt−
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∫

Ω

b3zi

(1 + cixi)2(1 + eyi)
ξiς̄idt +

∫

Ω

b3exizi

(1 + cixi)(1 + eyi)2
ηiς̄idt−

∫

Ω

(a3,i − 2zi +
b3xi

(1 + cixi)(1 + eyi)
)|ςi|2dt.

(8)

由于xi, yi, zi均为有界, 故Re(γi), Im(γi)也是有界, 即γi也有界. 所以当γi → γ时, 可
知Re(γ) ≤ 0. 由L∞的估计, 可得ξi, ηi, ςi均有界, 可设ξi → ξ, ηi → η, ςi → ς, 则对(7)两边
取极限, 可得 




−∆ξ − λ1ξ = γξ, t ∈ Ω ,

−∆η − λ1η = γη, t ∈ Ω ,

−∆ς − (a3 − 2ẑ)ς − b3z̄ξ = γς, t ∈ Ω ,

ξ = η = ς = 0, t ∈ ∂Ω .

(9)

则γ为实的. 若ξ = 0, 有−∆ς − (a3 − 2ẑ)ς = γς, 所以γ > λ1(a3 − 2ẑ) > 0, 与Re(γ) ≤ 0是矛盾
的, 所以ξ 6= 0. 当γ = 0时, 由(9)可得ξ = m1υ1, η = m2υ1, ς = (−∆ − (a3 − 2ẑ))−1(b3ẑm1υ1),
其中m1,m2为实数且(m1,m2) 6= (0, 0).

由(7)及Kato’s不等式得

−∆|ηi| ≤ −Re(
η̄i

|ηi| ·∆ηi) ≤ (a2,i − 2yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)|ηi|+ Re(γi)|ηi|+

b2yi

(1 + cixi)2(1 + dzi)
|ξi| − db2xiyi

(1 + cixi)(1 + dzi)2
|ςi|.

(10)

对(1)的两边同时乘以|η|, 再对(10)的两边同时乘以yi, 并积分得

−
∫

Ω

∆|ηi|yidt =
∫

Ω

(a2,i − yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)|ηi|yidt ≤

∫

Ω

(a2,i − 2yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)|ηi|yidt +

∫

Ω

Re(γi)|ηi|yidt+
∫

Ω

b2y
2
i

(1 + cixi)2(1 + dzi)
|ξi|dt−

∫

Ω

db2xiy
2
i

(1 + cixi)(1 + dzi)2
|ςi|dt ≤

∫

Ω

(a2,i − 2yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)|ηi|yidx +

∫

Ω

Re(γi)|ηi|yidt +
∫

Ω

b2y
2
i |ξi|dt,

(11)

即有 ∫

Ω

y2
i |ηi|dt ≤ b2

∫

Ω

y2
i |ηi|dt + Re(γi)

∫

Ω

|ηi|yidt ≤ b2

∫

Ω

y2
i |ξi|dt, (12)

即 ∫

Ω

(
yi

‖yi‖ )2|ηi|dt ≤
∫

Ω

b2(
yi

‖yi‖ )2|ξi|dt.

两边取极限, 得
∫
Ω

υ2
1 |ηi|dt ≤ b2

∫
Ω

υ2
1 |ξi|dt, 当m1 6= 0时, 有|m2| ≤ b2|m1|, 令m1 = 1, 则ξi = υ1,

ηi = hυ1, ςi → (−∆ − (a3 − 2ẑ))−1(b3ẑυ1) , R3υ1. 可令ξi = υ1 + ξ̂i, ηi = hi(υ1 + η̂i), 其
中(υ1, ξ̂i)2 = 0, (υ1, η̂i)2 = 0, ξ̂i → 0, η̂i → 0, hi → h .

由(7)的第一个方程两边乘以υ1, 取积分∫

Ω

(−∆ξi)υ1dt =
∫

Ω

(a1,i − 2xi − b1yi − c1yizi

1 + eyi
)υ1ξidt−

∫

Ω

(b1xi +
c1xizi

(1 + eyi)2
)ηiυidt−

∫

Ω

c1xiyi

1 + eyi
ςiυidt +

∫

Ω

γiξiυ1dt,

(13)
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所以

λ1

∫

Ω

υ2
1dt = a1,i

∫

Ω

υ2
1dt + γi

∫

Ω

υ2
1dt−

∫

Ω

(2xi + b1yi +
c1yizi

1 + eyi
)υ1ξidt−

∫

Ω

(b1xi +
c1xizi

(1 + eyi)2
)ηiυ1dt−

∫

Ω

c1xiyi

1 + eyi
ςiυ1dt,

(14)

即

(a1,i − λ1)
∫

Ω

υ2
1dt + γi

∫

Ω

υ2
1dt =

∫

Ω

(2xi + b1yi +
c1yizi

1 + eyi
)υ1ξidt +

∫

Ω

(b1xi +
c1xizi

(1 + eyi)2
)ηiυ1dt +

∫

Ω

c1xiyi

1 + eyi
ςiυ1dt.

(15)

将xi = ni(υ1 + si) cos βi, yi = ni(υ1 + li) sin βi代入上式, 两边除以ni, 并取极限, βi → β ∈
[0, π

2 ], 有

lim
i→∞

(
a1,i − λ1

ni
+

γi

ni
)
∫

Ω

υ2
1dt =

∫

Ω

(2 cos β + b1 sinβ +
c1ẑ sinβ

1 + eniυ1 sinβ
+

b1h cos β +
c1hz̄ cos β

(1 + eniυ1 sinβ)2
+

c1R3 cos β sinβ

(υ1ni)−1 + e sinβ
)υ3

1dt.

(16)

对方程(1)的第一个方程−∆xi = xi(a1,i − xi − b1yi − c1yizi

1+eyi
)的两边同除以ni cos βi, 再乘

以υ1, 并求积分, 有

λ1

∫

Ω

υ2
1dt = a1,i

∫

Ω

υ2
1dt−

∫

Ω

(υ1 + si)(xi + b1yi +
c1yizi

1 + eyi
)υ1dt. (17)

将xi = ni(υ1 + si) cos βi, yi = ni(υ1 + li) sin βi, 代入(17), 两边同时除以ni, 取极限得

lim
i→∞

(
a1,i − λ1

ni
)
∫

Ω

υ2
1dt =

∫

Ω

(cos β + b1 sinβ +
c1ẑ sinβ

1 + eniυ1 sinβ
)υ3

1dt. (18)

由(16), (18)得

lim
i→∞

γi

ni

∫

Ω

υ2
1dt =

∫

Ω

(cos β + b1h sinβ +
c1hz̄ cos β

(1 + eniυ1 sinβ)2
+

c1R3 sinβ cos β

(niυ1)−1 + e sinβ
)υ3

1dt. (19)

同理由(1)的−∆yi = yi(a2,i − yi + b2xi

(1+cxi)(1+dzi)
)的两边同时除以ni sinβi, 再乘以υ1, 再求

积分得

λ1

∫

Ω

υ2
1dt = a2,i

∫

Ω

υ2
1dt−

∫

Ω

(yi − b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)υ2

1dt. (20)

两边同除以ni, 取极限得

lim
i→∞

a2,i − λ1

ni

∫

Ω

υ2
1dt = (sin β − b2 cos β

(1 + c̄υ1ni cos β)(1 + dẑ)
)
∫

Ω

υ3
1dt. (21)

因为a2,i ≤ λ1, 当β 6= 0时, 则c̄ 6= ∞. 当hi → h = 0时, 由(19)得 lim
i→∞

γi

ni

∫
Ω

υ2
1dt =

∫
Ω

(cos β + c1R3 cos β sin β
(v1ni)−1+e sin β )υ3

1dt > 0, 与Re(γi) ≤ 0矛盾, 所以h 6= 0.

对(7)的第二个方程的两边乘以yi, 求积分得

−
∫

Ω

yi∆ηidt =
∫

Ω

b2y
2
i

(1 + cixi)2(1 + dzi)
ξidt +

∫

Ω

(a2,i − 2yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)yiηidt−

∫

Ω

db2xiy
2
i

(1 + cixi)(1 + dzi)2
ςidt +

∫

Ω

yiγiηidt.

(22)

再由(1), 两边乘以ηi, 求积分得

−
∫

Ω

yi∆ηidt =
∫

Ω

(a2,i − yi +
b2xi

(1 + cixi)(1 + dzi)
)yiηidt. (23)
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由(22)-(23)可得 ∫

Ω

y2
i ηidt =

∫

Ω

b2y
2
i

(1 + cixi)2(1 + dzi)
ξidt−

b2d

∫

Ω

xiy
2
i

(1 + cixi)(1 + dzi)2
ςidt + γi

∫

Ω

yiηidt.

(24)

两边同时除以hi(ni sinβi)2, 取实部, 可得∫

Ω

υ2
1dt ≤ Re(

1
h

)b2

∫

Ω

υ3
i

(1 + cniυ1 cos β)2(1 + dẑ)
dt + Re(

γi

ni
)
∫

Ω

1
sinβ

υ2
1dt. (25)

由(19)有 lim
i→∞

Re( γi

ni
)
∫
Ω

1
sin β υ2

1dt > 0, 与矛盾Re(γi) ≤ 0. 定理得证.

§5 结束语

为了自然界保持生物种群的丰富多样性, 各种群都能持续生存下去而不至于灭绝, 对于三
种群捕食-食饵系统在齐次Dirichlet边值下, 在满足一定的条件下的正解的存在性、唯一性、稳
定性、多重性、分歧等问题的研究工作, 是非常必要的. 本文的研究结果表明, 系统(1)在满足必
要的条件下, 至少存在一个非退化的、线性的、稳定的正解, 说明三物种种群都能一代一代的持
续生存繁衍下去, 而不会灭绝.
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Stability of positive solutions for a class of three-species food chain
models

DONG Biao

(Department of Mathematics, Aba Teachers University, Wenchuan 623002, China)

Abstract: This paper studies the stability of positive solutions for a type of three-species prey-

predator model under homogeneous Dirichlet boundary conditions. Utilizing the Fréchet derivative,

the maximum principle, the method of upper and lower solutions, the fixed point index theory for

linear operators, compactness theory, and the homotopy invariance of degree, the paper discusses the

conditions required for the existence of positive solutions for this class of food chain models. It provides

the conditions under which the system has a linear, non-degenerate, and stable positive solution under

homogeneous Dirichlet boundary conditions.
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