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偏正态数据的三臂非劣性检验

吴 祺1,2, 梁 帆1,2∗, 吴刘仓1,2∗

(1. 昆明理工大学 理学院, 云南昆明 650500;

2. 昆明理工大学 应用统计学研究中心, 云南昆明 650500)

摘 要: 非劣性检验是一种重要的药效检验方法, 旨在证明某种新的药物在预先设定

的非劣效界值下不劣于标准药物. 三臂非劣性检验包括安慰剂组、标准药物组和新药

物组, 可同时检验标准药物相对于安慰剂的优效性以及新药物相较于标准药物的非劣

性. 在现实生活中实验得到的数据往往不是严格的正态分布, 而是具有偏态特征, 因

此需要研究用于偏正态三臂非劣性检验的新方法. 该文考虑用矩估计的方法来估计

未知参数, 利用中心极限定理构造近似检验统计量, 并进一步基于Bootstrap方法, 利

用Bootstrap样本估计未知参数, 构造Bootstrap检验统计量, 给出检验方法. 在不同的

已知参数条件下通过Monte Carlo模拟得到检验犯第一类错误的概率、功效和样本量,

模拟结果表明该检验方法具有有效性和稳定性. 最后将该方法应用于一项HIV治疗的

实例数据以判断其非劣性.
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§1 引 言

随着生物医学技术的不断发展, 为满足人类治疗各种疾病的需求, 越来越多新研发的药物不

断涌现. 尽管临床上针对某种疾病已有能够治疗的有效药物, 但这些药物可能存在成本高或副

作用大等缺点. 因此科研人员有必要继续研发价格更低廉或副作用更小的新药物. 而在新药的

研发中, 如何有效评价新药是否可以与已有药效的标准治疗药物相互替换使用, 是临床医学研究

中非常关注的问题. 这就需要发展合适的统计方法对药物药效进行科学合理的生物评价. 非劣

性评价是生物评价中备受关注的一个重要方法.

非劣性评价主要是用来验证新药的药效在一定的非劣性界值下不比目前使用的标准药的药

效差. 传统的非劣性评价中, 由于考虑伦理道德等因素, 仅对新药和标准药进行两臂非劣性试
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验. 其中非劣性界值的选择则取决于统计推断和临床判断的结合[1]. 然而, 由于两臂非劣性试

验中不包含安慰剂, 因此难以证明标准药的有效性[2], 即检验的灵敏度评价无法确定. 为了解

决上述问题, 在所在地法律和伦理道德允许的前提下, 用安慰剂做对照的三臂非劣性试验是一

个不错的选择. 三臂非劣性试验包含试验药(新药)组, 标准药(阳性)对照组和安慰剂对照组, 其

不仅可以比较新药是否非劣(效)性于标准药, 也可以比较新药是否优于安慰剂. 这样, 既可以保

证药物的有效性, 也可以达到检验内部和外部的确证. 目前, 众多学者关于三臂非劣性试验进

行了深入研究, Pigeot等人[3]采用保留标准药物效应法来确定三臂非劣性检验中的非劣性界值,

推导出Fieller置信区间, 并给出了样本量估计. Kieser等人[4]提出三臂非劣性试验的疗效数据服

从二项分布时的统计检验方法, 计算出犯第一类错误率, 并推导出了近似样本量公式. Hasler等

人[5]通过对Pigeot所提出的检验过程进行改进, 给出异方差情况下的检验过程. Kim等人[6]提出

了在两臂非劣性试验中采用Wilcoxon秩和检验的非参数检验过程, 以及在三臂非劣性试验中采

用线性对比检验的非参数检验过程, 并通过Monte Carlo模拟研究, 对提出的非参数过程和参数

过程进行了比较. Li等人[7]利用封闭测试原则建立了三臂非劣性试验中多重比较的分层检验过

程, 推导出了样本量最佳分配比例的公式. Tang等人[8]在二元响应变量的三臂非劣性检验下提

出了无条件准确检验和近似检验. Ghosh等人[9]考虑了Poisson离散响应变量下结合灵敏度的非

劣性条件检验. Tang等人[10]构建了4种正态数据下三臂试验中同时评估非劣性和灵敏度的置信

区间, 并给出了相应的算法和样本量计算公式. Tang等人[11]基于正态数据利用保留标准药物效

应法确定非劣性界值, 在半参数Bayesian框架下对灵敏度和非劣性进行同时检验, 对感兴趣参数

的先验分布设定为DP先验. 且给出了对应的Gibbs抽样算法和后验分布形式.

然而这些文献大多考虑的是三臂非劣性试验所包含的试验药(新药)组, 标准药(阳性)对照组

和安慰剂对照组的疗效数据都是正态分布的情况, 并没有考虑疗效数据服从偏正态分布的三臂

非劣性检验. 但是在实际应用中, 数据更多的是呈现出单峰, 非对称的偏正态分布特征, 当数据

呈现偏正态分布时, 意味着数据的分布不是完全对称的, 而是有一个长尾延伸到较高的值或较低

的值, 如果假定数据服从正态分布进行推断, 可能导致已有的统计检验方法的估计不准确, 则得

到的统计决策可能会出现偏差. 在非劣(效)性研究中, 研究者希望证明一种新治疗至少不比现有

治疗差. 如果数据分布偏斜, 使用不恰当的统计方法可能会影响非劣性的结论, 适当的数据分析

方法可以确保研究结果的可靠性. 因此为了帮助研究者更好地理解治疗效果, 为临床实践提供

有价值的见解, 本文考虑疗效数据服从偏正态分布的情况下的三臂非劣性检验.

许多学者从不同方面对偏正态数据进行了研究. 比如, Azzalini[12]最早提出了偏正态分布的

概念, 构造出偏正态分布的概率密度函数, 并推导出相应的性质. 马婷等人[13]通过极大似然迭

代算法给出了联合模型参数的估计方法. Phontita等人[14-15]提出了偏正态总体的尺度参数和偏

度参数都已知的请况下, 位置参数的点估计方法, 并将该方法的思想应用于尺度和偏度参数未

知的情况, 给出了矩估计和极大似然估计的方法. Wu等人[16]研究了联合位置尺度和偏度的统

计诊断问题. Morán-Vásquez等人[17]推导出将对数偏态正态分布的分位数与其参数相关联的性

质, 并通过对数偏态分布研究了正偏态响应变量的分位数与一组解释变量之间的关系. 叶仁道等

人[18]研究了多个尺度参数和偏度参数未知情况下的偏正态总体, 基于Bootstrap方法研究了位置

参数的齐次检验问题和共同位置参数的区间估计问题. 方冰妮[19]研究了在尺度参数和偏度参数
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未知的情况下的单个和两个偏正态总体, 运用中心参数化和Bootstrap方法, 得到位置参数的假

设检验和区间估计. 本文考虑将文献[19]的方法应用到三臂非劣性试验中, 给出偏正态分布下位

置参数、尺度参数和偏度参数的矩估计, 分别构造似检验统计量和的Bootstrap检验统计量, 给

出了相应的算法并讨论了样本量的确定问题.

本文的主要工作如下: §2介绍了本文所研究的三臂非劣性检验的模型及其相关符号.

§3首先给出疗效数据为偏正态数据时的参数矩估计, 然后构造相应的检验统计量, 进而通

过Boootstrap方法给出判断非劣性的统计决策. §4通过模拟研究得到犯第一类错误的概率、检
验功效以及所需样本量. §5将本文所提出的方法应用于一个HIV实例中检验非劣性. §6对本文进
行总结和展望.

§2 模型与符号
三臂非劣性检验包含三个药物组, 分别是试验药(新药)组E(experimental), 对照(标准

药)组R(reference)和安慰剂组P (lacebo). 令

Xkj ∼ SN
(
µk, σ2

k, λk

)
, k = E, R, P, j = 1, · · · , nk. (1)

其中Xk,j表示第k组第j个个体的疗效值, µk表示第k组的疗效值, nk表示第k组的样本量, σ2
k表示

第k组的方差, λk表示第k组的偏度. 不失一般性, 假定µk的值越大表示第k组疗效效果越好. 通常

两臂非劣性检验可表示为

H0 : µE − µR ≤ δ vs H1 : µE − µR > δ. (2)

其中δ < 0是根据保留标准药物效应法确定的非劣性界值. 在三臂非劣性检验中, 根据文献[20]采

用阳性保留效应法. 根据CPMP(欧洲药品评价局专利药品委员会)的指导意见, 其中f可在区

间
[− 1

2 ,− 1
3

]
内取值. 因此, 三臂非劣性检验可表示为

H0 : µE − µR ≤ f (µR − µP ) vs H1 : µE − µR > f (µR − µP ) . (3)

令θ = 1 + f , 则

H0 : µE − θµR − (1− θ) µP ≤ 0 vs H1 : µE − θµR − (1− θ) µP > 0. (4)

其中θ ∈ [0.5, 1]表示标准药与安慰剂疗效之差的一部分. 显然拒绝原假设H0就证明了新药对标

准药的非劣性.

§3 非劣性检验的方法
根据文献[19],首先给出偏正态分布的参数估计,然后构造(4)的近似检验统计量和Bootstrap

检验统计量.

3.1 偏偏偏正正正态态态总总总体体体的的的参参参数数数矩矩矩估估估计计计

若X ∼ SN(µ, σ2, λ), 则

1) X的矩生成函数为MX (t) = 2 exp
(
µt + σ2t2

2

)
Φ (tσδ).

2) X的前三阶矩为E (X) = µ + bσδ, S2 = Var (X) = σ2
(
1− b2δ2

)
, S3 = σ3δ3b(2b2 − 1).
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其中b = (2/π)1/2, δ = λ/
(
1 + λ2

)1/2. 通过对1)中的MX(t)分别关于t求前三阶导, 易得X的

前三阶原点矩, 从而进一步得到2)中的均值, 方差和三阶中心矩. 则在三臂非劣性检验中,

设Xkj , k = E, R, P, j = 1, · · · , nk是根据模型(1)产生的试验数据, 则样本均值, 样本二阶中心距

和样本三阶中心距可分别表示为

Xk =
1
nk

nk∑

j=1

Xkj , Sk2 =
1
nk

nk∑

j=1

(
Xkj −Xk

)2
, Sk3 =

1
nk

nk∑

j=1

(
Xkj −Xk

)3
. (5)

定理3.1 设δk = λk/
(
1 + λ2

k

)1/2, 且δk ∈ (−1, 1), 若Xkj ∼ SN
(
µk, σ2

k, λk

)
, k = E, R, P ,

j = 1, · · · , nk, 则参数(µk, σ2
k, λk)的矩估计量可表示为

µ̂k = X̄k − cS
1/3
k3 , σ̂2

k = Sk2 + c2S
2/3
k3 , λ̂k = δ̂k/

(
1 + δ̂2

k

)1/2

. (6)

其中k = E, R, P , b = (2/π)1/2 , c = [2/ (4− π)]1/3 , δ̂k = cS
1/3
k3 /b

(
Sk2 + c2S

2/3
k3

)1/2

, X̄k,

Sk2, Sk3分别表示Xk的样本均值, 样本二阶中心距和样本三阶中心距. 根据定理3.1可以得

到偏正态分布中参数的矩估计. 以下的定理3.2给出偏正态分布下参数矩估计的无偏性.

定理3.2 若Xkj ∼ SN
(
µk, σ2

k, λk

)
, k = E, R, P, j = 1, · · · , nk, 则由定理3.1得到参数的矩

估计µ̂k, σ̂2
k和δ̂k为无偏估计.

以下是定理的证明.
E (µ̂k) =E

(
X̄k − cS

1/3
k3

)
= µk + bσkδk − c

[
σ3

kδ3
kb

(
2b2 − 1

)]1/3
=

µk + bσkδk − σkδk

(
2

4− π

)1/3
[√

2
π

(
4
π
− 1

)]1/3

=

µk + bσkδk − σkδk

(
2
π

) 3
2×3

= µk.

(7)

E
(
σ̂2

k

)
=E

(
Sk2 + c2kS

2/3
3

)
= σ2

k

(
1− b2δ2

k

)
+

(
2

4− π

)2/3

S
2/3
k3 =

σ2
k − b2σ2

kδ2
k +

{(
2

4− π

) [
σ3

kδ3
kb

(
2b2 − 1

)]}2/3

=

σ2
k − b2σ2

kδ2 + σ2
kδ2

k

(
2

4− π

√
2
π

4− π

π

)2/3

=

σ2
k − b2σ2

kδ2
k + σ2

kδ2
k

(
2
π

) 3×2
2×3

= σ2
k − b2σ2

kδ2 + σ2
kδ2

kb2 = σ2
k.

(8)

E
(
δ̂k

)
=E

[
cS

1/3
k3 /b

(
Sk2 + c2S

2/3
k3

)1/2
]

=

bσkδk/b
[
σ2

k

(
1− b2δ2

k

)
+ b2σ2

kδ2
k

]1/2
= bσkδk/bσk = δk.

(9)
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3.2 检检检验验验统统统计计计量量量

记线性组合Y = XE − θXR − (1− θ)XP , 由定理3.1和定理3.2可得
E (Y ) =E(XE − θXR − (1− θ)XP ) =

µE + bσEδE − θ (µR + bσRδR)− (1− θ) (µP + bσP δP ) =

µE − θµR − (1− θ)µP + b (σEδE − θσRδR − (1− θ)σP δP ) ,

(10)

Var (Y ) =Var (XE − θXR − (1− θ) XP ) =

Var (XE) + θ2Var (XR) + (1− θ)2 Var (XP ) =

σ2
E

(
1− b2δ2

E

)
+ θ2σ2

R

(
1− b2δ2

R

)
+ (1− θ)2 σ2

P

(
1− b2δ2

P

)
.

(11)

当(4)H0成立时, 由中心极限定理可得

T =
XE − θXR − (1− θ)XP − b (σEδE − θσRδR − (1− θ)σP δP )√

σ2
E(1−b2δ2

E)
nE

+ θ2σ2
R(1−b2δ2

R)
nR

+ (1−θ)2σ2
P (1−b2δ2

P )
nP

. (12)

其中k = E, R, P , T是(4)的近似检验统计量.

然而在实际问题中σk和δk往往是未知的, 因此可将其矩估计量σ̂k, δ̂k代入T的表达式, 则有

如下检验统计量

TM =
XE − θXR − (1− θ)XP − b

(
σ̂E δ̂E − θσ̂Rδ̂R − (1− θ)σ̂P δ̂P

)
√

σ̂2
E(1−b2δ̂2

E)
nE

+
θ2σ̂2

R(1−b2δ̂2
R)

nR
+

(1−θ)2σ̂2
P (1−b2δ̂2

P )
nP

. (13)

其中Xk, k = E, R, P是样本均值, TM的精确分布是未知的, 因而接下来考虑采用Bootstrap方法

构造检验统计量进行检验.

在原假设H0成立时, 令XBMk1, XBMk2, · · ·XBMknk
是来自于SN

(
µ̂k, σ̂2

k, λ̂k

)
的Bootstrap

样本,其中µ̂k, σ̂2
k, λ̂k是由定理3.1得到µk, σ2

k, λk 的矩估计量,且XBMk1, XBMk2, · · ·XBMknk
的样

本均值, 样本二阶中心距和样本三阶中心距分别为X̄BMk, SBMk2, SBMk3, k = E, R, P . 由定理

3.1, SN
(
µ̂k, σ̂2

k, λ̂k

)
的总体参数的矩估计值分别为µ̂BMk = X̄BMk − cS

1/3
BMk3, σ̂

2
BMk = SBMk2+

c2S
2/3
BMk3, λ̂BMk = δ̂BMk/

(
1 + δ̂2

BMk

)1/2

, δBMk = cS
1/3
BMk3/b

(
SBMk2 + c2S

2/3
BMk3

)1/2

. 接下来

考虑利用中心极限定理构造检验统计量, 所以将三个总体的样本均值X̄BMk和参数的矩估计

值(µ̂BMk σ̂BMk, δ̂BMk, λ̂BMk), k = E, R, P代入TM得到Bootstrap检验统计量为

TBM =
XBME − θXBMR − (1− θ)XBMP − b

(
σ̂BME δ̂BME − θσ̂BMRδ̂BMR − (1− θ)σ̂BMP δ̂BMP

)
√

σ̂2
BME(1−b2δ̂2

BME)
nE

+
θ2σ̂2

BMR(1−b2δ̂2
BMR)

nR
+

(1−θ)2σ̂2
BMP (1−b2δ̂2

BMP )
nP

.

(14)

此时由TM , TBM可得

p1 = P (TBM ≥ TM ) . (15)

若p1 < α, 则在显著性水平α下拒绝原假设H0, 即认为新药相较于标准药具有非劣性.

通过Monte Carlo模拟计算犯第一类错误的概率、检验功效和样本量.

在原假设成立时生成模拟数据, 通过Bootstrap方法得到检验结果, 通过多次模拟累计拒绝

原假设的次数, 得到该检验过程犯第一类错误的概率, 步骤如下.
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步骤1: 在原假设成立时生成模拟数据, 得到参数的矩估计值和检验统计量TM .

步骤2: 通过Bootstrap抽样数据得到TBM , 计算Bootstrap参数矩估计.

步骤3: 多次重复步骤2, 通过Bootstrap抽样得到检验的p值.

步骤4：多次重复步骤1-步骤3, 通过多次模拟累计拒绝原假设的次数, 得到犯第一类错误的概率.

在备择假设成立时生成模拟数据, 可类似的通过Bootstrap方法得到检验结果, 通过多次模

拟累计拒绝原假设即接受备择假设的次数, 得到检验功效; 同时在样本量不同的情况下计算出相

应的功效, 由此可得达到确定的功效所需的样本量. 计算功效的步骤如下.

步骤1: 在备择假设成立时生成模拟数据, 得到参数的矩估计值和检验统计量TM .

步骤2: 通过Bootstrap抽样数据得到TBM , 计算Bootstrap参数矩估计.

步骤3: 多次重复步骤2, 通过Bootstrap抽样得到检验的p值.

步骤4：多次重复步骤1-步骤3, 通过多次模拟累计接受备择假设的次数, 得到检验的功效.

§4 模拟研究
本节通过Monte Carlo模拟, 从数值上研究上述检验方法犯第一类错误的概率和功效以及

相应样本量. 下面针对假设检验问题(4), 给出基于矩估计的Bootstrap检验方法犯第一类错误概

率和功效的算法. 算法1给出了计算犯第一类错误概率的详细计算步骤, 其中内循环n1和外循

环n2都为1000.

在H1成立的情况下, (15)给出了在矩估计下正确接受备择假设的概率, 继而由算法1可以类

似的计算出§3所描述的方法的检验功效, 若要求功效达到80%, 同样由此方法可得到所需的样本

量.

下面将基于§2中提出的检验过程和Pigeot的正态三臂非劣(效)性检验方法进行比较. 在实

验、对照和安慰剂组的治疗结果数据都服从偏正态分布且分布的位置、尺度和偏度参数皆未知

的情况下, 同时分别使用以上算法和Pigeot所提出的检验方法得到相应的一类错误.

考虑θ = 0.8和θ = 0.6两种情况, 当θ = 0.8时, 取µE = 7.8, µR = 8, µP = 7和µE =

2.8, µR = 3, µP = 2以及当θ = 0.6时, 取µE = 7.6, µR = 8, µP = 7和µE = 2.6, µR =

3, µP = 2, 令尺度参数为σ2
E = 3.2, σ2

R = 3.5, σ2
P = 3, 偏度参数分别为(λE , λR, λP ) =

(0.3, 0.4, 0.5), (−0.1,−0.2,−0.3), (0.2, 0.4, 0.1), (−0.6,−0.5,−0.4). 考虑试验、阳性对照和安慰

剂三组样本量比例为nE : nR : nP = 1 : 1 : 1, nE : nR : nP = 2 : 2 : 1和nE : nR : nP = 3 : 2 :

1的情况, 同时考虑在三个不同的显著性水平0.05, 0.075和0.1下进行检验.

出于方便排版的原因, 表格展示在后文.

表1-表12展示了本文所提出的方法和Pigeot所提出的正态数据检验方法犯第一类错误概

率的比较, 其中n表示总样本量, psn表示所提出的方法犯第一类错误的概率, pn表示Pigeot所

提出的正态数据下犯第一类错误的概率. 表1-表3分别为θ = 0.6时µE = 2.6, µR = 3, µP = 2的

情况下不同显著性水平犯第一类错误的概率, 从表1-表3展示的数据中可以看到, 不同的样本

量分配比例情况下, 在两种假设检验方法中, 前者针对偏态的方法随着样本量的增大能够较

好的控制犯第一类错误的概率, 且在样本量较大时更接近预设的显著性水平0.05, 0.075和0.1,

而如果假定数据服从正态分布, 则犯第一类错误的概率明显偏离预设的显著性水平. 表4-

表6是θ = 0.8, µE = 2.8, µR = 3, µP = 2时检验犯第一类错误概率的比较, 可以看到此时提出的
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偏正态检验方法同样比正态的方法展现出更好的效果. 同时, 也考虑了一组位置参数较大时的情

况, 即θ = 0.6, µE = 7.6, µR = 8, µP = 7和θ = 0.8, µE = 7.8, µR = 8, µP = 7时本文中提出的方

法与Pigeot所提出方法的一类错误概率的比较, 比较结果在表7-表12中展示. 从表7-表12可以看

出在位置参数较大时该检验方法得到一类错误概率同样较正态方法更接近预设的显著性水平,

表明该检验方法较为有效和稳定.

接下来模拟了所提出的偏正态三臂非劣性检验方法的功效. 表13-表24给出了在上述有效

控制犯第一类错误概率时的检验功效. 这里为使备择假设的条件成立分别取µE = 6, µR = 3,

µP = 2和µE = 12, µR = 8, µP = 7. 可以从表13-表15看出θ = 0.6时在三种不同的样本量比

例情况下, 随着总样本量的增加, 检验的功效都明显增加. 样本量分配比例为nE : nR : nP =

2 : 2 : 1时所得功效优于样本量分配比例为nE : nR : nP = 1 : 1 : 1, 而样本量分配比例

为nE : nR : nP = 3 : 2 : 1时, 其功效优于nE : nR : nP = 2 : 2 : 1. 试验、对照和安慰剂三组样

本不平衡分配时功效在样本量较小时就能达到80%, 而三组样本平衡分配时则需要较大的样本

量. 比较不同显著性水平可知, 在相同的样本量总数及分配比例下, 显著性水平从0.05到0.075,

再到0.1检验的功效随之增加. 对应的比较表16-表18, θ = 0.8时与θ = 0.6的功效表现的特征一

致, 同时表现出比θ = 0.6时需要更大的样本量来达到相同的功效. 从表19-表24可以得到在位置

参数设定较大时结论相同.

偏正态三臂非劣性检验方法在不同的参数设置及总样本量分配时达到功效80%时所需

的样本量见表25和表26. θ = 0.8与θ = 0.6两种情况下都在显著性水平α相同时, 总样本量

分配比例为nE : nR : nP = 1 : 1 : 1的检验达到功效80%时所需的样本量明显多于其他

两种比例, 而第三种分配比例所需的样本量最少. 而在同一总样本分配比例下显著性水平

为0.1时达到功效80%所需总样本量最少, 显著性水平为0.05时达到功效80%所需总样本量最多.
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算算算法法法 1: Monte Carlo模拟计算犯第一类错误的概率
输入: 实验组、对照组和安慰剂组的位置, 尺度、偏度参数及样本量µi, σ

2
i , λi, ni, i = E, R, P , 循环的次

数n1, n2, 预先指定的θ

输出: 犯第一类错误的概率P1

初始化: µE − θµR − (1− θ)µP = 0, p = 0;1

for j = 1, 2, . . . , n2 do2

当原假设H0成立时, 生成三组来自于偏正态总体SN
(
µi, σ

2
i , λi

)
的简单随机样3

本xi1, xi2, · · · , xini , i = E, R, P , 由(5)可得样本的前三阶矩: xi ← 1
n

∑ni
k=1 xik,

si2 ← 1
n

∑ni
k=1 (xik − xi)

2, si3 ← 1
n

∑ni
k=1 (xik − xi)

3, 并由定理3.1得到相应的矩估计值:

µ̂i ← x̄i − cs
1/3
i3 , σ̂2

i ← si2 + c2s
2/3
i3 , δ̂i ← cs

1/3
i3 /b

(
si2 + c2s

2/3
i3

)1/2
, λ̂i ← δ̂i/

(
1 + δ̂2

i

)1/2
, 进一步

由(13)可得检验统计量: tM ← XE−θXR−(1−θ)XP−b(σ̂E δ̂E−θσ̂Rδ̂R−(1−θ)σ̂P δ̂P )√
σ̂2

E(1−b2 δ̂2
E)

nE
+

θ2σ̂2
R(1−b2 δ̂2

R)
nR

+
(1−θ)2σ̂2

P (1−b2 δ̂2
P )

nP

for l = 1, 2, . . . , n1 do4

生成Bootstrap样本xBMij ∼ SN
(
µ̂i, σ̂

2
i , λ̂i

)
, i = E, R, P, j = 1, 2, · · ·ni, 由(5)计算Bootstrap样5

本前三阶矩(x̄BMi, sBMi2, sBMi3), 由定理3.1利用Bootstrap样本xBMij , 计算矩估计

值(µ̂BMi, σ̂
2
BMi, δ̂BMi), 进而由(14)得到Bootstrap检验统计量:

tBM ← XBME−θXBMR−(1−θ)XBMP−b(σ̂BME δ̂BME−θσ̂BMR δ̂BMR−(1−θ)σ̂BMP δ̂BMP )√
σ̂2

BME(1−b2 δ̂2
BME)

nBME
+

θ2σ̂2
BMR(1−b2 δ̂2

BMR)
nBMR

+
(1−θ)2σ̂2

BMP (1−b2 δ̂2
BMP )

nBMP

if tBM ≥ tM then6

p ← p + 17

end8

end9

p1 ← p/n110

if p1 ≤ 0.05 then11

qj ← 112

else13

qj ← 014

end15

end16

P1 ←
(

1
n2

) ∑n2
j=1 qj17

表1 θ = 0.6, µE = 2.6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.05时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.030 0.008 0.042 0.294 0.023 0.015 0.032 0.011

540 0.033 0.007 0.051 0.333 0.032 0.013 0.046 0.006

660 0.049 0.003 0.048 0.333 0.051 0.010 0.042 0.005

780 0.048 0.000 0.048 0.402 0.051 0.002 0.033 0.001

900 0.050 0.002 0.034 0.463 0.045 0.011 0.042 0.002

2: 2: 1 420 0.029 0.005 0.041 0.337 0.020 0.012 0.043 0.003

540 0.048 0.003 0.048 0.309 0.052 0.011 0.055 0.008

660 0.054 0.004 0.042 0.342 0.055 0.008 0.037 0.005

780 0.050 0.001 0.032 0.425 0.040 0.008 0.031 0.004

900 0.055 0.000 0.042 0.467 0.051 0.006 0.057 0.003

3: 2: 1 420 0.041 0.005 0.047 0.302 0.030 0.014 0.045 0.006

540 0.047 0.003 0.035 0.332 0.051 0.012 0.039 0.006

660 0.033 0.003 0.031 0.412 0.032 0.011 0.034 0.004

780 0.051 0.003 0.052 0.477 0.041 0.005 0.049 0.002

900 0.058 0.001 0.046 0.482 0.052 0.003 0.054 0.001
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表2 θ = 0.6, µE = 2.6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.075时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.053 0.008 0.068 0.361 0.035 0.018 0.048 0.017

540 0.053 0.005 0.076 0.394 0.054 0.021 0.070 0.010

660 0.080 0.007 0.075 0.466 0.062 0.014 0.065 0.011

780 0.072 0.002 0.081 0.494 0.079 0.013 0.071 0.003

900 0.078 0.003 0.065 0.560 0.077 0.011 0.072 0.002

2: 2: 1 420 0.045 0.008 0.064 0.361 0.047 0.018 0.066 0.017

540 0.071 0.005 0.083 0.394 0.063 0.021 0.076 0.010

660 0.079 0.007 0.062 0.466 0.079 0.014 0.052 0.011

780 0.069 0.002 0.059 0.494 0.055 0.013 0.057 0.003

900 0.079 0.003 0.076 0.560 0.081 0.011 0.081 0.002

3: 2: 1 420 0.062 0.007 0.067 0.336 0.054 0.018 0.058 0.011

540 0.080 0.007 0.076 0.442 0.076 0.017 0.074 0.005

660 0.067 0.004 0.051 0.468 0.055 0.016 0.053 0.008

780 0.085 0.002 0.085 0.558 0.077 0.009 0.081 0.004

900 0.086 0.001 0.085 0.521 0.081 0.009 0.079 0.007

表3 θ = 0.6, µE = 2.6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.1时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.072 0.009 0.083 0.428 0.060 0.027 0.064 0.026

540 0.069 0.013 0.098 0.464 0.071 0.015 0.077 0.014

660 0.102 0.006 0.101 0.526 0.082 0.028 0.080 0.007

780 0.091 0.005 0.098 0.588 0.096 0.011 0.080 0.006

900 0.096 0.008 0.082 0.636 0.106 0.012 0.093 0.007

2: 2: 1 420 0.056 0.009 0.081 0.428 0.059 0.027 0.082 0.026

540 0.100 0.013 0.102 0.464 0.068 0.015 0.108 0.014

660 0.102 0.006 0.090 0.526 0.090 0.028 0.084 0.007

780 0.097 0.005 0.092 0.588 0.070 0.011 0.088 0.006

900 0.110 0.008 0.089 0.636 0.092 0.012 0.111 0.007

3: 2: 1 420 0.074 0.013 0.074 0.436 0.069 0.018 0.068 0.019

540 0.091 0.006 0.091 0.505 0.095 0.019 0.087 0.016

660 0.083 0.005 0.083 0.518 0.082 0.017 0.077 0.007

780 0.097 0.004 0.097 0.596 0.090 0.024 0.117 0.015

900 0.109 0.002 0.109 0.616 0.111 0.015 0.105 0.006

表4 θ = 0.8, µE = 2.8, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.05时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.029 0.007 0.034 0.220 0.020 0.006 0.039 0.014

540 0.026 0.004 0.040 0.249 0.025 0.003 0.049 0.010

660 0.050 0.004 0.054 0.295 0.048 0.001 0.060 0.013

780 0.043 0.002 0.049 0.340 0.043 0.000 0.040 0.007

900 0.047 0.002 0.037 0.388 0.053 0.000 0.040 0.008

2: 2: 1 420 0.035 0.005 0.054 0.225 0.031 0.001 0.033 0.009

540 0.043 0.004 0.063 0.285 0.042 0.002 0.050 0.013

660 0.056 0.000 0.051 0.334 0.051 0.000 0.045 0.006

780 0.054 0.001 0.035 0.373 0.051 0.000 0.041 0.007

900 0.057 0.001 0.059 0.426 0.049 0.000 0.049 0.005

3: 2: 1 420 0.037 0.006 0.054 0.238 0.035 0.004 0.048 0.014

540 0.046 0.001 0.044 0.294 0.050 0.000 0.050 0.007

660 0.032 0.002 0.037 0.352 0.033 0.001 0.041 0.007

780 0.057 0.000 0.050 0.396 0.053 0.000 0.051 0.004

900 0.059 0.002 0.041 0.438 0.064 0.002 0.046 0.006
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表5 θ = 0.8, µE = 2.8, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.075时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.057 0.010 0.068 0.284 0.048 0.007 0.071 0.024

540 0.053 0.008 0.079 0.329 0.040 0.004 0.078 0.018

660 0.085 0.007 0.085 0.373 0.085 0.004 0.082 0.019

780 0.071 0.005 0.072 0.423 0.075 0.002 0.060 0.014

900 0.085 0.005 0.060 0.464 0.086 0.000 0.079 0.015

2: 2: 1 420 0.048 0.008 0.060 0.284 0.055 0.004 0.055 0.019

540 0.064 0.010 0.079 0.358 0.068 0.004 0.068 0.017

660 0.072 0.003 0.062 0.413 0.074 0.000 0.073 0.013

780 0.081 0.002 0.047 0.465 0.082 0.001 0.057 0.012

900 0.080 0.002 0.075 0.523 0.078 0.002 0.076 0.010

3: 2: 1 420 0.063 0.008 0.088 0.310 0.058 0.006 0.084 0.020

540 0.077 0.004 0.088 0.367 0.072 0.002 0.074 0.015

660 0.066 0.002 0.072 0.429 0.056 0.002 0.068 0.011

780 0.089 0.001 0.077 0.485 0.086 0.000 0.082 0.010

900 0.084 0.004 0.074 0.516 0.072 0.002 0.078 0.011

表6 θ = 0.8, µE = 2.8, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.1时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.067 0.013 0.098 0.341 0.062 0.009 0.080 0.028

540 0.064 0.016 0.102 0.377 0.069 0.004 0.105 0.026

660 0.099 0.009 0.103 0.427 0.109 0.007 0.106 0.028

780 0.103 0.009 0.107 0.488 0.110 0.003 0.087 0.017

900 0.094 0.008 0.082 0.524 0.108 0.004 0.096 0.016

2: 2: 1 420 0.068 0.012 0.086 0.345 0.069 0.008 0.095 0.029

540 0.096 0.012 0.115 0.418 0.085 0.009 0.105 0.026

660 0.107 0.006 0.094 0.486 0.103 0.002 0.097 0.020

780 0.121 0.006 0.082 0.533 0.106 0.001 0.078 0.020

900 0.106 0.002 0.113 0.576 0.111 0.002 0.105 0.016

3: 2: 1 420 0.075 0.015 0.105 0.376 0.073 0.008 0.103 0.028

540 0.092 0.007 0.101 0.430 0.088 0.003 0.102 0.024

660 0.085 0.006 0.080 0.496 0.078 0.002 0.098 0.018

780 0.108 0.003 0.098 0.538 0.095 0.001 0.102 0.021

900 0.114 0.005 0.087 0.578 0.107 0.003 0.105 0.018

表7 θ = 0.6, µE = 7.6, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.05时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.035 0.008 0.050 0.294 0.026 0.015 0.042 0.011

540 0.034 0.007 0.059 0.333 0.040 0.013 0.051 0.006

660 0.056 0.003 0.050 0.333 0.059 0.010 0.054 0.005

780 0.056 0.000 0.061 0.402 0.059 0.002 0.050 0.001

900 0.041 0.002 0.041 0.463 0.056 0.011 0.057 0.002

2: 2: 1 420 0.030 0.005 0.039 0.337 0.036 0.012 0.046 0.003

540 0.051 0.003 0.066 0.309 0.044 0.011 0.058 0.008

660 0.055 0.004 0.051 0.342 0.054 0.008 0.036 0.005

780 0.050 0.001 0.041 0.425 0.044 0.008 0.041 0.004

900 0.057 0.000 0.056 0.467 0.053 0.006 0.067 0.003

3: 2: 1 420 0.042 0.005 0.054 0.302 0.036 0.014 0.050 0.006

540 0.044 0.003 0.044 0.332 0.056 0.012 0.043 0.006

660 0.031 0.003 0.040 0.412 0.043 0.011 0.037 0.004

780 0.056 0.003 0.062 0.477 0.054 0.005 0.052 0.002

900 0.058 0.001 0.053 0.482 0.066 0.003 0.058 0.001
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表8 θ = 0.6, µE = 7.6, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.075时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.053 0.008 0.070 0.361 0.035 0.018 0.054 0.017

540 0.053 0.005 0.077 0.394 0.054 0.021 0.087 0.010

660 0.080 0.007 0.079 0.466 0.062 0.014 0.076 0.011

780 0.072 0.002 0.083 0.494 0.079 0.013 0.063 0.003

900 0.078 0.003 0.066 0.560 0.077 0.011 0.075 0.002

2: 2: 1 420 0.053 0.008 0.076 0.361 0.051 0.018 0.067 0.017

540 0.071 0.005 0.087 0.394 0.067 0.021 0.078 0.010

660 0.075 0.007 0.071 0.466 0.081 0.014 0.063 0.011

780 0.075 0.002 0.063 0.494 0.061 0.013 0.071 0.003

900 0.082 0.003 0.089 0.560 0.090 0.011 0.087 0.002

3: 2: 1 420 0.064 0.007 0.073 0.336 0.058 0.018 0.068 0.011

540 0.080 0.007 0.079 0.442 0.085 0.017 0.076 0.005

660 0.067 0.004 0.053 0.468 0.072 0.016 0.061 0.008

780 0.089 0.002 0.086 0.558 0.084 0.009 0.085 0.004

900 0.085 0.001 0.087 0.521 0.088 0.009 0.085 0.007

表9 θ = 0.6, µE = 7.6, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.1时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.086 0.009 0.095 0.428 0.066 0.027 0.102 0.026

540 0.075 0.013 0.099 0.464 0.070 0.015 0.109 0.014

660 0.111 0.006 0.108 0.526 0.098 0.028 0.104 0.007

780 0.107 0.005 0.103 0.588 0.098 0.011 0.091 0.006

900 0.108 0.008 0.082 0.636 0.116 0.012 0.114 0.007

2: 2: 1 420 0.071 0.009 0.091 0.428 0.066 0.027 0.087 0.026

540 0.091 0.013 0.110 0.464 0.083 0.015 0.110 0.014

660 0.106 0.006 0.083 0.526 0.093 0.028 0.085 0.007

780 0.110 0.005 0.088 0.588 0.084 0.011 0.088 0.006

900 0.116 0.008 0.110 0.636 0.114 0.012 0.110 0.007

3: 2: 1 420 0.074 0.013 0.094 0.436 0.072 0.018 0.071 0.019

540 0.091 0.006 0.112 0.505 0.096 0.019 0.087 0.016

660 0.083 0.005 0.075 0.518 0.082 0.017 0.081 0.007

780 0.097 0.004 0.106 0.596 0.092 0.024 0.115 0.015

900 0.109 0.002 0.100 0.616 0.111 0.015 0.109 0.006

表10 θ = 0.8, µE = 7.8, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.05时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.029 0.008 0.032 0.234 0.020 0.005 0.021 0.020

540 0.026 0.002 0.040 0.255 0.025 0.004 0.026 0.017

660 0.050 0.006 0.054 0.302 0.048 0.002 0.050 0.003

780 0.043 0.003 0.049 0.318 0.043 0.002 0.041 0.012

900 0.047 0.002 0.037 0.359 0.053 0.002 0.057 0.006

2: 2: 1 420 0.032 0.007 0.045 0.276 0.031 0.004 0.041 0.010

540 0.043 0.003 0.062 0.266 0.042 0.002 0.058 0.015

660 0.060 0.004 0.049 0.289 0.051 0.003 0.063 0.009

780 0.050 0.002 0.033 0.358 0.051 0.002 0.052 0.008

900 0.049 0.001 0.053 0.396 0.049 0.002 0.060 0.007

3: 2: 1 420 0.041 0.008 0.063 0.244 0.038 0.001 0.051 0.011

540 0.048 0.004 0.058 0.297 0.051 0.004 0.054 0.006

660 0.031 0.005 0.043 0.320 0.033 0.000 0.044 0.009

780 0.059 0.003 0.054 0.383 0.060 0.001 0.050 0.011

900 0.053 0.001 0.047 0.399 0.055 0.002 0.055 0.004
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表11 θ = 0.8, µE = 7.8, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.075时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.060 0.011 0.068 0.287 0.045 0.006 0.071 0.021

540 0.050 0.006 0.079 0.344 0.043 0.005 0.080 0.028

660 0.089 0.007 0.085 0.343 0.079 0.001 0.088 0.018

780 0.072 0.006 0.072 0.424 0.079 0.003 0.068 0.010

900 0.089 0.002 0.060 0.439 0.086 0.002 0.083 0.021

2: 2: 1 420 0.045 0.014 0.074 0.317 0.061 0.004 0.066 0.022

540 0.068 0.006 0.087 0.340 0.071 0.007 0.080 0.023

660 0.079 0.006 0.075 0.396 0.078 0.005 0.082 0.017

780 0.073 0.002 0.048 0.432 0.086 0.002 0.061 0.013

900 0.073 0.003 0.083 0.498 0.084 0.004 0.082 0.009

3: 2: 1 420 0.060 0.008 0.088 0.308 0.060 0.007 0.086 0.022

540 0.077 0.008 0.074 0.382 0.076 0.006 0.068 0.020

660 0.062 0.006 0.061 0.401 0.057 0.004 0.062 0.015

780 0.089 0.002 0.084 0.469 0.090 0.002 0.085 0.008

900 0.084 0.002 0.072 0.453 0.076 0.001 0.082 0.018

表12 θ = 0.8, µE = 7.8, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.1时两种检验方法犯第一类错误概率的比较
λE , λR, λP 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

n psn pn psn pn psn pn psn pn

1: 1: 1 420 0.079 0.025 0.100 0.372 0.081 0.014 0.096 0.040

540 0.070 0.019 0.107 0.399 0.079 0.012 0.107 0.034

660 0.110 0.013 0.112 0.410 0.110 0.005 0.100 0.030

780 0.109 0.013 0.111 0.460 0.109 0.002 0.093 0.013

900 0.116 0.008 0.081 0.509 0.114 0.009 0.093 0.017

2: 2: 1 420 0.065 0.012 0.080 0.373 0.067 0.007 0.098 0.042

540 0.094 0.014 0.111 0.420 0.083 0.008 0.111 0.031

660 0.105 0.010 0.090 0.453 0.100 0.008 0.104 0.024

780 0.115 0.006 0.072 0.500 0.105 0.000 0.083 0.018

900 0.100 0.009 0.110 0.542 0.108 0.001 0.109 0.015

3: 2: 1 420 0.081 0.014 0.115 0.390 0.084 0.007 0.100 0.031

540 0.098 0.012 0.110 0.414 0.096 0.007 0.102 0.032

660 0.086 0.012 0.083 0.483 0.082 0.007 0.098 0.028

780 0.111 0.008 0.102 0.558 0.104 0.000 0.102 0.021

900 0.109 0.004 0.091 0.551 0.114 0.003 0.102 0.019

表13 θ = 0.6, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.05时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.751 0.767 0.746 0.781

540 0.775 0.794 0.799 0.810

660 0.806 0.835 0.820 0.842

780 0.822 0.858 0.836 0.859

900 0.841 0.870 0.853 0.879

2: 2: 1 420 0.783 0.820 0.794 0.830

540 0.818 0.841 0.824 0.857

660 0.828 0.857 0.842 0.884

780 0.866 0.889 0.862 0.897

900 0.868 0.909 0.883 0.925

3: 2: 1 420 0.822 0.856 0.835 0.866

540 0.845 0.873 0.847 0.886

660 0.847 0.897 0.859 0.883

780 0.881 0.915 0.880 0.924

900 0.877 0.931 0.895 0.943
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表14 θ = 0.6, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.075时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.787 0.825 0.784 0.824

540 0.809 0.846 0.832 0.849

660 0.843 0.874 0.855 0.877

780 0.867 0.900 0.880 0.887

900 0.875 0.909 0.884 0.910

2: 2: 1 420 0.825 0.858 0.830 0.857

540 0.848 0.874 0.856 0.889

660 0.862 0.894 0.876 0.908

780 0.901 0.923 0.902 0.930

900 0.913 0.944 0.913 0.945

3: 2: 1 420 0.866 0.891 0.869 0.890

540 0.880 0.915 0.886 0.922

660 0.883 0.926 0.905 0.921

780 0.915 0.948 0.918 0.948

900 0.916 0.955 0.927 0.958

表15 θ = 0.6, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.1时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.822 0.864 0.820 0.864

540 0.854 0.882 0.870 0.883

660 0.878 0.904 0.887 0.909

780 0.896 0.927 0.905 0.921

900 0.905 0.931 0.913 0.938

2: 2: 1 420 0.856 0.888 0.866 0.896

540 0.878 0.906 0.884 0.920

660 0.888 0.923 0.911 0.929

780 0.928 0.951 0.930 0.955

900 0.939 0.965 0.937 0.970

3: 2: 1 420 0.903 0.920 0.892 0.916

540 0.913 0.941 0.915 0.940

660 0.926 0.963 0.931 0.958

780 0.941 0.965 0.941 0.968

900 0.942 0.978 0.948 0.970
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表16 θ = 0.8, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.05时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.705 0.715 0.702 0.750

540 0.722 0.756 0.738 0.780

660 0.748 0.772 0.763 0.803

780 0.776 0.795 0.781 0.812

900 0.779 0.805 0.796 0.831

2: 2: 1 420 0.740 0.767 0.743 0.786

540 0.778 0.802 0.784 0.826

660 0.790 0.815 0.809 0.839

780 0.824 0.862 0.832 0.867

900 0.838 0.880 0.850 0.899

3: 2: 1 420 0.772 0.812 0.786 0.832

540 0.797 0.848 0.815 0.855

660 0.804 0.852 0.812 0.859

780 0.845 0.874 0.845 0.900

900 0.843 0.890 0.850 0.920

表17 θ = 0.8, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.075时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.741 0.761 0.739 0.791

540 0.761 0.800 0.796 0.815

660 0.792 0.833 0.810 0.849

780 0.817 0.854 0.828 0.844

900 0.830 0.859 0.844 0.862

2: 2: 1 420 0.787 0.818 0.797 0.839

540 0.814 0.842 0.817 0.864

660 0.832 0.860 0.850 0.877

780 0.868 0.889 0.876 0.901

900 0.878 0.918 0.886 0.927

3: 2: 1 420 0.819 0.857 0.826 0.871

540 0.841 0.889 0.857 0.892

660 0.850 0.891 0.871 0.903

780 0.878 0.914 0.884 0.930

900 0.887 0.925 0.891 0.941



吴 祺等: 偏正态数据的三臂非劣性检验 15

表18 θ = 0.8, µE = 6, µR = 3, µP = 2显著性水平为0.1时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.785 0.800 0.771 0.816

540 0.805 0.836 0.834 0.844

660 0.839 0.877 0.849 0.882

780 0.856 0.893 0.864 0.886

900 0.864 0.905 0.884 0.907

2: 2: 1 420 0.833 0.854 0.842 0.875

540 0.848 0.879 0.855 0.897

660 0.868 0.900 0.877 0.918

780 0.895 0.926 0.901 0.940

900 0.910 0.947 0.910 0.948

3: 2: 1 420 0.858 0.886 0.862 0.895

540 0.880 0.917 0.885 0.931

660 0.889 0.930 0.902 0.933

780 0.913 0.951 0.910 0.951

900 0.915 0.952 0.930 0.956

表19 θ = 0.6, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.05时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.887 0.923 0.890 0.937

540 0.933 0.962 0.946 0.962

660 0.948 0.978 0.957 0.983

780 0.967 0.991 0.977 0.991

900 0.980 0.993 0.986 0.995

2: 2: 1 420 0.944 0.971 0.959 0.972

540 0.964 0.987 0.961 0.989

660 0.980 0.995 0.984 0.998

780 0.991 0.999 0.996 0.998

900 0.995 0.999 0.996 0.999

3: 2: 1 420 0.982 0.988 0.979 0.989

540 0.981 0.995 0.988 0.998

660 0.988 0.999 0.989 0.999

780 0.996 1.000 0.997 1.000

900 0.999 1.000 0.998 1.000
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表20 θ = 0.6, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.075时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.926 0.963 0.931 0.965

540 0.968 0.977 0.975 0.984

660 0.974 0.994 0.980 0.993

780 0.990 0.999 0.995 0.998

900 0.992 0.996 0.995 0.996

2: 2: 1 420 0.976 0.983 0.978 0.986

540 0.978 0.993 0.985 0.995

660 0.991 1.000 0.991 1.000

780 0.996 1.000 0.999 1.000

900 0.999 1.000 0.999 1.000

3: 2: 1 420 0.989 0.994 0.989 0.994

540 0.993 0.998 0.993 0.999

660 0.997 1.000 0.998 1.000

780 1.000 1.000 1.000 1.000

900 1.000 1.000 1.000 1.000

表21 θ = 0.6, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.1时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.946 0.984 0.967 0.986

540 0.985 0.992 0.984 0.995

660 0.989 0.998 0.990 0.997

780 0.997 0.999 0.999 1.000

900 0.996 1.000 0.999 0.999

2: 2: 1 420 0.988 0.992 0.987 0.998

540 0.986 0.997 0.991 0.998

660 0.996 1.000 0.997 1.000

780 0.999 1.000 0.999 1.000

900 1.000 1.000 1.000 1.000

3: 2: 1 420 0.993 0.999 0.993 0.997

540 0.997 0.999 0.995 0.999

660 1.000 1.000 1.000 1.000

780 1.000 1.000 1.000 1.000

900 1.000 1.000 1.000 1.000
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表22 θ = 0.8, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.05时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.847 0.865 0.842 0.887

540 0.892 0.925 0.907 0.940

660 0.915 0.948 0.927 0.962

780 0.937 0.968 0.940 0.979

900 0.944 0.976 0.946 0.985

2: 2: 1 420 0.924 0.948 0.933 0.960

540 0.939 0.974 0.946 0.981

660 0.958 0.982 0.966 0.992

780 0.979 0.997 0.985 0.998

900 0.990 0.995 0.990 0.997

3: 2: 1 420 0.952 0.972 0.959 0.976

540 0.966 0.987 0.966 0.990

660 0.976 0.993 0.976 0.996

780 0.989 0.997 0.988 0.999

900 0.995 0.998 0.995 0.999

表23 θ = 0.8, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.075时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.883 0.928 0.884 0.928

540 0.943 0.957 0.948 0.969

660 0.951 0.981 0.959 0.980

780 0.963 0.986 0.973 0.992

900 0.968 0.991 0.972 0.993

2: 2: 1 420 0.954 0.971 0.957 0.977

540 0.963 0.986 0.971 0.988

660 0.978 0.996 0.982 0.997

780 0.989 0.999 0.992 0.999

900 0.995 0.999 0.997 0.999

3: 2: 1 420 0.982 0.985 0.980 0.991

540 0.981 0.994 0.983 0.997

660 0.985 1.000 0.989 1.000

780 0.997 1.000 0.996 1.000

900 0.998 1.000 0.999 1.000
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表24 θ = 0.8, µE = 12, µR = 8, µP = 7显著性水平为0.1时偏正态检验方法的检验功效
n 0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

1: 1: 1 420 0.919 0.955 0.922 0.960

540 0.969 0.981 0.968 0.984

660 0.976 0.991 0.977 0.991

780 0.991 0.996 0.989 0.995

900 0.985 0.996 0.991 0.996

2: 2: 1 420 0.974 0.984 0.982 0.992

540 0.976 0.993 0.981 0.996

660 0.990 0.998 0.992 1.000

780 0.997 0.999 0.998 0.999

900 0.998 1.000 0.998 1.000

3: 2: 1 420 0.991 0.993 0.989 0.997

540 0.991 0.997 0.994 0.999

660 0.994 1.000 0.998 1.000

780 0.999 1.000 0.999 1.000

900 0.999 1.000 0.999 1.000

表25 µE = 6, µR = 3, µP = 2时偏正态检验方法的功效达到80%时所需的样本量
0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

α θ n power n power n power n power

1: 1: 1

0.05
0.6 660 0.806 570 0.830 570 0.811 540 0.810

0.8 1020 0.806 900 0.805 960 0.810 660 0.803

0.075
0.6 480 0.808 330 0.803 450 0.802 300 0.808

0.8 780 0.817 540 0.800 660 0.810 450 0.813

0.1
0.6 330 0.806 270 0.816 300 0.807 270 0.815

0.8 540 0.805 420 0.800 450 0.800 360 0.814

2: 2: 1

0.05
0.6 480 0.809 390 0.802 450 0.811 300 0.802

0.8 600 0.812 480 0.820 600 0.813 450 0.812

0.075
0.6 360 0.808 240 0.803 330 0.811 240 0.811

0.8 480 0.807 420 0.817 450 0.801 330 0.804

0.1
0.6 240 0.806 240 0.840 240 0.820 180 0.802

0.8 390 0.833 240 0.801 330 0.811 240 0.815

3: 2: 1

0.05
0.6 420 0.822 270 0.805 420 0.835 270 0.816

0.8 660 0.804 420 0.812 540 0.815 360 0.808

0.075
0.6 330 0.826 210 0.802 270 0.808 180 0.803

0.8 390 0.801 330 0.808 390 0.807 240 0.801

0.1
0.6 240 0.808 150 0.813 180 0.801 150 0.808

0.8 330 0.810 210 0.811 300 0.810 180 0.802

表26 µE = 12, µR = 8, µP = 7时偏正态检验方法的功效达到80%时所需的样本量
0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

α θ n power n power n power n power

1: 1: 1

0.05
0.6 210 0.808 150 0.822 180 0.805 150 0.820

0.8 270 0.814 270 0.821 270 0.801 210 0.808

0.075
0.6 120 0.804 120 0.823 120 0.809 120 0.828

0.8 210 0.814 150 0.811 150 0.805 150 0.812

0.1
0.6 120 0.835 90 0.817 120 0.84 90 0.818

0.8 150 0.829 120 0.811 150 0.839 120 0.826

2: 2: 1

0.05
0.6 150 0.825 120 0.817 150 0.837 120 0.814

0.8 180 0.815 150 0.820 180 0.816 150 0.830

0.075
0.6 120 0.836 90 0.830 90 0.804 90 0.830

0.8 150 0.828 120 0.832 120 0.801 120 0.831

0.1
0.6 90 0.826 60 0.804 90 0.846 60 0.808

0.8 120 0.839 90 0.821 120 0.841 90 0.837
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表26(续) µE = 12, µR = 8, µP = 7时偏正态检验方法的功效达到80%时所需的样本量
0.3, 0.4, 0.5 -0.1, -0.2, -0.3 0.2, 0.4, 0.1 -0.6, -0.5, -0.4

α θ n power n power n power n power

3: 2: 1

0.05
0.6 120 0.836 90 0.804 120 0.834 120 0.867

0.8 180 0.832 120 0.817 120 0.803 120 0.825

0.075
0.6 90 0.821 60 0.817 90 0.836 60 0.806

0.8 120 0.834 90 0.806 120 0.838 90 0.811

0.1
0.6 60 0.82 60 0.844 60 0.811 60 0.838

0.8 90 0.819 60 0.8 90 0.83 60 0.81

§5 实例分析

本节将本文所提出的方法应用于HIV的非劣性试验, 以患者细胞表面的CD4抗原作为判

断治疗效果的指标, 一般CD4计数越高免疫系统越健康, 这里比较三种药物组患者的logCD4.

数据是第7到第8周三组患者的测量结果, 数据集由总样本量n = 501名患者组成, 每组患者

数nE = nR = nP = 167, 以zA400d作为新药(试验组xExp), zA400dA400n作为标准药(对照

组xRef), zA225z作为安慰剂(安慰剂组xPla). 数据描述如下: 三组数据的总体参数值未知,

从图1带有概率密度曲线的频率直方图中可以看出三组数据的偏态特征不太明显, 表27中给

出三组数据的特征, 三组数据均值的大小相当相似, 三组数据的方差也比较相近, 由偏度

公式得到的偏度数据显示三组数据都是负偏的. 为了检验数据的偏正态性, 参考[29-30]先

分别采用Shapiro-Wilk检验、Kolmogorov-Smirnov检验和Cramer-von Mises检验, 实验组的检

验p值依次为0.000391639, 0.000791679, 0.003596725, 可以得到在5%显著性水平时实验组不是

正态分布, 进一步, 使用卡方拟合优度检验原假设为数据服从偏正态分布. 检验统计量的

值χ2 = 6.9453 < χ2
0.05,3 = 7.815, 所以原假设在5%显著性水平下不被拒绝. 因此, 实验组

的分布可以被认为是近似偏正态的. 类似的得到对照组的正态检验p值依次为0.005087814,

0.009443264, 0.01567969, 安慰剂的正态检验p值依次为0.000335353, 0.001029581, 0.004230334,

由此对照组和安慰剂都不是正态分布, 对照组的检验统计量的值χ2 = 2.0433 < χ2
0.05,3 = 7.815,

安慰剂的检验统计量的值χ2 = 2.8386 < χ2
0.05,3 = 7.815, 对照组和安慰剂都可被认为是近似偏

正态的.

表27 HIV患者logCD4计数结果数据描述

xExp xRef xPla

均值 3.14348089 3.193709022 2.934908505

方差 1.459695401 1.496688256 1.209267686

偏度 -0.513371565 -0.492869016 -0.636804521



20 高校应用数学学报 第41卷第1期

Histogram of xExp

xExp

D
en

si
ty

0 2 4 6

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Histogram of xRef

xRef

D
en

si
ty

0 2 4 6
0.

0
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4

Histogram of xPla

xPla

D
en

si
ty

0 1 2 3 4 5

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

图1 带有概率密度曲线的频率直方图

在该实例数据下采用检验方法一循环1000次研究假设检验问题

H0 : µE − θµR − (1− θ) µP ≤ 0 vs H1 : µE − θµR − (1− θ) µP > 0. (16)

得到检验的p值为0.5333, 该值大于预先指定的显著性水平0.05, 故接受原假设, 认为新

药zA400d相较于标准药zA400dA400n的疗效不满足非劣性.

§6 总结与展望

本文参考了文献[19], 运用参数矩估计和Bootstrap方法, 提出了偏正态数据下三臂非

劣(效)性检验的方法. 通过矩估计得到三臂非劣(效)性试验的三组数据的位置、尺度和偏度的估

计值, 并构造了总体位置参数的近似检验统计量, 进一步基于矩估计构造Bootstrap检验统计量.

在尺度参数和偏度参数未知的情况下, 模拟了两种不同方法的检验过程. Monte Carlo模拟结果

表明, 基于矩估计的Bootstrap检验方法在多数参数设置下优于Pigeot提出的假设数据正态的检

验方法, 并且验证了实验组、阳性对照组和安慰剂组在3: 2: 1的患者数量分配时所需的总人数最

少. 将上述方法应用于HIV的非劣性试验实例分析, 以验证本文所提出方法的合理性和有效性.

综上所述对于三臂非劣性实验, 在数据服从偏正态分布时, 本文提出的Bootstrap检验方法比传

统的正态检验方法更加有效.

此外, 本文旨在研究偏正态数据的三臂非劣性检验过程, 偏正态数据的三臂非劣性检验的置

信区间并未考虑, 位置、尺度和偏度都未知时偏正态数据的三臂非劣性检验的置信区间有待研

究.
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Three-arm non-inferiority test for skew-normal data
WU Qi1,2, LIANG Fan1,2, WU Liu-cang1,2
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2. Center for Applied Statistics, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500,

China)

Abstract: Noninferiority test is an important pharmacodynamic test, which aims to prove that

a new drug is not inferior to a standard drug under a pre-set noninferiority margin. The three-arm

non-inferiority test includes a placebo group, a standard drug group, and a new drug group, and can

simultaneously test the superiority of the standard drug over the placebo and the non-inferiority of the

new drug over the standard drug. In real life, the data obtained from experiments are often not strictly

normal distribution, but have the characteristics of skewness, so it is necessary to study a new method

for the non-inferiority test of skewness three-arm. The method of moment estimation is considered to

estimate the unknown parameters, uses the central limit theorem to construct approximate test statis-

tics, and further based on Bootstrap method, uses Bootstrap sample to estimate unknown parameters.

Construct the Bootstrap test statistic and give the test method. The probability, efficiency and sample

size of the first type of error were obtained by Monte Carlo simulation under different known param-

eters. The simulation results show that the method is effective and stable.Finally, the method was

applied to the case data of an HIV treatment to determine its non-inferiority.

Keywords: three-arm non-inferiority trial; skew-normal distribution; Bootstrap sampling; Monte

Carlo simulation
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