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加权双正则函数的一些性质
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摘 要: 加权双正则函数是加权正则函数的进一步发展, 并且加权双正则函数
是Clifford分析中一类重要的函数. 在加权正则函数研究的基础上, 结合加权双正
则函数的本身特征, 讨论加权双正则函数球外一点的Cauchy积分公式、平均值定理、
最大模原理、Morera定理以及Painlevé定理.
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§1 引 言

1878年, Clifford[1]建立了一个新的数学框架, 创造出了一种可结合不可交换的几何代数
结构, 并以他的名字将其命名为Clifford代数. 1982年, Brackx等[2]研究了正则函数球外一点

的Cauchy积分公式、平均值定理、最大模原理、Morera定理、Painlevé定理、Weierstrass定理
以及Taylor展开式及其应用等, 为后续研究Clifford分析打下了坚实的基础. 随后, 实Clifford分
析作为新兴起的活跃的分析分支得到了发展. 国内外有很多学者致力于对Clifford分析的探究,
如Gürlebeck等[3]、Begher等[4]、Kähler等[5]以及黄沙等[6-7]、乔玉英等[7-8]、杜金元等[9]、任广

斌等[10-11].
2008年, 王海燕等[12]对双正则函数的Morera定理、平均值定理以及Painlevé定理等进

行了研究. 2009年, 彭维玲等[13]研究了双正则函数的平均值定理和最大模原理. 2018年,
Vanegas等[14]对带有Clifford常数权的Dirac算子的基本解进行研究, 并且详细证明了该类加
权正则函数的Cauchy-Pompeiu公式与Cauchy积分公式. 罗利萍等[15-17]在Vanegas等研究的基
础上, 对加权Dirac算子进行了进一步探究, 研究了加权正则函数的平均值定理、最大模原
理、Weierstrass定理以及Taylor展开式及其应用等.

在上述研究的基础上, 并结合加权双正则函数本身的特征, 本文将研究加权双正则函数球
外一点的Cauchy积分公式、平均值定理、最大模原理、Morera定理以及Painlevé定理.
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§2 预备知识
设{e1, e2, · · · , en}是n维欧氏空间Rn的一组标准正交基, An(R)是2n维实Clifford代数空间,

它的基为β = {eN |N ∈ Γn}, 其中Γn= {0, 1, · · · , n, 12, 13, · · · , 123 · · ·n}, An(R)中的基元素一
般可以写为: eN = eN1eN2 · · · eNr

, 其中N = {N1, · · · , Nr} ⊆ {1, 2, · · · , n}, 且1 ≤ N1 < · · · <

Nr ≤ n. 当N = ∅时, eN = e0 = 1 . 而且对于任意元素a ∈ An(R), 都可表示为a =
∑

N aNeN ,
其中aN ∈ R. Clifford代数中乘法运算有法则




e2
i = −1, i = 1, 2, · · · , n,

eiej = −ejei, i, j = 1, 2, · · · , n, i < j,

a · b = b̄ · ā, a, b ∈ An(R).
An(R)中任一元素a的模及共轭分别定义为

|a| =
√

[a, a]0 =
(∑

N |aN |2
) 1

2 , a =
∑

N

aNeN ,

其中eN = (−1)#N(#N+1)/2eN , #N记为N的指标.

设Ω ⊂ Rn是一非空连通开集, 则定义在Ω中取值于An(R)的函数f可表示为f(x) =∑
N fN (x)eN , 其中fN (x)为实值函数. F

(r)
Ω 表示Ω中Cr函数的全体, 即

F
(r)
Ω = {f |f : Ω → An(R), f(x) =

∑

N

fN (x)eN , fN (x) ∈ Cr, x ∈ Ω}.

加权Dirac算子Dω及共轭Dω分别定义为

Dω =
n∑

i=1

ψi∂i, Dω =
n∑

i=1

ψi∂i, (2.1)

其中ψi(i = 1, 2, · · · , n)是一个Clifford常数.

二阶椭圆微分算子∆̃n的定义为

∆̃n =
n∑

i=1

Bii∂
2
i + 2

∑

1≤i<j≤n

Bij∂i∂j , (2.2)

其中Bij是矩阵B的元素. 矩阵B是对称的正定矩阵, 从而它的逆矩阵A = B−1和它的平方

根B
1
2也是对称的正定矩阵, 且满足A

1
2 = B− 1

2 . 此外, 矩阵B还满足Cholesky分解B = LLT(L是
对角线上元素都大于0的下三角矩阵).

为了让∆̃n = DωDω = DωDω成立, 经过简单计算ψi需满足

ψiψj + ψjψi = 2Bij 或 ψiψj + ψjψi = 2Bij , i, j = 1, 2, · · · , n. (2.3)
当ψi = ei时,

eiej + ejei = −2δij , i, j = 1, 2, · · · , n. (2.4)
即当(2.3)式中Bij为单位矩阵中的元素时, 加权Dirac算子Dω便退化为经典Dirac算子

D =
∑n

i=1 ei∂i.

下面构造ψi, 使其满足(2.3)式. 定义Γ o
n ⊂ Γn为

Γ o
n = {N ∈ Γn : #N ≡ 1(mod 4)或#N ≡ 2(mod 4) } .

设Γ−∗ 是Γ o
n的非空子集, 满足对∀A,B ∈ Γ−∗ , A 6= B 时, A4B ∈ Γ o

n .

考虑An(R)的子空间A−n (R), 定义A−n (R) = gen{eN : N ∈ Γ−n }, 其中Γ−n = {0} ∪ Γ−∗ .
令m = #Γ−∗ , pi是Γ−∗ 的第i个元素, p0 = 0, i = 0, 1, · · · ,m.
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引引引理理理2.1(见[2, p7]) A−n (R)中的元素满足下述运算性质, 即
(1) eN = −eN , N ∈ Γ o

n .
(2) 任意a ∈ A−n (R), 有a + ā = 2[a]0, aā = āa = |a|2 =

∑
N∈Γ−n [a]2N .

(3) e2
N = −1, eNeM + eMeN = 0, N, M ∈ Γ−∗ , N 6= M .

(4) 若a, b ∈ A−n (R), 则[ab̄]0 =
∑

N∈Γ−n [a]N [b]N = [b̄a]0.

定义ψi是矩阵L的第i行嵌入到A−n (R)中的元素, 即

ψi =
∑

N∈Γ−n

[ψi]NeN =
m∑

k=1

Likepk
, i = 1, 2, · · · , n. (2.5)

将上述性质应用到(2.3)式得

ψiψj + ψjψi = ψiψj + ψiψj = 2[ψiψj ]0 = 2
m∑

k=1

LikLjk = 2Bij , i, j = 1, 2, · · · , n.

本文中的ψi均为(2.5)式的形式.

定定定义义义1.1 设f ∈ F
(r)
Ω , 若




Dωx
f(x, y) =

m∑

i=1

ψi
∂f

∂xi
=

∑

i,N

ψieN
∂fN

∂xi
= 0,

f(x, y)Dωy
=

k∑

j=1

∂f

∂yj
ψj =

∑

j,N

∂fN

∂yj
eNψj = 0.

则称f(x, y)为加权双正则函数.

定定定义义义1.2 对于Rn内任意两点ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)和x = (x1, x2, · · · , xn), 定义x和ξ之间的

非欧氏距离ρ为

ρ2(x, ξ) =
n∑

i,j=1

Aij(xi − ξi)(xj − ξj) = 〈(x− ξ), A(x− ξ)〉, (2.6)

其中Aij是矩阵A的元素. 当x 6= ξ时, 设它们之间的欧氏距离为r, 即r = |x − ξ|, 则有x − ξ =
ry(|y| = 1), 把此点y和(0, · · · , 0)之间的非欧氏距离记作ρ0, 则有ρ0 ≥ c > 0. 还可证明ρ = rρ0,
则ρ ≥ cr.

引引引理理理2.2(见[14, p7]) 设

Eω(x, ξ) =
1

det(B1)
1
2 ωm

1
ρm
1

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij

(xj − ξj),

Eω(y, τ) =
1

det(B2)
1
2 ωk

1
ρk
2

k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj − τj).
(2.7)

则

Dωx
Eω(x, ξ) = Eω(x, ξ)Dωξ

= 0, Dωy
Eω(y, τ) = Eω(y, τ)Dωτ

= 0.

其中ωm, ωk分别表示Rm和Rk中单位球的表面积, det(B1), det(B2)分别表示m × m阶矩阵B1

和k × k阶矩阵B2的行列式.

引引引理理理2.3(见[14, p7])(Stokes公式) 设Ω1如上所述, ∂Ω1足够光滑, u, v : Ω1 → Am是Ω1上的

连续可微函数, 则对于加权Dirac算子Dω有∫

Ω1

(vDω · u + v · Dωu)dx =
∫

∂Ω1

vdσxu. (2.8)

其中dσx =
∑m

i=1 ψiN1i
dµ1是在坐标系{ψ1, · · · , ψm}下Am(R)值的面积微元,
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N1 =(N11 , · · · ,N1m
)

为单位外法向量, dµ1为标量面积微元, 则有dσx = N1dµ1. dx为体积微元, 且
dx= dx1 ∧ · · · ∧ dxm.

引引引理理理2.4(见[16, p23]) 设Ω1是Rm中一个开集, 若f是Ω1上的连续函数, 则对于Ω1上的任意

一个有界闭区间I1, ∫

∂I1

dσxf(x) = 0 (2.9)

成立的充分必要条件是对任意g ∈ F
(1)
Ω1

, gDω = 0, 满足

C0 =
∫

∂I1

g(x)dσxf(x) = 0. (2.10)

推推推论论论2.1 设Ω2是Rk中一个开集, 若f是Ω2上的连续函数, 则对于Ω2上的任意一个有界闭区

间I2, ∫

∂I2

f(y)dσy = 0 (2.11)

成立的充分必要条件是对任意h ∈ F
(1)
Ω2

, Dωh = 0, 有下式成立

C0 =
∫

∂I2

f(y)dσyh(y) = 0, (2.12)

其中dσy =
∑k

j=1 ψjN2j
dµ2是在坐标系{ψ1, · · · , ψk}下Ak(R)值的面积微元,

N2 =(N21 , · · · ,N2k
)

为单位外法向量, dµ2为标量面积微元,则有dσy = N2dµ2. dy为体积微元,且dy = dy1∧· · ·∧dyk.

设Ω1 ⊂ Rm是一个有界域且∂Ω1充分光滑, 对于任意ξ ∈ Ω1, 以ξ为心, ε > 0为半径, 做m维

非欧氏距离超球U1ε(ξ) = {x ∈ Ω1 : ρ(ξ, x) < ε}, ∂U1ε(ξ)的法向量取外法向量,则曲面∂U1ε(ξ)的
参数方程可表示为

x(t) = εB
1
2
1 r1(t) + ξ, t ∈ Rm−1, (2.13)

其中r1(t)是Rm中欧氏距离下单位球的参数方程.
由[14, p10]可知

Eω(x, ξ) · dσx =
1

ωm
dµr1 . (2.14)

设Ω2 ⊂ Rk是一个有界域且∂Ω2充分光滑, 对于任意τ ∈ Ω2, 以τ为球心, ε > 0为半径,
做k维非欧氏距离超球U2ε(τ) = {y ∈ Ω2 : ρ(τ, y) < ε}, ∂U2ε(τ)的法向量取外法向量, 则曲
面∂U2ε(τ)的参数方程可表示为

y(t) = εB
1
2
2 r2(t) + τ, t ∈ Rk−1, (2.15)

其中r2(t)是Rk中欧氏距离下单位球的参数方程.
同理可知

dσy · Eω(y, τ) =
1
ωk

dµr2 . (2.16)

§3 加权双正则函数的有关性质

引引引理理理3.1 设Ω = Ω1 × Ω2, K1 ⊂ Ω1 ⊂ Rm, Ω1为非空连通开集, K1为m维可微紧的定向流

形, 2 ≤ m ≤ n, K2 ⊂ Ω2 ⊂ Rk, Ω2为非空连通开集, K2为k维可微紧的定向流形, 2 ≤ k ≤ n,



王龙优等: 加权双正则函数的一些性质 359

f(x, y) ∈ F r
Ω , g(x) ∈ F r

Ω1
, h(y) ∈ F r

Ω2
, r ≥ 2, ∂K1, ∂K2具有给定的诱导定向, 则∫

∂K1

g(x)dσx

[∫

∂K2

f(x, y)dσyh(y)
]

=
∫

∂K2

[∫

∂K1

g(x)dσxf(x, y)
]
dσyh(y). (3.1)

证证证 令g(x) =
∑

C

gC(x)eC , f(x, y) =
∑

H

fH(x, y)eH , h(y) =
∑

G

hG(y)eG.
∫

∂K1

g(x)dσx

[∫

∂K2

f(x, y)dσyh(y)
]

=

∑

C

m∑

i=1

∑

H

k∑

j=1

∑

G

eCψieHψjeG

∫

∂K1

gC(x)N1i
dµ1

[∫

∂K2

fH(x, y)N2j
dµ2hG(y)

]
.

记SC,i,H,j,G =
∑

C

m∑

i=1

∑

H

k∑

j=1

∑

G

eCψieHψjeG, 由实Stokes公式可得

∫

∂K1

g(x)dσx

[∫

∂K2

f(x, y)dσyh(y)
]

=

SC,i,H,j,G

{∫

∂K1

gC(x)N1i
dµ1

∫

K2

[
∂fH

∂yj
(x, y)hG(y) + fH(x, y)

∂hG

∂yj
(y)

]
dy

}
=

SC,i,H,j,G

{∫

K1

∂gC

∂xi
(x)dx

∫

K2

[
∂fH

∂yj
(x, y)hG(y) + fH(x, y)

∂hG

∂yj
(y)

]
dy+

∫

K1

gC(x)dx

∫

K2

[
∂2fH

∂xi∂yj
(x, y)hG(y) +

∂fH

∂xi
(x, y)

∂hG

∂yj
(y)

]
dy

}
=

SC,i,H,j,G

∫

K1×K2

∂2(gCfHhG)
∂xi∂yj

(x, y)dxdy.

同理可得∫

∂K2

[∫

∂K1

g(x)dσxf(x, y)
]
dσyh(y) = SC,i,H,j,G

∫

K1×K2

∂2(gCfHhG)
∂xi∂yj

(x, y)dxdy.

综上所述, (3.1)式成立, 即∫

∂K1

g(x)dσx

[∫

∂K2

f(x, y)dσyh(y)
]

=
∫

∂K2

[∫

∂K1

g(x)dσxf(x, y)
]
dσyh(y).

引引引理理理3.2(Cauchy积分公式) 设Ω , ∂Ω如上所述, Ω = Ω1 × Ω2, f : Ω → An(R), 若f是Ω上
的加权双正则函数且f ∈ F

(r)
Ω , r ≥ 2, 则

∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =





f(ξ, τ), (ξ, τ) ∈ Ω ,

0, (ξ, τ) ∈ Ω
c
.

(3.2)

证证证 当(ξ, τ) ∈ Ω
c
时, 应用引理3.1和引理2.3得∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

∂Ω1

Eω(x, ξ)dσx

[∫

∂Ω2

f(x, y)dσyEω(y, τ)
]

=
∫

∂Ω1

Eω(x, ξ)dσx

[∫

Ω2

(f(x, y)Dωy
· Eω(y, τ) + f(x, y) · Dωy

Eω(y, τ))dy

]
= 0.

(3.3)

当(ξ, τ) ∈ Ω时, Ω1ε = Ω1\U1ε, Ω2ε = Ω2\U2ε, 其中U1ε = {x ∈ Ω1 : ρ(x, ξ) < ε},
U2ε = {y ∈ Ω2 : ρ(y, τ) < ε}, 则∂Ω1

⋃
∂U1ε 是Ω1ε的边界, ∂Ω2

⋃
∂U2ε是Ω2ε的边界, 其中∂Ω1,

∂Ω2, ∂U1ε, ∂U2ε的方向都为逆时针. 应用引理3.1和引理2.3得
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∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

∂Ω2

[∫

Ω1ε

Eω(x, ξ) · Dωx
f(x, y)dx+

∫

∂U1ε

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)
]
dσyEω(y, τ) =

∫

Ω2ε

[∫

Ω1ε

Eω(x, ξ) · Dωx
f(x, y)dx

]
Dωy

· Eω(y, τ)dy+
∫

∂U2ε

[∫

Ω1ε

Eω(x, ξ) · Dωxf(x, y)dx

]
dσyEω(y, τ)+

∫

Ω2ε

[∫

∂U1ε

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)
]
Dωy

· Eω(y, τ)dy+
∫

∂U2ε

[∫

∂U1ε

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)
]
dσyEω(y, τ).

(3.4)

由于f为Ω上的加权双正则函数, 因此Dωx
f(x, y) = 0, f(x, y)Dωy

= 0, 则上式可简化为∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

∂U2ε

[∫

∂U1ε

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)
]
dσyEω(y, τ).

(3.5)

下面计算(3.5)式, 应用引理3.1以及非欧氏距离下曲面的参数方程有∫

∂U1ε×∂U2ε

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

|r1|=1

1
ωm

dµr1

[∫

|r2|=1

[f(εB
1
2
1 r1(t) + ξ, εB

1
2
2 r2(t) + τ)− f(ξ, τ)]

1
ωk

dµr2

]
+

∫

|r1|=1

1
ωm

dµr1

[∫

|r2|=1

1
ωk

f(ξ, τ)dµr2

]
= J1 + J2.

首先讨论J1, 有下式成立

|J1| ≤ 1
ωmωk

∫

|r1|=1

dµr1

[∫

|r2|=1

sup
|r1|=1,|r2|=1

|f(εB
1
2
1 r1(t) + ξ, εB

1
2
2 r2(t) + τ)− f(ξ, τ)|dµr2

]
=

1
ωmωk

sup
|r1|=1,|r2|=1

|f(εB
1
2
1 r1(t) + ξ, εB

1
2
2 r2(t) + τ)− f(ξ, τ)| ·

∫

|r1|=1

dµr1 ·
∫

|r2|=1

dµr2 .

因为f : Ω → An(R), 且f ∈ F
(r)
Ω , r ≥ 2, 所以

lim
ε→0

sup
|r1|=1,|r2|=1

|f(εB
1
2
1 r1(t) + ξ, εB

1
2
2 r2(t) + τ)− f(ξ, τ)| = 0.

则有

lim
ε→0

J1 = 0, J2 =
1

ωmωk

∫

|r1|=1

dµr1 ·
∫

|r2|=1

dµr2 · f(ξ, τ) = f(ξ, τ).

故 lim
ε→0

J2 = f(ξ, τ). 因此∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) = f(ξ, τ).

结合上述讨论可得到加权双正则函数的Cauchy积分公式.
推推推论论论3.1 设Ω , ∂Ω如引理3.2所述, f ∈ F

(r)
Ω , r ≥ 2, 则

∫

∂Ω1×∂Ω2

Eω(x, ξ)dσxdσyEω(y, τ) =





1, (ξ, τ) ∈ Ω ,

0, (ξ, τ) ∈ Ω
c
.

(3.6)
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定定定理理理3.1(球外一点的Cauchy积分公式) 设f为(Rm\D(0, R1)) × (Rk\D(0, R2))上的加权
双正则函数, 并且满足 lim

ξ→∞
f(ξ, y) = λ, lim

τ→∞
f(x, τ) = λ, D(0, R1) = {x : ρ(0, x) ≤ R1},

D(0, R2) = {y : ρ(0, y) ≤ R2}, 那么对任意ξ ∈ Rm\D(0, R1), τ ∈ Rk\D(0, R2), 有

f(ξ, τ) = λ +
∫

∂D(0,R
′
1)×∂D(0,R

′
2)

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ). (3.7)

其中R
′
1, R

′
2满足R1 < R

′
1 < ρξ, R2 < R

′
2 < ρτ , ρξ为ξ与(0, 0, · · · , 0)之间的非欧氏距离,

ρτ为τ与(0, 0, · · · , 0)之间的非欧氏距离.
证证证 存在R

′′
1和R

′′
2 使得R1 < R

′
1 < ρξ, R2 < R

′
2 < ρτ和D(0, R

′
1) ⊂ D̊(ξ,R

′′
1 ), D(0, R

′
2) ⊂

D̊(τ, R
′′
2 ), 其中D(0, R

′
1) = {x : ρ(0, x) ≤ R

′
1}, D(0, R

′
2) = {y : ρ(0, y) ≤ R

′
2}, D̊(ξ, R

′′
1 ) = {x :

ρ(ξ, x) < R
′′
1 }, D̊(τ, R

′′
2 ) = {y : ρ(τ, y) < R

′′
2 }. 设∂D(ξ, R

′′
1 ), ∂D(τ, R

′′
2 ), ∂D(0, R

′
1)和∂D(0, R

′
2)

的方向均为逆时针方向, 对(D(ξ,R
′′
1 )\D̊(0, R

′
1))× (D(τ, R

′′
2 )\D̊(0, R

′
2))应用引理3.2有

f(ξ, τ) =
∫

∂(D(ξ,R
′′
1 )\D(0,R

′
1))×∂(D(τ,R

′′
2 )\D(0,R

′
2))

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

∂D(ξ,R
′′
1 )×∂D(τ,R

′′
2 )

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ)−
∫

∂D(0,R
′
1)×∂D(τ,R

′′
2 )

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ)−
∫

∂D(ξ,R
′′
1 )×∂D(0,R

′
2)

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ)+
∫

∂D(0,R
′
1)×∂D(0,R

′
2)

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) = I1 − I2 − I3 + I4.

(3.8)

由于D(ξ, R
′′
1 ), D(τ, R

′′
2 )是在非欧氏距离下的球, 所以参数方程可分别表示为

x(t) = R
′′
1B

1
2
1 r1(t) + ξ, y(t) = R

′′
2B

1
2
2 r2(t) + τ.

并且Eω(x, ξ) · dσx =
1

ωm
dµr1 , dσy · Eω(y, τ) =

1
ωk

dµr2 . 首先计算I1得

lim
R
′′
1 →∞

I1 = lim
R
′′
1 →∞

∫

∂D(τ,R
′′
2 )

[∫

∂D(ξ,R
′′
1 )

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)
]
dσyEω(y, τ) =

lim
R
′′
1 →∞

∫

∂D(τ,R
′′
2 )

[∫

|r1|=1

1
ωm

f(R
′′
1B

1
2
1 r1(t) + ξ, y)dµr1

]
dσyEω(y, τ) =

λ

∫

∂D(τ,R
′′
2 )

dσyEω(y, τ) = λ

∫

|r2|=1

1
ωk

dµr2 = λ.

其次计算I2得

lim
R
′′
2 →∞

I2 = lim
R
′′
2 →∞

∫

∂D(0,R
′
1)

Eω(x, ξ)dσx

[∫

∂D(τ,R
′′
2 )

f(x, y)dσyEω(y, τ)
]

=
∫

∂D(0,R
′
1)

Eω(x, ξ)dσx

[∫

|r2|=1

lim
R
′′
2 →∞

f(x,R
′′
2B

1
2
2 r(t) + τ)

1
ωk

dµr2

]
=

λ

∫

∂D(0,R
′
1)

Eω(x, ξ)dσx.

由Stokes公式可知

λ

∫

∂D(0,R
′
1)

Eω(x, ξ)dσx = λ

∫

D(0,R
′
1)

Eω(x, ξ)Dωx
dx = 0.

同理可计算得I3 = 0. 对(3.8)式等号两边取极限R
′′
1 →∞, R

′′
2 →∞得到

f(ξ, τ) = λ +
∫

∂D(0,R
′
1)×∂D(0,R

′
2)

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ).
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定定定理理理3.2(平均值定理) 设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F
(r)
Ω , r ≥ 2, 若f是Ω上的加权双正则函数,

则对于任意(ξ, τ) ∈ Ω , 满足D1(ξ,R1) ⊂ Ω1, D2(τ, R2) ⊂ Ω2, 那么有

f(ξ, τ) =
1

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D1(ξ,R1)×D2(τ,R2)

f(x, y)dxdy, (3.9)

其中D1(ξ,R1) = {x ∈ Ω1 : ρ(ξ, x) ≤ R1}, D2(τ, R2) = {y ∈ Ω2 : ρ(τ, y) ≤ R2}, Vm =
ωm

m
是Rm

中m维单位球的体积, Vk =
ωk

k
是Rk中k维单位球的体积.

证证证 根据加权双正则函数的Cauchy积分公式和Stokes公式, 有

f(ξ, τ) =
∫

∂D1(ξ,R1)×∂D2(τ,R2)

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =
∫

∂D1(ξ,R1)

1
det(B1)

1
2 ωm

1
ρm
1

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij (xj − ξj)dσx×

[∫

∂D2(τ,R2)

f(x, y)dσy
1

det(B2)
1
2 ωk

1
ρk
2

k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj − τj)
]

=

1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 ωmωkRm

1 Rk
2

∫

∂D1(ξ,R1)

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij

(xj − ξj)dσx×
[∫

D2(τ,R2)

(
f(x, y)Dωy

×
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)+f(x, y)×
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)Dωy

)
dy

]
=

1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 ωmωkRm

1 Rk
2

∫

D1(ξ,R1)

Dωx

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij (xj−ξj)×

[∫

D2(τ,R2)

(
f(x, y)Dωy

×
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)+f(x, y)×
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)Dωy

)
dy

]
dx+

1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 ωmωkRm

1 Rk
2

∫

D1(ξ,R1)

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij

(xj − ξj)×
[∫

D2(τ,R2)

(
Dωx

f(x, y)Dωy
×

k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)+Dωx
f(x, y)×

k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj−τj)Dωy

)
dy

]
dx.

因为f是Ω上的加权双正则函数, 所以对任意(x, y) ∈ D1 × D2 ⊂ Ω , 有Dωxf(x, y) = 0,
f(x, y)Dωy = 0, Dωxf(x, y)Dωy = 0, 则上式化简为

f(ξ, τ) =
1

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 ωmωkRm

1 Rk
2

∫

D1(ξ,R1)

Dωx

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij (xj − ξj)×

[∫

D2(τ,R2)

f(x, y) ·
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj − τj)Dωy
dy

]
dx.

(3.10)

由于[15, p67]可知

Dωx

m∑

i,j=1

ψ1i
A1ij

(xj − ξj) = m,

同理可证
k∑

i,j=1

ψ2i
A2ij

(yj − τj)Dωy
= k.
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因此上式为

f(ξ, τ) =
mk

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 ωmωkRm

1 Rk
2

∫

D1(ξ,R1)×D2(τ,R2)

f(x, y)dxdy =

1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D1(ξ,R1)×D2(τ,R2)

f(x, y)dxdy.

定定定理理理3.3(最大模原理) 设Ω , ∂Ω如上所述, f是Ω上的加权双正则函数, 若存在(a, b) ∈ Ω ,
使得

|f(ξ, τ)| ≤ |f(a, b)| (3.11)
对所有(ξ, τ) ∈ Ω都成立, 则f在Ω上为常函数.

证证证 设|f(a, b)| = λ, 令Ωλ = {(ξ, τ) ∈ Ω1 × Ω2||f(ξ, τ)| = λ}. 要证结论成立, 首先
证Ωλ = Ω .

由于(a, b) ∈ Ωλ, 则Ωλ非空. 对于任意(ξ, τ) ∈ Ω\Ωλ, 有|f(ξ, τ)| < λ, 又由于|f(ξ, τ)|在Ω上
连续, 则存在以(ξ, τ)为中心的某邻域U , 对于任意的(u, v) ∈ U有|f(u, v)| < λ, 所以U ⊂ Ω\Ωλ,
即Ω\Ωλ是开集, 这说明Ωλ是相对闭的.

任取(ξ, τ) ∈ Ωλ, 作m维超球D(ξ,R1) = {x ∈ Ω1 : ρ(ξ, x) < R1}, 作k维超球D(τ, R2) =
{y ∈ Ω2 : ρ(τ, y) < R2}, 且D(ξ, R1) ⊂ Ω1, D(τ, R2) ⊂ Ω2, 根据定理3.2, 有

f(ξ, τ) =
1

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

f(x, y)dxdy.

则

λ2 = |f(ξ, τ)|2 =
1

det(B1)det(B2)R2m
1 R2k

2 V 2
mV 2

k

∑

N

(∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

fN (x, y)dxdy

)2

.

由Hölder不等式, 有

λ2 ≤ 1
det(B1)det(B2)R2m

1 R2k
2 V 2

mV 2
k

∑

N

(∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

dxdy

)(∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

f2
N (x, y)dxdy

)
.

由定理3.2, 当f ≡ 1时, 有

1 =
1

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

dxdy.

因而

λ2 =
1

det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

λ2dxdy.

且 ∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

dxdy = det(B1)
1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk,

则

λ2 ≤ 1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

|f(x, y)|2dxdy,

因此

0 ≤ 1
det(B1)

1
2 det(B2)

1
2 Rm

1 Rk
2VmVk

∫

D(ξ,R1)×D(τ,R2)

(|f(x, y)|2 − λ2)dxdy ≤ 0.

所以对于任意(x, y) ∈ D(ξ,R1) × D(τ, R2), 有|f(x, y)| = λ, 即D(ξ,R1) × D(τ, R2) ⊂ Ωλ, 因
此Ωλ是Ω中的开集.

综上所述Ωλ = Ω , 则对任意(ξ, τ) ∈ Ω , 有|f(ξ, τ)| = λ. 下证f为常函数.
当λ = 0时, 显然有f(ξ, τ) = 0, 即f在Ω上为常数.
当λ > 0时, 由[15, p68]可知∂ξi

fN = 0, i = 1, 2, · · · ,m, 同理可证得∂τj
fN = 0, j =
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1, 2, · · · , k. 所以f 在Ω上为常函数.

推推推论论论3.2 设Ω , ∂Ω如上所述, 若f是Ω上的加权双正则函数, 且在Ω内连续, 对于任意
的(ξ, τ) ∈ Ω , 有|f(ξ, τ)| ≤ M1, 则除f为常函数外, |f(ξ, τ)| < M1 ((ξ, τ) ∈ Ω).

推推推论论论3.3 设Ω , ∂Ω如上所述, 若f是Ω上的加权双正则函数, 且在Ω上连续, 则
sup

(ξ,τ)∈Ω

|f(ξ, τ)| = sup
(ξ,τ)∈∂Ω

|f(ξ, τ)|. (3.12)

证证证 如果f是常函数, 则结论成立.

假设f是非常函数的加权双正则函数, 由于Ω是有界域, 且f在Ω上连续, 则存在点(a, b) ∈ Ω ,
使得

sup
(ξ,τ)∈Ω

|f(ξ, τ)| = |f(a, b)|.

如果(a, b) ∈ ∂Ω1 × ∂Ω2, 则
sup

(ξ,τ)∈∂Ω

|f(ξ, τ)| = |f(a, b)|.
则结论成立.

假设(a, b) ∈ Ω1×Ω2,将Ω分解为Ω = Ω
′
1∪Ω

′
2∪· · · ,其中Ω

′
j是有界的连通开集, j = 1, 2, · · · ,

则存在j使得(a, b) ∈ Ω
′
j . 由于任意(ξ, τ) ∈ Ω

′
j , 有|f(ξ, τ)| ≤ |f(a, b)|, f是加权双正则函数, 根据

定理3.3, 则f在Ω
′
j上为常函数, 与已知矛盾, 因此

sup
(ξ,τ)∈Ω

|f(ξ, τ)| = |f(a, b)| = sup
(ξ,τ)∈∂Ω

′
j

|f(ξ, τ)| ≤ sup
(ξ,τ)∈∂Ω

|f(ξ, τ)| ≤ sup
(ξ,τ)∈Ω

|f(ξ, τ)|,

即
sup

(ξ,τ)∈Ω

|f(ξ, τ)| = sup
(ξ,τ)∈∂Ω

|f(ξ, τ)|.

推推推论论论3.4 设Ω , ∂Ω如上所述, 若f是Ω上非常量的加权双正则函数, 则对Ω上任意一
点(ξ, τ), 有

|f(ξ, τ)| < sup
(ζ,η)∈∂Ω

lim
(u,v)→(ζ,η)

(u,v)∈Ω

|f(u, v)|. (3.13)

证证证 不妨设 sup
(ζ,η)∈∂Ω

lim
(u,v)→(ζ,η),(u,v)∈Ω

|f(u, v)| < +∞, 否则显然成立. 令

ϕ(ξ, τ) =





|f(ξ, τ)|, (ξ, τ) ∈ Ω ,

lim
(u,v)→(ξ,τ)

(u,v)∈Ω

|f(u, v)|, (ξ, τ) ∈ ∂Ω .

由ϕ(ξ, τ)的上半连续性和Ω为紧集, 则存在一点(a, b) ∈ Ω , 使得ϕ(a, b) = {supϕ(u, v), (u, v) ∈
Ω}. 由于f是Ω上的非常量的加权双正则函数, 则ϕ也是Ω上的非常量加权双正则函数. 由定
理3.3, 则(a, b) ∈ ∂Ω . 即

|f(ξ, τ)| = ϕ(ξ, τ) < ϕ(a, b) = sup
(ζ,η)∈∂Ω

lim
(u,v)→(ζ,η)

(u,v)∈Ω

|f(u, v)|, (ξ, τ) ∈ Ω .

从而|f(ξ, τ)| < sup
(ζ,η)∈∂Ω

lim
(u,v)→(ζ,η)

(u,v)∈Ω

|f(u, v)|.

定定定理理理3.4 设Ω , ∂Ω如上所述, 若f是Ω中的连续函数, 则对于任意有界闭区间I1 ⊂ Ω1,
I2 ⊂ Ω2, ∫

∂I1×∂I2

dσxf(x, y)dσy = 0 (3.14)
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成立的充分必要条件是对任意g ∈ F
(1)
Ω1

, gDω = 0, 且任意h ∈ F
(1)
Ω2

, Dωh = 0, 满足

C0 =
∫

∂I1×∂I2

g(x)dσxf(x, y)dσyh(y) = 0. (3.15)

证证证 充分性. 当g ≡ 1, h ≡ 1时, gDw = 0, Dwh = 0, 根据已知条件, 可得∫

∂I1×∂I2

dσxf(x, y)dσy = 0.

必要性. 对任意给定的有界闭区间I1, I2, 将I1, I2分别划分为2m, 2k个小闭区间, 记划分得
到的小闭区间为I

(1)
i1 × I

(1)
j2 , i = 1, 2, · · · , 2m, j = 1, 2, · · · , 2k.

C0 =
2m∑

i=1

2k∑

j=1

∫

∂I
(1)
i1 ×∂I

(1)
j2

g(x)dσxf(x, y)dσyh(y) =
2m∑

i=1

2k∑

j=1

C1
i,j .

则存在i1, j1(1 ≤ i1 ≤ 2m, 1 ≤ j1 ≤ 2k), 使得

|C1
i1,j1

| ≥ 1
2m2k

|C0|.
记∂I

(1)
i11
× ∂I

(1)
j12

= ∂I11 × ∂I12, C1
i1,j1

= C1. 对I11 × I12继续做同样的分法, q次划分之后, 得到

|Cq| ≥ 1
2qm2qk

|C0|
和闭区间套{Iq1 × Iq2}的一交点(a, b).

因为f在点(a, b)处连续, 则对任意ε > 0, 存在δ1(ε) > 0, δ2(ε) > 0, 当ρ(x, a) < δ1(ε),
ρ(y, b) < δ2(ε)时, 有|f(x, y)− f(a, b)| < ε, 选充分大的q′, 使δ(Iq′1) < δ1(ε), δ(Iq′2) < δ2(ε), 则

Cq′ =
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

[g(x)− g(a)]dσxf(x, y)dσy[h(y)− h(b)]+
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

[g(x)− g(a)]dσxf(x, y)dσyh(b)+
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

g(a)dσxf(x, y)dσy[h(y)− h(b)]+
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

g(a)dσxf(x, y)dσyh(b) =

C
(1)
q′ + C

(2)
q′ + C

(3)
q′ + C

(4)
q′ .

对于C
(1)
q′ 有

C
(1)
q′ =

∫

∂Iq′1×∂Iq′2

[g(x)− g(a)]dσxf(a, b)dσy[h(y)− h(b)]+
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

m∑

i=1

(xi − ai)∂xig[a− t1(a− x)]dσx×

[f(x, y)− f(a, b)]dσy

k∑

j=1

(yj − bj)∂yj
h[b− t2(b− y)].

其中0 < t1 < 1, 0 < t2 < 1,对第一项由引理3.1和Stokes公式得其为0. 对第二项,因为|xi−ai| ≤
r1 =

1
ρ0

ρ(x, a), |yj − bj | ≤ r2 =
1
ρ′0

ρ(y, b), |∂xi
g[a− t1(a−x)]| ≤ M2, |∂yj

h[b− t2(b− y)]| ≤ M3,

其中M2 > 0, M3 > 0是一个常数, i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , k, 且|dσx| = |Nψ1 |dµ1 = dµ1,
|dσy| = |Nψ2 |dµ2 = dµ2.

|C(1)
q′ | ≤ m · k · 1

ρ0ρ′0
· δ(I1)

2q′ ·M2 · V (∂I1)
2q′(m−1)

· ε · V (∂I2)
2q′(k−1)

· δ(I2)
2q′ ·M3.
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对于C
(2)
q′ 有

C
(2)
q′ =

∫

∂Iq′1×∂Iq′2

[g(x)− g(a)]dσxf(a, b)dσyh(b)+
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

[g(x)− g(a)]dσx[f(x, y)− f(a, b)]dσyh(b).

对第一项, 由引理3.1和Stokes公式得其为0, 故

|C(2)
q′ | =

∣∣∣∣∣
∫

∂Iq′1×∂Iq′2

m∑

i=1

(xi − ai)∂xi
g[a− t1(a− x)]dσx[f(x, y)− f(a, b)]dσyh(b)

∣∣∣∣∣ ≤

|h(b)| ·m ·M2 · 1
ρ0
· δ(I1)

2q′ · ε · V (∂I1)
2q′(m−1)

· V (∂I2)
2q′(k−1)

.

同理可证对于C
(3)
q′ 有

|C(3)
q′ | ≤ |g(a)| · k ·M3 · 1

ρ′0
· δ(I2)

2q′ · ε · V (∂I1)
2q′(m−1)

· V (∂I2)
2q′(k−1)

.

对C
(4)
q′ 有

C
(4)
q′ = g(a)

(∫

∂Iq′1×∂Iq′2

dσxf(x, y)dσy

)
h(b) = 0.

综上所述, 存在M4 > 0, 使得
|C0| ≤ 2q′m2q′k|Cq′ | ≤ M4 · ε.

所以C0 = 0.
定定定理理理3.5 设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F

(r)
Ω , r ≥ 2,且满足对任意有界闭区间I1 ⊂ Ω1, I2 ⊂ Ω2有∫

∂I1

dσxf(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = 0. (3.16)

则对任意(ξ, τ) ∈ I̊1 × I̊2有

f(ξ, τ) =
∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ). (3.17)

证证证 任取给定的有界闭区间I1 ⊂ Ω1, I2 ⊂ Ω2, 任取(ξ, τ) ∈ I̊1 × I̊2. 由于f在点(ξ, τ)处连
续, 则对任给ε > 0, 存在δ1 > 0, δ2 > 0, 若(ξ + η1, τ + η2) ∈ I̊1 × I̊2, 当|η1| < δ1, |η2| < δ2时, 有

|f(ξ + η1, τ + η2)− f(ξ, τ)| < ε.

以ξ为中心, l1 < δ1(ε)为边长, 作闭区间J1, 使J1 ⊂ I̊1, 以τ为中心, l2 < δ2(ε)为边长, 作闭
区间J2, 使J2 ⊂ I̊2. 由于f连续, 当x ∈ ∂J1, y ∈ ∂J2时, 有|f(x, y)− f(ξ, τ)| < ε.

由引理3.2有 ∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) =

f(ξ, τ) +
∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ) =

f(ξ, τ) + I5(ξ, τ).
将I1\J̊1分成k1个小闭区间, 将I2\J̊2分成k2个小闭区间, 即

I1\J̊1 =
k1∑

i=1

J1i, I2\J̊2 =
k2∑

j=1

J2j ,
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考虑

I5(ξ, τ) =
∫

∂(I1\J̊1)×∂(I2\J̊2)

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+
∫

∂(I1\J̊1)×∂J2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+
∫

∂J1×∂(I2\J̊2)

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+
∫

∂J1×∂J2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ) =

k1∑

i=1

k2∑

j=1

∫

∂J1i×∂J2j

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+

k1∑

i=1

∫

∂J1i×∂J2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+

k2∑

j=1

∫

∂J1×∂J2j

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)+
∫

∂J1×∂J2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ) =

I6(ξ, τ) + I7(ξ, τ) + I8(ξ, τ) + I9(ξ, τ).
首先讨论I6(ξ, τ), 当(x, y) ∈ ∂J1i × ∂J2j时, (x, y) 6= (ξ, τ), 由(3.16)式可知∫

∂J1i×∂J2j

dσxf(x, y)dσy =
∫

∂J2j

[∫

∂J1i

dσxf(x, y)
]

dσy = 0.

因此由定理3.4得
k1∑

i=1

k2∑

j=1

∫

∂J1i×∂J2j

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ) = 0.

由推论3.1可知
k1∑

i=1

k2∑

j=1

∫

∂J1i×∂J2j

Eω(x, ξ)dσxf(ξ, τ)dσyEω(y, τ) = 0. 则I6(ξ, τ) = 0.

其次讨论I7(ξ, τ), 由引理3.1得

I7(ξ, τ) =
k1∑

i=1

∫

∂J2

[∫

∂J1i

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]
]

dσyEω(y, τ).

由引理2.4可知
∫

∂J1i

Eω(x, ξ)dσxf(x, y) = 0. 由Stokes公式
∫

∂J1i

Eω(x, ξ)dσxf(ξ, τ) =
∫

J1i

Eω(x, ξ)Dωx
· f(ξ, τ)dx +

∫

J1i

Eω(x, ξ) · Dωx
f(ξ, τ)dx = 0.

因此

I7(ξ, τ) = 0.

同理可证得I8(ξ, τ) = 0.

综上所述, 并利用推论3.1有∣∣∣∣f(ξ, τ)−
∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

∂J1×∂J2

Eω(x, ξ)dσx[f(x, y)− f(ξ, τ)]dσyEω(y, τ)
∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣

∫

∂J1×∂J2

Eω(x, ξ)dσxdσyEω(y, τ)
∣∣∣∣ · ε = ε.
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所以f(ξ, τ) =
∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ).

定定定理理理3.6(Morera定理) 设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F
(r)
Ω , r ≥ 2, 则f是Ω上的加权双正则函数

的充分必要条件是对任意闭区间I1 ⊂ Ω1, I2 ⊂ Ω2, 有∫

∂I1

dσxf(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = 0. (3.18)

证证证 必要性. 由于f是Ω上的加权双正则函数, 由Stokes公式可知∫

∂I1

dσxf(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = 0.

充分性. 任取(ξ, τ) ∈ Ω1 × Ω2, 则存在闭区间I1 ⊂ Ω1, I2 ⊂ Ω2, 使得(ξ, τ) ∈ I̊1 × I̊2, 则

由定理3.5知f(ξ, τ) =
∫

∂I1×∂I2

Eω(x, ξ)dσxf(x, y)dσyEω(y, τ). 则由加权双正则函数的定义以

及(ξ, τ)的任意性可知, f是Ω上的加权双正则函数.

定定定理理理3.7(Painlevé定理) 设Ω , ∂Ω如上所述,令Ω̃ = Ω̃1×Ω̃2, Ω̃1 = Ω1∩{(x1, x2, · · · , xm−1,

am)}, 其中(x1, x2, · · · , xm−1) ∈ Rm−1, am是定值, Ω̃2 = Ω2 ∩ {(y1, y2, · · · , yk−1, bk)}, 其
中(y1, y2, · · · , yk−1) ∈ Rk−1, bk是定值, 若f在Ω\Ω̃上是加权双正则函数, 且f ∈ F r

Ω , r ≥ 2,
则f在Ω上是加权双正则函数.

证 分别在Ω1, Ω2内任取闭区间I1, I2, 记I = I1 × I2.

(1) 若I ∩ Ω̃ = ∅, 则I ⊂ Ω\Ω̃ . 由于f在I上是加权双正则函数, 所以∫

∂I1

dσxf(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = 0.

(2) 若I ∩ Ω̃ 6= ∅, 即(I1 × I2) ∩ (Ω̃1 × Ω̃2) 6= ∅, 令
I1ε = {(x1, x2, · · · , xm−1, xm)|(x1, x2, · · · , xm−1, xm) ∈ I1, am − ε < xm < am + ε},
I2ε = {(y1, y2, · · · , yk−1, yk)|(y1, y2, · · · , yk−1, yk) ∈ I2, bk − ε < yk < bk + ε}.

下面分三种情况进行讨论.

1′ I1 ∩ Ω̃1 = ∅, I2 ∩ Ω̃2 6= ∅. 则I1 ⊂ Ω1\Ω̃1, (I2\I2ε) ⊂ Ω2\Ω̃2, 由于f在I1× (I2\I2ε)上
是加权双正则函数, 因此∫

∂I1

dσxf(x, y) =
∫

I1

Dωx
f(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = lim
ε→0

∫

∂(I2\I2ε)

f(x, y)dσy = lim
ε→0

∫

I2\I2ε

f(x, y)Dωy
= 0.

2′ I1 ∩ Ω̃1 6= ∅, I2 ∩ Ω̃2 = ∅. 则(I1\I1ε) ⊂ Ω1\Ω̃1, I2 ⊂ Ω2\Ω̃2, 由于f在(I1\I1ε)× I2上

是加权双正则函数, 因此∫

∂I1

dσxf(x, y) = lim
ε→0

∫

∂(I1\I1ε)

dσxf(x, y) = lim
ε→0

∫

I1\I1ε

Dωx
f(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy =
∫

I2

f(x, y)Dωy
= 0.

3′ I1∩Ω̃1 6= ∅, I2∩Ω̃2 6= ∅.则(I1\I1ε) ⊂ Ω1\Ω̃1, (I2\I2ε) ⊂ Ω2\Ω̃2,由于f在(I1\I1ε)×
(I2\I2ε)上是加权双正则函数, 因此∫

∂I1

dσxf(x, y) = lim
ε→0

∫

∂(I1\I1ε)

dσxf(x, y) = lim
ε→0

∫

I1\I1ε

Dωx
f(x, y) = 0,

∫

∂I2

f(x, y)dσy = lim
ε→0

∫

∂(I2\I2ε)

f(x, y)dσy = lim
ε→0

∫

I2\I2ε

f(x, y)Dωy
= 0.

由上述的(1)和(2)和Morera定理可得f是Ω上的加权双正则函数.
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Some properties of weighted biregular functions
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Abstract: Weighted biregular function is a further development of weighted regular function,

and weighted biregular function is an important class of functions in Clifford analysis. On the basis

of the study of weighted regular function, combined with the characteristics of weighted biregular

function, Cauchy integral formula for a point outside the sphere, mean value theorem, maximum

modulus principle, Morera theorem, Painlevé theorem of weighted biregular function are discussed.
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