
高校应用数学学报
2025, 40(3): 327-344

一类分数阶Sturm-Liouville特征值问题的

数值解法
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摘 要: 该文研究了一类具有混合边界条件的分数阶Sturm-Liouville特征值问题.
利用二阶Caputo分数阶导数逼近公式, 将其转化为广义特征值问题, 利用Jacobi-
Davidson方法求解此问题时, 校正方程的求解是计算过程中的一个重要环节. 为了加
快算法的收敛速度, 考虑近似求解该校正方程, 即求解Toeplitz线性代数方程组. 文中
构造Strang循环预处理子, 提出求解校正方程的预处理广义极小残量法(PGMRES),
并证明了预处理后的系数矩阵特征值大部分聚集在1附近. 数值实验表明文中提出的
算法是有效的.
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§1 引 言

考虑以下一类分数阶Sturm-Liouville特征值问题[1]{
C
0 Dα

t u(t) + (λr(t)− q(t))u(t) = 0,

au(0) + bu′(0) = 0, cu(1) + du′(1) = 0,
(1)

其中1 < α ≤ 2, t ∈ (0, 1), q(t)和r(t)是实连续函数且r(t)在区间[0, 1]上满足r(t) 6= 0, C
0 Dα

t表

示α阶Caputo分数阶导数, 其定义为[2]

C
0 Dα

t u(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

u(n)(s)
(t− s)α−n+1

ds,

其中Γ(·)表示Gamma函数, n是正整数且满足n− 1 ≤ α ≤ n.
分数阶Sturm-Liouville特征值问题(1)由分数阶微分方程分离变量而得, 可用于模拟各种系

统的行为和性能, 其中参数r(t)和q(t)在不同的应用中代表不同的含义. 例如, 在模拟材料的电导
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率[3]中, 参数r(t)和q(t)分别表示材料的电阻和电势能, 特征值λ代表材料的电导率; 在金融市场
的风险分析[4]中, 参数r(t)和q(t)分别表示市场的波动率和风险溢价, 特征值λ代表市场的风险水

平; 在分析捕获非晶体材料动力学行为[5]中, 参数r(t)和q(t)分别表示介质的阻尼和刚度参数. 因
此, 研究分数阶Sturm-Liouville特征值问题具有重要的意义.

近年来, 许多学者研究了分数阶Sturm-Liouville特征值问题的解析解. Neamaty等人[6]研

究了具有平凡点和奇异点的分数阶特征值问题, 并给出了部分特征值的解析解. Bas等人[7]利

用Laplace变换研究了带非奇异算子的分数阶特征值问题. 然而分数阶Sturm-Liouville特征
值问题的解析解大多包含H函数或者Mittag-Leffler函数等, 这些函数的计算比较困难, 因
此有必要研究分数阶Sturm-Liouville特征值问题的数值解法. Al-Mdallal[8-9]提出求解分数
阶特征值问题的Adomian分解法和同伦摄动法. Reutskiy[10]提出结合外部激励法(MEE)和
向后替换法(BSM)的方法求解分数阶微分方程特征值问题. Sadabad等人[1]基于Laplace变换
和Laplace逆变换, 将分数阶Sturm-Liouville特征值问题转化为具有弱奇异核的等效积分方程.
由于MEE和BSM方法只能计算部分特征值且Adomian分解法解的精度依赖于所计算特征值的
个数, 因此考虑引入一种新的数值解法求解分数阶Sturm-Liouville特征值问题. 在数值求解过
程中, 首先考虑离散化. Tian等人[11]提出离散Riemann-Liouville分数阶导数的WSGL逼近公式.
针对Caputo分数阶导数, Bechelova[12]提出L1插值公式. 对于二阶Caputo分数阶导数, 被积函数
含有时间的二阶导数, L1离散公式不可以直接使用, 为避免计算离散节点处的二阶导数, 孙志忠
等人[2]基于L1插值逼近公式提出离散二阶Caputo分数阶导数的有限差分格式. 本文应用文[2]的
技巧推导二阶Caputo分数阶导数逼近公式, 并用该逼近公式对分数阶Sturm-Liouville特征值问
题(1)进行离散, 得到一个广义特征值问题.

目前求解广义特征值问题的方法有Lanczos方法[13]、Arnoldi方法[14]、Krylov-Schur方
法[15]和Jacobi-Davidson方法[16]等. 利用Jacobi-Davidson方法求解该广义特征值问题时, 校
正方程的求解是此方法计算过程中的一个重要环节, 为了加快算法的收敛速度, 考虑近似求解
该校正方程, 即求解Toeplitz线性代数方程组. Gu等人[17]研究了HSS迭代法求解非Hermitian正
定Toeplitz线性代数方程组. Freund[18]提出求解Toeplitz线性代数方程组的look-ahead Bareiss方
法. Saad等人[19]提出利用GMRES算法求解非对称Toeplitz线性代数方程组.

然而利用GMRES方法近似求解校正方程及Toeplitz线性代数方程组时有时不收敛, 为了克
服这一困难, 考虑将预处理技术与GMRES方法相结合, 提出求解Toeplitz线性代数方程组的预
处理广义极小残量法(PGMRES). 由于循环矩阵与向量乘积所需计算成本较小, OLkin[20]提出

使用循环矩阵作为预处理子求解Toeplitz线性代数方程组. Strang[21]提出Strang循环预处理矩
阵. Chan等人[22]证明了Strang循环预处理矩阵非奇异且经该循环矩阵预处理后系数矩阵的特征
值分布集中.

本文利用二阶Caputo分数阶导数逼近公式对分数阶Sturm-Liouville特征值问题(1)进行离
散, 得到广义特征值问题. 利用Jacobi-Davidson方法求解该广义特征值问题时, 校正方程的求解
是此方法计算过程中的一个重要环节, 为了加快算法的收敛速度, 考虑近似求解该校正方程, 即
求解非对称Toeplitz线性代数方程组. 利用系数矩阵的元素构建Strang循环预处理子, 分析经预
处理的系数矩阵特征值分布性质, 提出了求解校正方程的预处理广义极小残量法(PGMRES).
数值算例表明了该方法的有效性.
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§2 分数特征值问题的离散化
为了简化问题的分析, 令r(t) = 1, q(t) = − 1

t , b = c = 0, a = d = 1, 则分数阶Sturm-
Liouville特征值问题(1)可简化为[10]{

C
0 Dα

t u(t) + ( 1
t + λ)u(t) = 0,

u(0) = 0, u′(1) = 0,
(2)

其中1 < α ≤ 2, t ∈ (0, 1).
首先考虑α(0 < α ≤ 1)阶Caputo分数阶导数

C
0 Dα

t u(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

u′(s)ds

(t− s)α

的数值逼近. 选取N + 1个节点tn = nh(n = 0, 1, · · · , N), 对区间[0, 1]进行网格划分, 取网格长
度h = 1

N . 设t0 = 0, tN = 1, 定义un = u(tn), 即u(t0) = 0, 记
a
(α)
l = (l + 1)1−α − l1−α, l ≥ 0,

有

C
0 Dα

t u(t)|t=tn
=

1
Γ(1− α)

∫ tn

0

u′(s)
(tn − s)α ds =

1
Γ(1− α)

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

u′(s)
(tn − s)α ds, (3)

其中n = 1, · · · , N , 在区间[ti−1, ti+1]上对u(s)作线性插值, 即

L1,iu(s) =
ti+1 − s

2h
u (ti−1) +

s− ti−1

2h
u (ti+1) ,

u(s)− L1,iu(s) =
1
2
u′′ (ξk) (s− tk−1) (s− tk+1) , s ∈ [tk−1, tk+1] ,

其中ξk = ξk(s) ∈ (tk−1, tk+1), 利用L1,iu(s)近似(3)中的u(s)可得

C
0 Dα

t u(t)
∣∣
t=tn

≈ 1
Γ(1−α)

n∑
i=1

∫ ti
ti−1

u(ti+1)−u(ti−1)
2h

1
(tn−s)α ds =

1
Γ(1−α)

n∑
i=1

u(ti+1)−u(ti−1)
2h

· 1
1−α

[
(tn − ti−1)1−α − (tn − ti)

1−α
]

=

h−α

2Γ(2−α)

n∑
i=1

[u (ti+1)− u (ti−1)] · [(n− i + 1)1−α − (n− i)1−α
]

=

h−α

2Γ(2−α)

n∑
i=1

a
(α)
n−i [u (ti+1)− u (ti−1)] =

h−α

2Γ(2−α)

[
a
(α)
0 u (tn+1) + a

(α)
1 u (tn) +

n−1∑
i=2

(
a
(α)
n−i+1 − a

(α)
n−i−1

)
u (ti)− a

(α)
n−2u (t1)− a

(α)
n−1u (t0)

]
.

(4)

离散一阶Caputo分数阶导数逼近公式(4)的逼近误差为
R(u(tn)) = C

0 Dα
t u(t)|t=tn

−Dαu(tn),
其数值精度由如下定理给出.

定定定理理理2.1 设u(t) ∈ C2[t0, tN ], 则

|R(u(tn))| ≤ 1
2Γ(1− α)

(N + 1 +
2

2− α
) max

t0≤t≤tN

|u′′(t)|h2−α,

其中n = 1, · · · , N .
证证证 考虑逼近误差

R(u(tn)) = C
0 Dα

t u(t)|t=tn
−Dαu(tn) =

1
Γ(1−α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

u′(s)
(tn−s)α ds− 1

Γ(1−α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

u(ti+1)−u(ti−1)
2h

1
(tn−s)α ds =

1
Γ(1−α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1
[u(s)− L1,iu(s)]

′ · 1
(tn−s)α ds =

− 1
2 h2u′′(ξi)

(n−i)αhα +
∫ ti

ti−1

1
2u′′(ξi)(s− ti−1)(ti+1 − s)α(tn − s)−α−1ds,
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其中ξi ∈ (ti−1, ti+1), 则
|R(u(tn))| ≤
1

2Γ(1−α) max
t0≤t≤tN

|u′′(t)|[
n∑

i=1

h2−α

(n−i)α +
n∑

i=1

∫ ti

ti−1
α(s− ti−1)(ti+1 − s)(tn − s)−α−1ds],

(5)

其中
n∑

i=1

h2−α

(n− i)α
≤ n · h2−α ≤ N · h2−α, (6)

n−1∑
i=1

∫ ti

ti−1
α(s− ti−1)(ti+1 − s)(tn − s)−α−1ds ≤

n−1∑
i=1

∫ ti

ti−1
α( ti+1−ti−1

2 )2(tn − s)−α−1ds =

h2
n−1∑
i=1

∫ ti

ti−1
α(tn − s)−α−1ds = h2

∫ tn−1

t0
α(tn − s)−α−1ds =

h2[(tn − tn−1)−α − (tn − t0)−α] ≤ h2 · h−α = h2−α,

(7)

令tn − s = θ, 则 ∫ tn

tn−1
α(s− tn−1)(tn+1 − s)(tn − s)−α−1ds =

α
∫ h

0
(h− θ)(h + θ)θ−α−1dθ = α

∫ h

0
(h2θ−α−1 − θ−α+1)dθ =

α[ h2

−αh−α − 1
2−αh2−α] = h2−α 2

α−2 = − 2
2−αh2−α,

(8)

将(7)和(8)代入(5), 可得

|R(u(tn))| ≤ 1
2Γ(1− α)

(N + 1 +
2

2− α
) max

t0≤t≤tN

|u′′(t)|h2−α.

现在考虑α(1 < α ≤ 2)阶Caputo分数阶导数
C
0 Dα

t u(t) =
1

Γ(2− α)

∫ t

0

u(2)(s)
(t− s)α−1

ds

的数值逼近.

令q(t) = u′(t), 则有
C
0 Dα

t u(t) =
1

Γ(1− (1− α))

∫ t

0

q′(s)
(t− s)α−1

ds = C
0 Dα−1

t q(t),

应用(4)和定理2.1可得
C
0 Dα−1

t q(t)|t=tn =

h−(α−1)

2Γ(2−(α−1)) [a
(α−1)
0 q(tn+1)+a

(α−1)
1 q(tn) +

n−1∑
i=2

(a(α−1)
n−i+1 − a

(α−1)
n−i−1)q(ti)−

a
(α−1)
n−2 q(t1)− a

(α−1)
n−1 q(t0)] + R(q(tn)),

其中

|R(q(tn))| ≤ 1
2Γ(1−(α−1)) (N + 1 + 2

3−α ) max
t0≤t≤tN

|q′′(t)|h2−(α−1) =

1
2Γ(2−α) (N + 1 + 2

3−α ) max
t0≤t≤tN

|u′′′(t)|h3−α.

记

b
(α)
l = a

(α−1)
l = (l + 1)2−α − l2−α, l = 0, 1, 2, · · · , (9)

则
C
0 Dα

t u(t)|t=tn
=

h1−α

2Γ(3−α) [b
(α)
0 q(tn+1)+b(α)

1 q(tn) +
n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1 − b

(α)
n−i−1)q(ti)− b

(α)
n−2q(t1)−

b
(α)
n−1q(t0)] + R(q(tn)).

(10)
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类似地, 有
C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 =

h1−α

2Γ(3−α) [b
(α)
0 q(tn)+b(α)

1 q(tn−1) +
n−2∑
i=2

(b(α)
n−i − b

(α)
n−i−2)q(ti)− b

(α)
n−3q(t1)−

b
(α)
n−2q(t0)] + R(q(tn−1)).

(11)

将(10)和(11)相加可得
C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 + C
0 Dα

t u(t)|t=tn
=

h1−α

Γ(3−α) [b
(α)
0

q(tn+1)+q(tn)
2 + b

(α)
1

q(tn)+q(tn−1)
2 +

n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1 − b

(α)
n−i−1)

q(ti)+q(ti−1)
2 −

(b(α)
n−1 + b

(α)
n−2)

q(t1)+q(t0)
2 ] + [R(q(tn)) + R(q(tn−1))].

(12)

注意到
q(ti) + q(ti−1)

2
=

u′(ti) + u′(ti−1)
2

=
u(ti)− u(ti−1)

h
+

h2

12
u′′′(ξi), ξi ∈ (ti−1, ti),

则(12)可改写为
C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 + C
0 Dα

t u(t)|t=tn =

h−α

Γ(3−α) [b
(α)
0 u(tn+1)− b

(α)
0 u(tn) + b

(α)
1 u(tn)− b

(α)
1 u(tn−1) +

n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1

−
b(α)

n−i−1
)(u(ti)− u(ti−1))− (b(α)

n−1 + b
(α)
n−2)(u(t1)− u(t0))] + R̂n− 1

2 ,

(13)

其中

R̂n− 1
2 = h1−α

Γ(3−α) [b
(α)
0

h2

12 u′′′(ξn+1) + b
(α)
1

h2

12 u′′′(ξn) +
n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1

− b(α)
n−i−1

)h2

12 u′′′(ξi)−
(b(α)

n−1 + b
(α)
n−2)

h2

12 u′′′(ξ1)] + [R(q(tn)) + R(q(tn−1))]
满足

|R̂n− 1
2 | ≤ h3−α

12Γ(3−α) [b
(α)
0 + b

(α)
1 +

n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1

− b(α)
n−i−1

)− (b(α)
n−1 + b

(α)
n−2)]+

2 · 1
2Γ(2−α) (N + 1 + 2

3−α ) max
t0≤t≤tN

|u′′′(t)|h3−α =

1
Γ(2−α) (N + 1 + 2

3−α ) max
t0≤t≤tN

|u′′′(t)|h3−α.

(14)

结合(13)以及已知的边界条件u(t0) = 0, 可得如下定理.

定定定理理理2.2 设u(t) ∈ C3[t0, tN ], 则
C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 + C
0 Dα

t u(t)|t=tn
=

h−α

Γ(3−α) [b
(α)
0 u(tn+1)− b

(α)
0 u(tn) + b

(α)
1 u(tn)− b

(α)
1 u(tn−1) +

n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1

−
b(α)

n−i−1
)(u(ti)− u(ti−1))− (b(α)

n−1 + b
(α)
n−2)u(t1)] + R̂n− 1

2 ,

(15)

其中R̂n− 1
2满足(14), 且系数b

(α)
l (l = 0, 1, 2, · · · )具有如下性质.

引引引理理理2.1[2] 设α ∈ (1, 2), b
(α)
l 由(9)定义, l = 0, 1, 2, · · · , 则

(1) 1 = b
(α)
0 > b

(α)
1 > b

(α)
2 > · · · > b

(α)
l > 0; b

(α)
l → 0, l →∞;

(2) (2− α)l(1−α) < b
(α)
l−1 < (2− α)(l − 1)(1−α), l ≥ 1.

此外, 利用具有二阶精度的中心差分公式离散一阶导数u′(t)有

u′(t) =
u(t + h)− u(t− h)

2h
. (16)

结合(15)和(16)可得

(C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 +C
0 Dα

t u(t)|t=tn) +
u(t)

t
|t=tn−1 +

u(t)
t
|t=tn + λ(u(tn−1) + u(tn)) = 0,
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其中
(C
0 Dα

t u(t)|t=tn−1 +C
0 Dα

t u(t)|t=tn
) + u(t)

t |t=tn−1 + u(t)
t |t=tn

=

h−α

Γ(3−α) [b
(α)
0 u(tn+1)− b

(α)
0 u(tn) + b

(α)
1 u(tn)− b

(α)
1 u(tn−1) +

n−1∑
i=2

(b(α)
n−i+1

− b(α)
n−i−1

)×
(u(ti)− u(ti−1))− (b(α)

n−1 + b
(α)
n−2)u(t1)] + 1

tn−1
u(tn−1) + 1

tn
u(tn),

即



s · [b(α)
0 u2 + (b(α)

1 − 2b
(α)
0 )u1] + 1

t1
u1 = −λu1, n = 1;

s · [b(α)
0 u3 + (b(α)

1 − b
(α)
0 )u2 + (−2b

(α)
1 − b

(α)
0 )u1] + 1

t1
u1 + 1

t2
u2 = −λ(u1 + u2), n = 2;

· · · · · ·
s · [b(α)

0 u(tN+1)− b
(α)
0 u(tN ) + b

(α)
1 u(tN )− b

(α)
1 u(tN−1) +

N−1∑
i=2

(b(α)
N−i+1 − b

(α)
N−i−1)(u(ti)−

u(ti−1))− (b(α)
N−1 + b

(α)
N−2)u(t1)] + 1

tN−1
u(tN−1) + 1

tN
u(tN ) = −λ(uN−1 + uN ), n = N.

(17)
根据条件u′(1) = 0, 并结合(16)可得u(tN+1) = u(tN−1), 将其代入(17)中的最后一个式子, 有

s · [(b(α)
1 − b

(α)
0 )u(tN ) + (b(α)

2 − b
(α)
1 )u(tN−1) + · · ·+ (−2b

(α)
N−1 − b

(α)
N−2 + b

(α)
N−3)u(t1)+

1
tN−1

u(tN−1) + 1
tN

u(tN ) =

−λ(uN−1 + uN ), n = N,

则分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)可改写为如下广义特征值问题
Bu = λCu, (18)

其中u = [u1, u2, · · · , uN ]T且系数矩阵

B = s ·




b1 − 2b0 + 1
sh b0

−2b1 − b0 + 1
sh b1 − b0 + 1

2sh

. . .

−2b2 − b1 + b0 b2 − b1 − b0 + 1
2sh

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

. . . b1 − b0 + 1
(N−1)sh

b0

−2bN−1 − bN−2 + bN−3 · · · · · · b2 − b1 + 1
(N−1)sh

b1 − b0 + 1
Nsh




(19)

是一个近似Toeplitz矩阵, 其中s = h−α

Γ(3−α)以及

C = −




1

1 1
. . . . . .

1 1




. (20)

§3 求解广义特征值问题的Jacobi-Davidson方法

利用Jacobi-Davidson方法求解分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)离散后的广义特征值
问题(18). 记Vm = [v1, v1, · · · , vm], L = span{v1, v2, · · · , vm} ∈ CN×m, {vi}m

i=1为L中的标准

正交基, 且相应的测试空间为span{w1, w2, · · · , wm}, 令Wm = [w1, w2, · · · , wm], 其中m ¿ N .
设(θ, y)是广义特征值问题(18)某个特征对(λ, u)的近似, 则由Petrov-Galerkin条件可得

By − θCy⊥{w1, w2, · · · , wm},
注意到y = Vms, 上述条件可等价表述为WH

m (BVms− θCVms) = 0, 即
WH

m BVms = θWH
m CVms. (21)
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设(θ, s)(||s||2 = 1)是广义特征值问题(21)的特征对, (θ, Vms)是广义特征值问题(18)的Ritz对, 为
了对Ritz向量y = Vms进行合理校正, 寻求向量t使其满足{

B(y + t) = λC(y + t),
t⊥y.

(22)

对(22)两边左乘向量w和投影矩阵I − wwH , 可得{
λ = wHB(y+t)

wHC(y+t)
,

(I − wwH)(B − λC)t = −(a− λb),
(23)

其中a = By − wHBy
wHy

y且b = Cy − wHCy
wHy

y.

由于(23)中的λ未知, 用θ代替它, 得校正方程
(I − wwH)(B − θC)(I − yyH)t = −r, (24)

其中残量r = By − θCy且测试向量w = αBy + βCy, α, β ∈ R.

通过计算校正方程(24)的解t可扩充子空间Vm, 利用MGS正交化方法

vm+1 = t−
m∑

i=1

(tHvi)vi,

将搜索子空间Vm扩充至Vm+1. 计算矩阵WH
m+1BVm+1相对于矩阵WH

m+1CVm+1的特征对, 以及
矩阵B相对矩阵C的Ritz对(θm+1, ym+1), 直至残差r = By − θCy的范数小于等于给定的允许误

差ε, 此时(θm+1, ym+1)是分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的近似特征对.

利用Jacobi-Davidson方法求解离散后的广义特征值问题(18), 校正方程的求解是关键一步.
为了加快算法的收敛速度, 考虑近似求解校正方程(24). 对矩阵B − θC作如下矩阵分裂

B − θC = E + R,

其中

E = s ·




b1 − b0 + 1
Nsh b0

b2 − b1 − b0 + 1
Nsh b1 − b0 + 1

Nsh

. . .

b3 − b2 − b1 + b0
. . .

. . .
. . .

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . . b0

bN − bN−1 − bN−2 + bN−3 · · · · · · · · · · · · b1 − b0 + 1
Nsh




(25)

是一个非对称Toeplitz矩阵, s = h−α

Γ(3−α)且

R =




−sb0 − 1
Nh

+ 1
h

+ θ

−sb2 − sb1 − 1
Nh

+ 1
h

+ θ − 1
Nh

+ 1
2h

+ θ

−sb3 − sb2 − 1
Nh

+ 1
2h

+ θ
. . .

...
. . .

. . .
. . .

−sbN−1 − sbN−2

. . .
. . .

. . . − 1
Nh

+ 1
(N−1)h

+ θ

−sbN − sbN−1 · · · · · · · · · sb0 − 1
Nh

+ 1
(N−1)h

+ θ θ




.

令

K = E ≈ B − θC,

则校正方程(24)可改写为
(I − wwH)K(I − yyH)t = −r.
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由正交性条件t⊥y, 得

t = −K−1r +
yHK−1r

yHK−1w
K−1w,

从而近似求解校正方程(24)时, 需要求解K−1r和K−1w, 即求解Toeplitz线性代数方程组
Kx = r (26)

和

Kx = w, (27)
其中K ∈ RN×N , w ∈ RN×1且r ∈ RN×1.

§4 预处理矩阵的构造
对于任意Toeplitz线性代数方程组, 利用循环矩阵作为预处理子可加快GMRES迭代算法的

收敛速度. 循环矩阵的一般形式为[23]

CN =




c0 c−1 · · · · · · c2−N c1−N

c1 c0 c−1

. . .
. . . c2−N

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

cN−2

. . .
. . .

. . . c0 c−1

cN−1 cN−2 · · · · · · c1 c0




,

其中c−j = cN−j , 1 ≤ j ≤ N − 1. 任一循环矩阵CN都能被Fourier矩阵F对角化[24], 即
FCNFH = ΛN , (28)

其中ΛN是对角矩阵, 且其对角元素为循环矩阵CN的特征值. Fourier矩阵F的一般形式为

F =
1√
N




1 1 1 · · · 1
1 φ φ2 · · · φN−1

...
...

...
. . .

...
1 φN−1 φ2(N−1) · · · φ(N−1)(N−1)




, (29)

其中φ = e−2πi/N , 则矩阵F的元素为

(F )k,j =
1√
N

e2πjki/N , 0 ≤ j, k ≤ N − 1, i ≡ √−1,

且矩阵F是N ×N的酉矩阵.

由(29)可知, 矩阵F的第一列可表示为 1√
N

IN , 其中IN = (1, 1, · · · , 1)T. 结合(28)得

FCNe1 =
1√
N

ΛNIN ,

其中e1表示单位矩阵的第一列, 则可以通过对CN的第一列做快速Fourier变换(FFT)得到
对角矩阵ΛN的元素. 一旦求得矩阵ΛN , 则可利用FFT快速求得CNy和C−1

N y, 且其计算量
为O(N log2 N)[23].

针对系数矩阵K的特殊结构, 考虑结合Strang循环预处理子求解Toeplitz线性代数方程
组(26)和(27). Strang循环矩阵基本定义如下.

定定定义义义4.1[23] 对于任意Toeplitz矩阵T = [ti−j ]0≤i,j≤N−1 ∈ RN×N , 如果矩阵T的阶数N为
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偶数, 其相应的Strang循环矩阵M(T ) = [mi−j ]0≤i,j≤N−1 ∈ RN×N的对角线元素为

mi =





ti, 0 ≤ i ≤ (N − 1)/2,

ti−N , (N − 1)/2 ≤ i ≤ N − 1,

mi+N , 0 < −i ≤ N − 1,

(30)

如果阶数N是奇数, 矩阵M(T )对角线元素为

mi =





ti, 0 ≤ i < N/2,

0, i = N/2,

ti−N , N/2 < i < N,

mi+N , 0 < −i < N.

(31)

取p
(α)
0 = s · b(α)

0 , p
(α)
1 = s · (b(α)

1 − b
(α)
0 + 1

Nsh ), p
(α)
2 = s · (b(α)

2 − b
(α)
1 − b

(α)
0 + 1

Nsh ),
p
(α)
j = s · (b(α)

j − b
(α)
j−1 − b

(α)
j−2 + b

(α)
j−3)(j ≥ 3). 根据定义4.1, 当矩阵阶数N是偶数, Toeplitz线性

代数方程组(26)和(27)对应的Strang循环预处理矩阵M形式为

M =




p
(α)
1 p

(α)
0 0 · · · 0 p

(α)
N/2 · · · p

(α)
2

p
(α)
2 p

(α)
1

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . p

(α)
N/2

p
(α)
N/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . p

(α)
0

p
(α)
0 0 · · · 0 p

(α)
N/2 · · · p

(α)
2 p

(α)
1




. (32)

经预处理的系数矩阵M−1K的特征值分布性质由如下定理给出. 不失一般性, 只考虑当阶
数N是偶数的情况.

定定定理理理4.1 Toeplitz线性代数方程组(26)和(27)的系数矩阵K对应的Strang循环矩阵M满足

||M−1||∞ ≤ 1
`
, (33)

其中`= 23−α−32−α

Γ(3−α) − 1.
证证证 对于任一向量z = [z1, z2, · · · , zN ]T ∈ RN , 定义

t = [t1, t2, · · · tN ]T
∆=M−1z. (34)

设|tk| = ||t||∞, 则|ti| ≤ |tk|, i = 1, 2, · · · , N . 记[Mt]k为矩阵M的第k行和向量t的乘积, 则根
据(32)和(34)可得
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|zk| = |[Mt]k| =
∣∣∣p(α)

0 |tk|+ |p(α)
2 ||tk|+ [Mt]k − p

(α)
0 |tk| − |p(α)

2 ||tk|
∣∣∣ >

∣∣∣p(α)
0 |tk|+ |p(α)

2 ||tk|
∣∣∣−

∣∣∣[Mt]k − p
(α)
0 |tk| − |p(α)

2 ||tk|
∣∣∣ >

∣∣∣p(α)
0 |tk|+ |p(α)

2 ||tk|
∣∣∣−

∣∣∣[Mt]k − p
(α)
0 |tk|

∣∣∣ >

p
(α)
0 |tk|+ |p(α)

2 ||tk|+
N/2∑

j=1

p
(α)
j |tk| > |p(α)

2 ||tk|+
N/2∑

j=0

p
(α)
j |tk| >

|p(α)
2 ||tk| > s · (23−α − 32−α − 1

s
)|tk| > (

23−α − 32−α

Γ(3− α)
− 1)|tk| = `|tk|,

其中s = h−α

Γ(3−α)且`= 23−α−32−α

Γ(3−α) − 1. 由|tk|的定义, 得

||t||∞ = |tk| ≤ 1
`
|zk| ≤ 1

`
||z||∞. (35)

结合矩阵算子范数的定义和(35)可得

||M−1||∞ = max
z∈RN ,z 6=0

||M−1z||∞
||z||∞ =

||t||∞
||z||∞ ≤ 1

`
. (36)

定定定理理理4.2 利用二阶Caputo分数阶导数逼近公式离散分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2),
设离散网格长度h ≤ 1

6 . 已知Toeplitz线性代数方程组(26)和(27)系数矩阵K及其对应的Strang循
环预处理矩阵M , 记

`=
23−α−32−α

Γ(3− α)
− 1, η =

4(2− α)
Γ(3− α)

.

设存在正实数ε满足2α−1η ≤ ε < η
h1+α , 以及

a0 =
⌈

1

h
α+1
α−1

(
η

ε
)

1
α−1

⌉
+ 1, (37)

做矩阵分裂M−1K = IN + H + J , 其中rank(J) ≤ 2a0, ||H||∞ < ε
` , 从而矩阵M−1K的特征值

大部分集中在1附近.
证证证 根据(25)和(32)可得

M−1K − IN = M−1(K −M), (38)
对矩阵K −M做如下分块

K −M =




0
Q1

Q2

R1

0
0

R2

0
0


 ∈ RN×N , (39)

其中

Q1 =




p
(α)
N/2+1 0 · · · · · · · · · 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
p
(α)
N−a0

· · · p
(α)
N/2+1 0 · · · 0


 ∈ R( N

2 −a0)×N
2 ,

Q2 =




p
(α)
N−a0+1 · · · p

(α)
N/2+1 0 · · · 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
p
(α)
N − p

(α)
0 · · · · · · · · · · · · p

(α)
N/2+1


 ∈ Ra0×N

2 ,
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和

R1 =




0
...
...

−p
(α)
N/2

. . .

. . .

· · ·
. . .
. . .

−p
(α)
a0+2

...
−p

(α)
N/2

...
. . . . . . 0

...
. . . . . .

...

0
. . . . . . 0




∈ R
N
2 ×( N

2 −a0),

R2 =




−p
(α)
a0+1 · · · −p

(α)
2

...
−p

(α)
N/2

0
...

. . .

. . .

. . .

. . .

...

...

...
−p

(α)
N/2

0 · · · 0




∈ R
N
2 ×a0 ,

其中1 ≤ a0 ≤ N
2 . 记

R̂ =




0 R1 0
Q1 0 0
0 0 0


 ∈ RN×N , Q̂ =




0 0 R2

0 0 0
Q2 0 0


 ∈ RN×N ,

则K −M可改写为

K −M = R̂ + Q̂,

即

M−1K − IN = M−1(K −M) = M−1(R̂ + Q̂) = H + J,

其中H = M−1R̂, J = M−1Q̂. 由rank(Q̂) = 2a0, 可得rank(J) ≤ rank(Q̂) = 2a0, 从而

||R̂||∞ ≤ ||Q1||∞ + ||R1||∞ =
N−a0∑

i=N/2+1

|p(α)
i |+

N/2∑
i=a0+2

|p(α)
i | =

N−a0∑
i=a0+2

|p(α)
i | ≤

N−a0∑
i=a0+2

s · (|b(α)
i |+ |b(α)

i−1|+ |b(α)
i−2|+ |b(α)

i−3|) ≤ 4s ·
N−a0∑

i=a0+2

b
(α)
i−3 ≤ 4s ·

N∑
i=a0

b
(α)
i−1 ≤

4s · (N − a0 + 1)b(α)
a0−1 < 4s · (N − a0 + 1)(2− α)(a0 − 1)1−α ≤

4s · 1
h (2− α)(a0 − 1)1−α = η

h1+α(a0−1)α−1 < ε,

其中η = 4(2−α)
Γ(3−α) . 结合定理4.1可得

||H||∞ ≤ ||M−1||∞ · ||R̂||∞ < ||M−1||∞ · η

h1+α(a0 − 1)α−1
≤ 1

`
· η

h1+α(a0 − 1)α−1
<

ε

`
. (40)

综上所述, 经Strang循环预处理后的矩阵M−1K可以表示为单位矩阵IN , 低秩矩阵J和小范

数矩阵H和的形式, 即M−1K = IN + H + J , 其中J = M−1Q̂, ||H||∞ < ε
` . 注意到矩阵Q̂的结

构, 则

IN + J =



× 0 ×
× IN−2a0 ×
× 0 ×


 ,
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由(37)可知, a0是一个小量, 从而根据Gerschgorin圆盘定理可知, 矩阵M−1K的特征值大多数集

中在1附近.

§5 预处理广义极小残量法
考虑到Toeplitz线性代数方程组(26)和(27)的系数矩阵是下Hessenberg形式的Toeplitz矩阵,

将预处理技术与GMRES算法结合, 提出求解非对称Toeplitz线性代数方程组的预处理广义极小
残量法(PGMRES). 本节以求解Toeplitz线性代数方程组(27)为例, 阐述PGMRES方法求解非对
称Toeplitz线性代数方程组的过程.

PGMRES方法的基本思想就是利用Arnoldi过程生成一个m ×m的Hessenberg矩阵以及相
应的基Vm, 并通过极小化残量范数

||rm|| = min{||M−1(w −Kx)||2 : x ∈ x0 + κm(M−1K, r0)} (40)
求近似解xm,其中x0为初始向量, r0 = M−1(w−Kx0), rm = M−1(w−Kxm), κm(M−1K, r0) =
{r0, (M−1K)r0, · · · , (M−1K)m−1r0}. 计算一个长度为m的Arnoldi分解

M−1KVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m = Vm+1H̃m+1,m,

其中Vm+1 = [Vm, vm+1] ∈ RN×(m+1)是酉矩阵, 矩阵

H̃m+1,m =

[
Hm

hm+1,meT
m

]
∈ R(m+1)×m

为上Hessenberg矩阵, 其中

Hm =




h11 h12 · · · · · · h1m

h21 h22
. . . . . . h2m

h32
. . . . . . h3m

. . . . . .
...

hm,m−1 hmm




.

由于Vm+1是酉矩阵, 则对任意向量x = x0 + Vmz ∈ x0 + κm(M−1K, r0), 有
||M−1(w −Kx)||2 = ||M−1(w −Kx0)−M−1KVmz||2 =

||r0 −M−1KVmz||2 = ||βVm+1e
(m+1)
1 − Vm+1H̃m+1,mz||2 =

||Vm+1(βe
(m+1)
1 − H̃m+1,mz)||2 = ||βe

(m+1)
1 − H̃m+1,mz||2,

其中β = ||r0||2且m+1维向量e
(m+1)
1 = (1, 0, · · · , 0)T. 因此, 极小化问题(40)等价于求zm ∈ Rm,

满足

||βe
(m+1)
1 − H̃m+1,mzm||2 = min{||βe

(m+1)
1 − H̃m+1,mz||2 : z ∈ Rm}. (41)

若求得zm, 则所需的xm即为xm = x0 + Vmzm. PGMRES方法求解方程(27)的具体实施步骤概
述如下.

算算算法法法5.1 求解Toeplitz线性代数方程组(27)的PGMRES算法
1: 输入: Toeplitz系数矩阵K ∈ RN×N , 向量w ∈ RN , 正整数m, 允许误差ε, 最大迭代步

数Maxiter, 初始向量x0 = 0;
2: 输出: xm;
3: 根据(30)或(31)计算Strang循环预处理子M ∈ RN×N ;
4: 计算残量r0 = M−1(w −Kx0); 令β = ‖r0‖2以及初始正交化向量v1 = r0/β;
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5: 循环j = 1到m执行:
6: 利用FFT计算M−1, 计算p = M−1Kvj ;
7: 计算hij = (p, vi), i = 1, 2, · · · , j;

8: 计算sj+1 = p−
j∑

i=1

hijvi;

9: 计算hj+1,j = ||sj+1||2, 若hj+1,j = 0则停止;
10: 计算vj+1 = sj+1/hj+1,j ;
11: 结束循环;
12: 定义Vm = [v1, v2, · · · , vm], H̃m+1,m = {hij}1≤i≤j+1;1≤j≤m;
13: 计算zm = arg minz||βe

(m+1)
1 − H̃m+1,mz||2, xm = x0 + Vmzm及rm = M−1(w−Kxm);

14: 如果‖rm‖2/‖r0‖2 6 ε或达到最大迭代步数, 计算Toeplitz线性代数方程组(27)的解
xm ∈ RN , 停止; 否则置x0 := xm, 转4.

§6 数值算法与算例
本节考虑利用Jacobi-Davidson方法求解分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2), §5讨论了

该方法计算过程中, 如何有效地求解校正方程(24), 下面给出Jacobi-Davidson算法求解分数
阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的具体实施步骤.

算算算法法法6.1 求解分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的Jacobi-Davidson算法
1: 输入: 系数矩阵B ∈ RN×N和C ∈ RN×N , 最大迭代次数n, 允许误差ε;
2: 输出: 分数阶特征值θ;
3: 选取正交规范向量v1 ∈ RN且‖v1‖2 = 1; 令V1 = [v1], y = v1;
4: 循环m = 1到n− 1执行:
5: 计算θ=wHBy

wHCy
, r = By − θCy;

6: 利用算法5.1求解校正方程(24), 得到校正向量t ;
7: 根据校正向量t, 利用MGS正交化过程

ṽm+1 = t−
m∑

i=1

(tHvi)vi, vm+1 = ṽm+1/||ṽm+1||2

将搜索子空间Vm扩充至Vm+1;
8: 计算WH

m+1BVm+1s = θWH
m+1CVm+1的特征对(θ, s)(‖s‖2 = 1);

9: 计算Ritz向量y = Vm+1s;
10: 计算相应Ritz对的残量r = By − θCy并检验收敛性; 如果‖r‖2 < ε, 则算法停止, 否

则置m = m + 1;
11: 结束循环;
12: 重新开始: 记V1 = [y], 返回步4.
本文所有数值实验均在i5-8250U处理器(单核主频1.80GHz, 10内核), 8GB内存的微机上通

过调用MATLAB(版本号R2018B)编程求解. 计算结果表明本文算法的有效性.
例例例6.1 考虑分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2). 利用Jacobi-Davidson方法求解问题(2),

校正方程的求解是此方法计算过程中的一个关键环节, 为了加快算法的收敛速度, 考虑利用算
法5.1计算该校正方程的近似解.
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在算法5.1中, 取参数ε = 1E− 4, Maxiter = 1000, 重开始数m = 30, 其中‖rm‖2/‖r0‖2 6 ε或

达到最大迭代步数Maxiter为算法5.1的停机准则. 总迭代步数记为“IT”, 其计算公式为

总迭代步数=(外迭代步数−1)×重开始数+内迭代步数,

运行时间记为“CPU”, 单位为秒. 比较以Strang循环矩阵M作为预处理矩阵的PGMRES(M)算
法, 以T.Chan循环矩阵C为预处理矩阵的PGMRES(C)算法和GMRES算法的IT和CPU, 验证使
用Strang循环矩阵M作为预处理子的PGMRES方法(PGMRES(M))的可行性和有效性.

图1 α = 1.9, N = 1000矩阵K, C−1K以及M−1K的特征值分布

图2 α = 1.9, N = 2000矩阵K, C−1K以及M−1K的特征值分布

图1和图2分别是N = 1000和N = 2000且α = 1.9时, 矩阵K以及经预处理的系数矩

阵C−1K和M−1K的特征值分布图, 其中(a)表示矩阵K的特征值分布, (b)表示矩阵C−1K的
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特征值分布, (c)表示矩阵M−1K的特征值分布. 从图1和图2中可以看出, (b)和(c)的特征值分布
较(a)更为集中, 并且(c)特征值的聚集程度较(b)更高. 此外, 由于经Strang循环矩阵M预处理后

的特征值聚集程度更高, 系数矩阵条件数更小, 求解器需要的迭代次数更少, 整个求解过程更加
高效, 因而在表1和表2中, PGMRES(M)所需要的总迭代次数和运行时间比PGMRES(C)少.

表1和表2分别列出α = 1.9和α = 1.999, 取不同的矩阵阶数N时, PGMRES(M), PGM-
RES(C)和GMRES算法求解Toeplitz线性代数方程组所需的IT和CPU. 在表中, “-”表示相应
的迭代步数超过最大迭代步数后发生上溢, 无法满足关闭标准而导致不能正常停止.

表1 α = 1.9时算法5.1收敛所需总迭代步数和运行时间

N
GMRES PGMRES(C) PGMRES(M)

IT CPU IT CPU IT CPU

1000 - - 32 0.5804 3 0.1306

2000 - - 37 3.1101 3 0.4156

3000 - - 44 6.5581 3 0.9211

4000 - - 45 11.2683 3 1.6198

5000 - - 63 35.4178 3 3.8746

表2 α = 1.999时算法5.1 收敛所需总迭代步数和运行时间

N
GMRES PGMRES(C) PGMRES(M)

IT CPU IT CPU IT CPU

1000 - - 37 0.7369 3 0.1103

2000 - - 41 3.3468 3 0.4323

3000 - - 41 6.6061 3 1.0565

4000 - - 51 14.2158 3 1.6106

5000 - - 56 32.3951 3 3.6955

数值结果表明, GMRES算法无法在最大迭代次数内找到满足精度要求的解, PGM-
RES(M)和PGMRES(C)均得到了满足精度要求的解, 并且PGMRES(M)比PGMRES(C)需要
更少的总迭代步数和运行时间. 此外, 当矩阵阶数N越大时, PGMRES(M)比PGMRES(C)加速
收敛效果更为明显.

取不同的矩阵阶数N , 应用算法6.1计算分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的特征值, 将
部分结果列于表3中, 并与Reutskiy[10]使用MEE和BSM(M-B)相结合的方法获得的数值结果进
行比较, 其中“*”表示该方法未给出此特征值.

表3 α = 1.75时, 分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2) 的部分特征值

λ N = 1000 N = 2000 N = 3000 N = 4000 N = 5000 M-B

λ1 1.0206 1.0171 1.0153 1.0140 1.0131 0.9968

λ2 13.7742 13.7656 13.7603 13.7565 13.7537 13.6966

λ3 35.5562 35.5508 35.5459 35.5420 35.5389 35.4622

λ4 66.7822 66.7964 66.7972 66.7956 66.7935 *

λ5 103.8315 103.8585 103.8647 103.8661 103.8659 *

λ6 150.5265 150.6362 150.6709 150.6863 150.6942 *
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表4 α = 1.9时, 分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的部分特征值

λ N = 1000 N = 2000 N = 3000 N = 4000 N = 5000 M-B

λ1 0.8352 0.8347 0.8344 0.8341 0.8340 0.8247

λ2 16.5852 16.5825 16.5811 16.5802 16.5795 16.5498

λ3 47.3929 47.3855 47.3824 47.3806 47.3793 47.3342

λ4 92.4015 92.3860 92.3804 92.3772 92.3751 *

λ5 150.7146 150.6848 150.6748 150.6695 150.6662 *

λ6 222.2915 222.2421 222.2263 222.2183 222.2134 *

表3和表4表明, 矩阵阶数N越大, 由算法6.1获得的特征值越接近由M-B方法获得的特征值,
并且算法6.1可以求得分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的其余特征值, 而M-B方法只求得部
分特征值.

表5 α = 1.999时, 分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2) 的部分特征值

λ N = 1000 N = 2000 N = 3000 N = 4000 N = 5000

λ1 0.7807 0.7807 0.7807 0.7807 0.7807

λ2 19.3287 19.3287 19.3287 19.3287 19.3287

λ3 58.2112 58.2112 58.2112 58.2112 58.2111

λ4 116.9353 116.9356 116.9356 116.9355 116.9355

λ5 195.4036 195.4049 195.4050 195.4049 195.4049

λ6 293.5784 293.5818 293.5821 293.5820 293.5820

表6 α = 2时, 分数阶Sturm-Liouville特征值问题(2)的部分特征值

λ N = 1000 N = 2000 N = 3000 N = 4000 N = 5000 M-B

λ1 0.7805 0.7805 0.7805 0.7805 0.7805 0.7805

λ2 19.3607 19.3607 19.3607 19.3607 19.3607 19.3607

λ3 58.3360 58.3363 58.3363 58.3363 58.3363 58.3363

λ4 117.2214 117.2223 117.2225 117.2225 117.2226 *

λ5 195.9279 195.9304 195.9309 195.9310 195.9311 *

λ6 294.4212 294.4268 294.4278 294.4282 294.4283 *

将α = 1.999和α = 2的部分特征值分别列于表5和表6. 由表5和表6可知, 取不同的矩阵阶
数N时, α = 1.999的特征值几乎相同, 表明该算法的收敛性. 同时, α = 1.999与α = 2的特征值
几乎一致, 验证了所提出算法的有效性.

§7 总结与展望
本文利用二阶Caputo分数阶导数的逼近公式将分数阶Sturm-Liouville特征值问题转化为

广义特征值问题. 利用Jacobi-Davidson方法求解该广义特征值问题时, 校正方程的求解是此
方法计算过程中的一个重要环节. 为了加快算法的收敛速度, 考虑近似求解校正方程, 即求
解Toeplitz线性代数方程组. 鉴于系数矩阵的特殊结构, 为其构造Strang循环预处理子, 并分析
经预处理的系数矩阵的特征值分布性质. 数值结果表明该方法的高效性和精确性. 在实际应用
中, 分数阶导数还有许多定义, 同时, 分数阶导数的阶数可以是高阶甚至还可以是随时间或空间
变化的函数. 因此可以进一步研究高阶的分数阶Sturm-Liouville特征值问题. 对于变阶的分数阶
特征值问题, 如何数值离散并且高效求解也是值得开展的课题.
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Abstract: In this paper, a class of fractional Sturm-Liouville eigenvalue problems with mixed

boundary conditions is studied. Using the second order Caputo fractional derivative approximation for-

mula, the problem is discretized to a generalized eigenvalue problem, and the solution of the correction

equation is the key in the process of solving the generalized eigenvalue problem by the Jacobi-Davidson

method. To accelerate the convergence rate of this method, the corrected equation is considered to

be solved approximately, that is, solving Toeplitz systems. This paper constructs the Strang circu-

lant preconditioner, proposes the preconditioned generalized minimal residuals (PGMRES) method for

solving the correction equation and proves that most of the eigenvalues of the preconditioned system

are clustered around 1. Numerical examples show that the proposed method is effective.

Keywords: Caputo fractional derivative; fractional Sturm-Liouville problem; Jacobi-Davidson
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