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摘 要: 该文研究具有季节周期性影响的营养盐-浮游植物生态系统的最终有界性、
强持续生存性和稳定性. 首先, 考虑季节性影响的连续化, 证明了非自治系统解的正性
和最终有界性. 其次, 给出非自治系统解的一致强持续生存性和全局稳定性的充分条
件. 最后, 对该系统参数选取合适的数值, 仿真一致强持续生存性和全局稳定性, 并分
析了季节性强度控制常数和浮游植物释放毒素毒性振幅控制常数对营养盐-浮游植物
系统的影响.
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§1 引 言

在水生环境的食物链中, 浮游植物作为生产者, 并将水体中的营养转化为生物化学能的形
式固定下来, 固定的能量约占第一营养级总和的40% [1], 其中约有7%会导致水体富营养化[2]. 近
年来, 由于工业化、城市化, 导致有利于浮游植物生长的营养物排放增加, 特别是长江中下游地
区的绝大部分湖泊已经处于富营养化或者正在富营养化中[3-4]. 因此, 水体富营养化会影响鱼类
的生长、产生毒素污染、影响居民供水和旅游业发展等[5-7].

对于水体富营养化现象, 许多学者通过建立数学模型进行研究, 从模型构建方法上, 可以分
为三种机制: 自底向上型[8-13]、自顶向下型[14-16]和两者兼顾型[17-19]. 比如, Huppert等人[8]通过
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自底向上方法, 构建了一个营养盐-浮游植物模型



dN

dt
= a− bNP − eN,

dP

dt
= cNP − dP,

其中N , P分别表示水下生态系统中的营养盐浓度和浮游植物种群密度. 通过分析发现, 营养物
质浓度超过一定水平就会产生水华现象. 2005年, Huppert等人[10]在文献[8]的基础之上考虑了季
节性影响, 引入了季节性周期函数β(t), 具体形式为




dN

dt
= a− bβ(t)NP − eN,

dP

dt
= cβ(t)NP − dP,

其中

β(t) =





β+ = 1 + δ1, 活跃季节(High Season)

β− = 1− δ1. 不活跃季节(Low Season)
(1)

他们发现含有季节因素的模型具有跳跃现象, 同时水体的富营养化会被抑制. Chakraborty等
人[11]也通过自底向上的方法构建模型, 并在文献[10]的基础上考虑了浮游植物的毒素影响, 选取
了毒性周期函数θ(t), 具体形式为




dN

dt
= a− bNP − eN,

dP

dt
= cNP − dP − θ(t)P 2

µ2 + P 2
.

这里

θ(t) = λ(1− δ sin(ωt)).
并且为了模拟富营养化的跳跃现象, 保留了不连续的β(t)函数, 同时发现在浮游植物动力学中,
毒素影响是不能被忽略的. 由于β(t)函数的不连续性, Chakraborty等人[11]并未分析含有该项模

型的稳定性. 因此, 大多数的研究者考虑季节性影响时都考虑它的不连续性, 很少在研究中把这
种影响连续化. 于是, 以下面Chakraborty等人[11]研究的模型




dN

dt
= a− bNP

N + γ
− eN,

dP

dt
=

cNP

N + γ
− dP − θP 2

µ2 + P 2

为基础, 考虑季节因素的影响, 并且浮游植物生长过程中不需要吸收太多的营养盐, 同时考
虑Holling II型功能反应函数, 提出营养盐-浮游植物动力学模型




dN

dt
= a− bβ(t)NP

N + γ
− eN,

dP

dt
=

cβ(t)NP

N + γ
− dP − θ(t)P 2

µ2 + P 2
.

(2)

其中N , P分别表示水下生态系统中的营养盐浓度和浮游植物种群密度. 系统(2)满足初始条件
N(t0) = N0 > 0, P (t0) = P0 > 0. (3)

函数β(t)和θ(t)是时间周期函数, 时间t以年为单位, 于是ω = 2π. 其余参数均为正常数, 具体的
生物学意义见表1.

本文旨在保留跳跃现象前提下, 解决β(t)函数的不连续性问题, 在数值上等效的情况下,



李成宇等: 具有季节性影响的营养盐-浮游植物模型的稳定性分析 307

表 1 模型(2)参数的生物意义

符号 含义

a 持续的外界营养流入量

b 最大营养吸收率

c 最大营养转化率

d 平均死亡率

e 平均营养流失率

γ 半饱和常数

µ 半饱和常数

δ1 季节性强度控制常数

δ2 毒性振幅控制常数

λ 毒性均值控制常数

ω 季节频率

τ 季节周期

β(t) 季节性周期函数

θ(t) 毒性周期函数

对β(t)函数进行Fourier展开, 使得β(t)函数连续化, 并在Chakraborty等人[11]的基础上对系统进

行研究和分析. 于是, 在(1)的基础上, 对季节性周期函数β(t)Fourier连续化形如

β(t) = 1 +
4δ1

π

∞∑
n=1

sin [(2n− 1)ωt]
2n− 1

. (4)

其中0 < δ1 < 1. 对于毒性周期函数θ(t), 直接选取Chakraborty等人[11]提供的形式, 具体为
θ(t) = λ(1− δ2 sin(ωt)), (5)

其中0 < δ2 < 1.
为了之后证明的方便, 引入以下记号.
对于[0,+∞)上的有界连续函数f(x),

fs = sup
[0,+∞)

f(x) = max
[0,+∞)

f(x), f i = inf
[0,+∞)

f(x) = min
[0,+∞)

f(x).

对于具有n个种群的动力系统
dx(t)

dt
= f(t,x(t)), (6)

其中x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)) ≥ 0, 每个xi(t)表示第i个种群在时刻t的种群数量(种群密
度), f(t,x(t)) = (f1[t, x1(t)], f2[t, x2(t)], · · · , fn[t, xn(t)])是n维连续向量函数.

定定定义义义1 若存在常数m > 0, 使得对系统(6)每一个解x(t)都有
lim

t→+∞
inf xi(t) > m, i = 1, 2, 3, · · · , n,

则称种群xi是一致强持续生存的.

§2 系统解的性质

定定定理理理2.1 在初始条件(3)下, 则∀t ≥ t0, 系统(2)的解N(t) > 0, P (t) > 0, 并且最终有界.
证 对于N(t)来说, 当N(t0) > 0时, 由方程(2)得

N(t) =
{

exp
∫ t

t0

(
bβ(t)P (t)
N(t) + γ

+e

)
dt

}
·
{

N(t0)+a

∫ t

t0

exp
[
−

∫ t

ξ

(bβ(t)
P (t)

N(t) + γ
+e

]
dt

}
dξ > 0.

由上式可知, 对于∀t ≥ t0, 有N(t) > 0.
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对于P (t)来说, 利用反证法, 证明P (t)的正性. 假设存在某一时刻T0, 使得P (T0) = 0.
当t0 ≤ t ≤ T0时, 由方程(2)有

P
′
(t)

P (t)
= cβ(t)

N(t)
N(t) + γ

− d− θ(t)
P (t)

µ2 + P (t)2
.

由cβ(t) N(t)
N(t)+γ > 0和θ(t) = λ(1− δ2 sin(ωt)) ≤ λ(1 + δ2)得

P
′
(t)

P (t)
≥ −d− λ(1 + δ2)

P (t)
µ2 + P (t)2

,

在t0 < t < T0上积分得

P (T0) ≥ P (t0)e
− ∫ T0

t0
[d+λ(1+δ2)

P (ξ)
µ2+P (ξ)2

]dξ
> 0. (7)

由式(7)得P (T0) > 0, 与假设P (T0) = 0矛盾, 所以假设不成立. 即对于∀t ≥ t0, 有P (t) > 0.

构造函数W (t) = N(t) +
b

c
P (t), 若W (t)有上界, 且满足解的正性, N(t), P (t)有上界. 由系

统(2)可知

W
′
(t) = N

′
(t) +

b

c
P
′
(t) = a− eN(t)− db

c
P (t)− F (t),

其中

F (t) =
b

c
λ(1− δ2 sin(ωt))

P (t)2

µ2 + P (t)2
.

令η = min{e, d}, 整理得
W

′
(t) = N

′
(t) +

b

c
P
′
(t) ≤ a− ηW (t)− F (t).

在初始条件(3)下, W (t0) = N(t0) +
b

c
P (t0) > 0, 利用比较原理可得

W (t) ≤ W (t0)e
− ∫ t

t0
ηdt +

∫ t

t0

[a− F (t)]e−
∫ t

ξ
ηdυdξ ≤ MaF

η
− (

MaF

η
−W (t0))e

− ∫ t
t0

ηdt
. (8)

这里MaF为函数a− F (t), t ≥ t0的上界. 因此P (t), N(t)是最终有界的.

§3 系统持久性和稳定性

定定定理理理3.1 若系统(2)满足

cβi N i

N i + γ
> d, a > bβsP s, (9)

则系统(2)的解N , P是一致强持续的.

证 对于系统(2)来说, 根据解的正性, 有
dN

dt
≤ a− eN,

可知当0 < N(t0) ≤ a

e
= Ns时, 有N(t) ≤ a

e
, 对一切t ≥ t0.

设W = N +
b

c
P , 于是

Ẇ = a− eN − bd

c
P − b

c
· θP 2

µ2 + P 2
. (10)

令k = min(e, d), 由于解的正性, 于是对于(10)有
Ẇ + kW ≤ a,
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得到W ≤ a

k
, 对一切t ≥ t0. 于是

b

c
P ≤ a

k
, 即∀t ≥ t0, P ≤ ac

kb
= P̃ . 另外

dP

dt
≤

[
cβs Ns

Ns + γ
− d

]
P − θi P 2

µ2 + P 2
≤

[
cβs Ns

Ns + r
− d

]
P − θi P 2

µ2 + P̃ 2
=

P

[
cβs Ns

Ns + γ
− d− θi

µ2 + P̃ 2
P

]
.

当cβs Ns

Ns + γ
− d ≥ 0, 即

(
cβs Ns

Ns + γ
− d

)
(µ2 + P̃ 2)

θi
> 0, 则当

0 < P (t0) <

(cβs Ns

Ns + γ
− d)(µ2 + P̃ 2)

θi
= P s

时可知, ∀t ≥ t0, P (t) ≤ P s. 再由
dN

dt
≥ a − bβsP s − eN , 记ã = a − bβsP s, 知N(t) ≥

N(t0)e−et +
ã

e
>

ã

e
= N i. 并且

dP

dt
≥

[
cβi N i

N i + γ
− d

]
P − θs P 2

µ2 + P 2
≥

[
cβi N i

N i + r
− d

]
P − θs P 2

µ2
=

P

[
cβi N i

N i + γ
− d− θs

µ2
P

]
.

于是当P (t0) ≥ θs

µ2
· (cβi N i

N i + γ
− d) = P i时, 则∀t ≥ t0, P (t) ≥ P i. 综上所述, 有N i ≤ N ≤

Ns和P i ≤ P ≤ P s, 由定义1可知, 系统(2)是一致强持续生存的.

容易得出系统(2)存在半平凡平衡点E0(
a

e
, 0), 为了寻找正平衡解E∗(t) = (N∗(t), P∗(t)), 可

以得出以下结论.

引引引理理理3.1 当系统(2)满足条件
ad + edγ

ac
< βi, (11)

则系统(2)存在正平衡解E∗(t).

证 寻找正平衡解E∗(t) = (N∗(t), P∗(t)), 需求解方程



F1 = a− bβ(t)
N∗P∗

N∗ + γ
− eN∗ = 0,

F2 = cβ(t)
N∗P∗

N∗ + γ
− dP∗ − θ(t)

P 2
∗

µ2 + P 2∗
= 0.

解方程F1 = 0,可得P∗ =
(a− eN∗)(N∗ + γ)

bβ(t)N∗
,为了使得P∗ > 0,需要N∗ <

a

e
. 代入方程F2 = 0得

S(N∗) =
c

b
− d(N∗ + γ)

bβ(t)N∗
− θ(t)(a− eN∗)(N∗ + γ)2

b2β2(t)N2∗µ2 + (a− eN∗)2(N∗ + γ)2
= 0.

limN∗→0+ S(N∗) = −∞, 若S
(a

e

)
> 0, 即

ad + edγ

ac
< βi, 则根据零点定理可知, 方程S(N∗) =

0在区间(0,
a

e
)内至少存在一个正根.

定定定理理理3.2 在条件(11)下, 系统(2)满足
a

Ns2 >
βs(bP s − cγ)

(N i + γ)2
, µ2 > P s2. (12)

则系统(2)正平衡解E∗(t)是全局稳定的.

证 下面用Lyapunov第二方法, 证明系统(2)关于正平衡解E∗(t)是全局稳定的.
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令N(t) = lnN(t), P (t) = lnP (t), N∗(t) = lnN∗(t), P ∗(t) = lnP∗(t), 由系统(2)有
d
dt

(N −N∗) =
a

N
− a

N∗
− bβ(t)

(
P

N + γ
− P∗

N∗ + γ

)
=

− a

NN∗
(N −N∗)− bβ(t)

(N + γ)(N∗ + γ)
[PN∗ − P∗N + γ(P − P∗)] =

− a

NN∗
(N −N∗)− bβ(t)

(N + γ)(N∗ + γ)
[−P (N −N∗) + (N + γ)(P − P∗)] =

[
bβ(t)P

(N + γ)(N∗ + γ)
− a

NN∗

]
(N −N∗)− bβ(t)

N∗ + γ
(P − P∗),

d
dt

(P − P ∗) = cβ(t)
[

N

N + γ
− N∗

N∗ + γ

]
− θ(t)

(
P

µ2 + P 2
− P∗

µ2 + P 2∗

)
=

cβ(t)
(N + γ)(N∗ + γ)

γ(N −N∗)− θ(t)(µ2P − µ2P∗ − PP∗(P − P∗))
(µ2 + P 2)(µ2 + P 2∗ )

=

cβ(t)γ
(N + γ)(N∗ + γ)

(N −N∗)− θ(t)(µ2 − PP∗)
(µ2 + P 2)(µ2 + P 2∗ )

(P − P∗).

考虑Lyapunov函数V (t) = |N(t) − N∗(t)| + |P (t) − P ∗(t)|, t ≥ 0. 沿着系统(2)的轨线计
算V (t)的右导数有

D+V (t) ≤ D+|N(t)−N∗(t)|+ D+|P (t)− P ∗(t)| =
N(t)−N∗(t)
|N(t)−N∗(t)|

d
dt

(N −N∗) +
P (t)− P ∗(t)
|P (t)− P ∗(t)|

d
dt

(P − P ∗) ≤

−
[

a

NN∗
− bβ(t)P

(N + γ)(N∗ + γ)
− cβ(t)γ

(N + γ)(N∗ + γ)

]
|N(t)−N∗(t)|−

[
bβ(t)

N∗ + γ
+

θ(t)(µ2 − PP∗)
(µ2 + P 2)(µ2 + P 2∗ )

]
|P (t)− P∗(t)| ≤

−
[

a

Ns2 −
βs(bP s − cγ)

(N i + γ)2

]
|N(t)−N∗(t)|−

[
bβi

Ns + γ
+

θi(µ2 − P s2)
(µ2 + P s2)2

]
|P (t)− P∗(t)| ≤

− α{|N(t)−N∗(t)|+ |P (t)− P∗(t)|},

(13)

其中

α = min
{

a

Ns2 −
βs(bP s − cγ)

(N i + γ)2
,

bβi

Ns + γ
+

θi(µ2 − P s2)
(µ2 + P s2)2

}
> 0.

要保证α > 0, 需满足
a

Ns2 >
βs(bP s − cγ)

(N i + γ)2
, µ2 > P s2.

由(13)式得V (t) + α

∫ t

0

(|N(s)−N∗(s)|+ |P (s)− P∗(s)|)ds ≤ V (0) < +∞, 因此

lim
t→+∞

sup
∫ t

0

(|N(s)−N∗(s)|+ |P (s)− P∗(s)|)ds ≤ V (0)
α

< +∞,

故有

lim
t→+∞

|N(t)−N∗(t)| = 0, lim
t→+∞

|P (t)− P∗(t)| = 0,

则系统(2)是全局稳定的.
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§4 数值模拟
选取参数值如表2并且ω = 2π, τ = 1, 并计算条件(9), (11)和(12)的参数值进行数值模拟.

表 1 数据模拟的参数取值

符号 含义 数值 参考文献

a 持续的外界营养流入量 0.075g/m3 [8]

b 最大营养吸收率 1.0m3/(g ∗年) [8]

c 最大营养转化率 1.0m3/(g ∗年) [8]

d 平均死亡率 0.1/年 [8]

e 平均营养流失率 0.3/年 [8]

γ 半饱和常数 0.035g/m3 [15]

µ 半饱和常数 0.035g/m3 [15]

δ1 季节性强度控制常数 0.1 [10]

δ2 毒性振幅控制常数 0.1 [11]

λ 毒性均值控制常数 0.2/年 [11]

首先, 计算定理3.1中定义的营养盐浓度和浮游植物种群密度的上界和下界.

Ns = 0.2500, P s = 0.0061, N i = 0.2278, P i = 0.0038.

其次, 验证条件(9).

cβi N i

N i + γ
= 0.7801 > 0.1 = d, a = 0.075 > 0.0067 = bβsP s,

cβs Ns

Ns + γ
= 0.9649 < 2.6714 = d +

θi

2µ
.

接着, 验证条件(11).
ad + edγ

ac
= 0.1140 < 0.9000 = βi.

最后验证条件(12).
a

Ns2 = 1.2000 > −0.4610 =
βs(bP s − cγ)

(N i + γ)2
,

µ2 = 0.0012 > 0.000036758 = P s2.

故所取参数满足条件(9), (11), (12).
首先观察在不同初值下的最终有界性和一致强持续生存性, 初值为N(0) = 0.236和P (0) =

0.0048, β(t)选取为函数(4), 系统(2)具体数值模拟如图1. 可以看出, 数值模拟的结果满足最终有
界性和一致强持续生存性.

另外, 对于函数

β(t) =





β+ = 1 + δ1, 活跃季节(High Season)

β− = 1− δ1 不活跃季节(Low Season)
不连续的情况也进行了数值模拟, 初值为N(0) = 0.236和P (0) = 0.0048, 如图2. 可以看出,
图2中β(t)选取不连续函数, 与图1中选取β(t)连续性相比较, 数值模拟的结果也与几乎完全相同.

下面观察季节性影响, 函数β(t)在不同的δ1情况下的表现, 如图3. 可以看出随着δ1不断增

大, 季节性影响也不断增大. 且围绕着无季节影响曲线(δ1 = 0)上下波动.
最后观察毒性影响函数θ(t)在不同的δ2情况下的表现, 如图4. 可以看出随着δ2不断增大, 毒

性影响也不断增大, 且围绕着无毒性影响曲线(δ2 = 0)上下波动.
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图 1 系统(2)在初始条件为N(0) = 0.236和P (0) = 0.0048时β(t)函数连续的数值模拟,此时正平衡解是局部渐近稳定

的
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图 2 系统(2)在初始条件为(N(0), P (0)) = (0.236, 0.0048)并且β(t)不连续的周期解数值模拟
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图 3 系统(2)随着控制参数δ1变化的数值模拟
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图 4 系统(2)随着控制参数δ2变化的数值模拟
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Stability analysis of a nutrient-phytoplankton model with seasonal
effects

LI Cheng-yu1, YANG Hong1,2, YANG Yu-xiang1

(1. School of Sci., Jiangsu Ocean Univ., Lianyungang 222005, China;

2. Marine Resources Development Institute of Jiangsu, Jiangsu Ocean Univ., Lianyungang 222005,

China)

Abstract: This paper studies the ultimate boundedness, strong persistence and stability of the

nutrient-phytoplankton model with seasonal periodicity effects. Firstly, considering the continuity

of seasonal effects, the positivity and ultimate boundedness of the solutions of the non-autonomous

system are proved. Secondly, sufficient conditions for uniform strong persistence and global stability

of the solutions of the non-autonomous system are given. Finally, appropriate values are selected

for the system parameters to simulate the uniform strong persistence and global stability, and the

effects of seasonal intensity control constant and toxicity amplitude control constant on the nutrient-

phytoplankton system are analyzed.
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