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摘 要: 文中研究了一类反应扩散问题, 该问题描述了有界区域上具扩散和时滞环境
容纳量的捕食模型. 首先通过线性化方法和特征值理论讨论系统正平衡点在有(无)时
滞情况下的稳定性. 其次探讨系统在正平衡点处产生Hopf分支的条件. 最后利用数值
模拟探究初值条件, 扩散系数和时滞对空间模式的影响.
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§1 引 言

众所周知, 为克服Malthus模型在文献[1]中种群无限增长的问题, 文献[2]假设了物种的增长
受到环境容纳量K的限制, 并建立了经典的Logistic增长模型.

dN (t)
dt

= rN (t)
(

1− N (t)
K

)
,

其中N(t)为种群在t时刻的密度, r为种群的内禀增长率, K为环境容纳量. 此后, Logistic增长模
型成为刻画种群自然增长的一个重要模型. 考虑到环境容纳量对物种增长的制约具有滞后性,
文献[3]建立了一类具时滞的Logistic增长模型

dN (t)
dt

= rN (t)
(

1− N (t− τ)
K

)
,

其中τ为时滞. 该模型可以更好地预测人口的增长. 在文献[3]的模型的基础上, 改进的Logistic模
型得到了很多研究, 如加速型的Logistic模型[4], 食物限制型的Logistic模型[5], θ型的Logistic模
型[6]等. 这些模型均假设环境容纳量是一个固定的常数. 然而, 在一些特殊情况下, 环境容纳量
会由于种群的活动而发生变化. 譬如, 文献[7-8]假设物种可以通过某些创造性行为增加环境容纳
量, 或者通过某些破坏性行为减少环境容纳量, 即

K(t) = K0 + βN(t),
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其中K0为自然环境容纳量; β为任意实数, 表示种群活动对于环境容纳量的影响程度. 近年来, 对
变化的环境容纳量的研究也受到了重视. 文献[9]将环境容纳量单独看作一个仓室, 研究了环境容
纳量对种群的影响. 文献[10]分析了变化的环境容纳量对一类具有捕获和毒素作用的捕食模型的
正平衡点稳定性的影响. 文献[11]发现Logistic增长变化的环境容纳量是系统产生Hopf分支的重
要条件.

大多数模型假设种群活动会立即影响环境容纳量, 然而现实中种群活动对环境容纳量的影
响具有滞后性. 因此, 文献[7-8]建立了具有时滞环境容纳量的Logistic模型

dN (t)
dt

= rN (t)
(

1− N (t)
K0 + βN (t− τ)

)
. (1)

β和τ的共同作用能导致模型(1)具有复杂的动力学行为, 比如物种灭绝, 生存和无限制增长. 文
献[12]考虑了时滞环境容纳量, 探究了一类Dalgaard-Strulik模型, 发现时滞环境容纳量能够导致
系统产生Hopf分支. 文献[13]首次将时滞环境容纳量引入捕食-食饵系统中, 并提出了




du(t)
dt = ru (t)

[
1− u(t)

K0+βu(t−τ)

]
− αu (t) v (t) ,

dv(t)
dt = εαu (t) v (t)− µv (t) ,

(2)

其中u(t), v(t)分别为食饵和捕食者在t时刻的密度, α为捕食者对猎物的捕捉率, ε为转化效率,
µ为捕食者的死亡率. 他们通过数值模拟发现, 在特定条件下, 时滞环境容纳量可以导致物种的
灭绝. 文献[14]在系统(2)的基础上, 研究了一个具有恐惧效应和记忆的多时滞捕食-食饵系统, 得
到了丰富的动力学行为.

在生物界中, 物种的分布往往是不均匀的, 并且物种迁移也是一种普遍存在的现象. 因此,
考虑物种的空间分布, 即研究反应扩散问题可以更深刻地揭示物种演化规律. 经典扩散[15-16],
分数阶扩散[17]和网络扩散[18]均能够使系统产生更丰富的动力学行为. 当系统(2)中τ = 0时, 文
献[19]分析了种群扩散和交错扩散对该系统产生Turing模式的影响, 并通过数值模拟呈现了系统
的空间模式. 文献[20]研究了具扩散和时滞环境容纳量的Holling-II 型捕食-食饵模型, 考虑了周
期扩散和时滞对平衡点稳定性和Turing模式的影响, 展示了丰富的Turing斑图.

本文受以上工作的启发, 在系统(2)的基础上, 考虑种群扩散的影响, 得到系统



∂u
∂t −D1∆u = ru (x, t)

[
1− u(x,t)

K0+βu(x,t−τ)

]
− αu (x, t) v (x, t) , (x, t) ∈ Ω × (0, T ) ,

∂v
∂t −D2∆v = εαu (x, t) v (x, t)− µv (x, t) , (x, t) ∈ Ω × (0, T ) ,

∂u
∂~n = ∂v

∂~n = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ) ,

u (x, t) = φ (x, t) , v (x, t) = ϕ (x, t) , x ∈ Ω × [−τ, 0] ,

(3)

其中D1, D2分别为食饵和捕食者的扩散系数. 系统(3)中参数β为任意实数, 其他参数均为正
常数. ∆ =

∑n
i=1

∂2

∂x2
i
为Laplace算子. Ω是RN中的有界区域, 边界∂Ω光滑. 齐次Neumann条

件 ∂u
∂~n = ∂v

∂~n = 0说明在边界∂Ω上种群流动的通量为零, 其中~n为区域Ω的单位外法向量.
φ(x, t), ϕ(x, t)为Ω上大于等于零但不恒为零的连续函数.

本文主要讨论扩散和时滞对系统(3)正平衡点稳定性的影响, 利用数值模拟分析初始条件,
时滞, 扩散对系统(3)空间模式的影响. 具体安排如下: §2讨论系统(3)正平衡点的局部渐近稳定
性, 特别是以时滞为分支参数, 研究系统(3)Hopf分支的存在性; §3通过数值模拟呈现系统(3)的
空间模式.
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§2 正平衡点的稳定性
本节主要讨论系统(3)正平衡点的稳定性. 首先, 讨论系统(2)和系统(3)正平衡点的存在性.

引引引理理理1 当条件

(H1) β > 1− K0εα

µ
或β < −K0εα

µ

成立时, 系统(2)和系统(3)存在唯一的正平衡点

E∗ = (u∗, v∗) =
(

µ

εα
,
r [K0εα + (β − 1) µ]

α (K0εα + βµ)

)
.

由文献[13]可知, 当时滞未出现(即τ = 0)和条件(H1)成立时, 系统(2)的正平衡点E∗是局部

渐近稳定的; 当时滞出现(即τ 6= 0)时, 系统(2)在正平衡点E∗处产生Hopf分支.

下面研究系统(3)正平衡点E∗的稳定性. 令ū = u − u∗, v̄ = v − v∗, 并代入系统(3), 省略上
标得到系统(3)等价形式的线性化方程组(

ut

vt

)
= D

(
∆u

∆v

)
+ J1

(
u

v

)
+ J2

(
uτ

vτ

)
, (4)

其中D = diag(D1, D2),

J1 =

(
− ru∗

K0+βu∗
−αu∗

εαv∗ 0

)
:=

(
a1 a2

a3 0

)
,J2 =

(
rβu2

∗
(K0+βu∗)2

0

0 0

)
:=

(
b1 0
0 0

)
.

根据系统(3)的边界条件, 假设系统(3)的解为

(u, v) = (c1, c2) eλt cos kx, k = 0, 1, 2, · · · ,

其中λ为特征值, k ≥ 0为波长. 将上式代入系统(4)得到对应的特征方程

∆ (λ, k) = λ2 + A1kλ + A2k − e−λτ (B1kλ + B2k) = 0, (5)

其中

A1k = (D1 + D2) k2 − a1, A2k = D1D2k
4 − a1D2k

2 − a2a3, B1k = b1, B2k = b1D2k
2.

引引引理理理2 假设条件(H1)成立, 则

(i) 当τ = 0时, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定;

(ii) 当τ > 0且满足条件

(H2) β < −K0εα

2µ

时, 时滞τ存在临界值τ j
±(j ∈ N), 使系统(3)的特征方程(5)存在一对纯虚根.

证证证 (i) 当τ = 0时, 特征方程(5)变为

λ2 + C1kλ + C2k = 0, (6)

其中

C1k = A1k −B1k = (D1 + D2) k2 − (a1 + b1) = (D1 + D2) k2 +
rK0u∗

(K0 + βu∗)
2 > 0,

C2k = A2k −B2k = D1D2k
4 − (a1 + b1) D2k

2 − a2a3 =

D1D2k
4 +

rK0u∗
(K0 + βu∗)

2 D2k
2 + εα2u∗v∗ > 0.

由韦达定理可知(6)式的根均具有负实部. 进一步由文献[21]的推论1.11得, 当τ = 0时, 系统(3)的
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正平衡点E∗局部渐近稳定.

(ii) 假设λ = ±iω, 代入特征方程(5)化简得

(iω)2 + A1k (iω) + A2k − e−iωτ [B1k (iω) + B2k] = 0.

分离实部和虚部得 


−ω2 + A2k = B1kω sin (ωτ) + B2k cos (ωτ) ,

A1kω = B1kω cos (ωτ)−B2k sin (ωτ) .
(7)

化简(7)式得

ω4 + E1kω2 + E2k = 0, (8)

其中
E1k = A2

1k − 2A2k −B2
1k =

(
D2

1 + D2
2

)
k4 − 2a1D1k

2 + a2
1 + 2a2a3 − b2

1

=
(
D2

1 + D2
2

)
k4 +

2ru∗
K0 + βu∗

D1k
2 + a2

1 + 2a2a3 − b2
1,

E2k = A2
2k −B2

2k = (A2k −B2k) (A2k + B2k) = C2k

[
D1D2k

4 + (b1 − a1) D2k
2 − a2a3

]

= C2k

[
D1D2k

4 +
ru∗ (K0 + 2βu∗)

(K0 + βu∗)
2 D2k

2 + εα2u∗v∗

]
.

由条件(H2)可知

b1 − a1 =
ru∗ (K0 + 2βu∗)

(K0 + βu∗)
2 <

ru∗
(
K0 − 2K0εα

2µ
µ
εα

)

(K0 + βu∗)
2 = 0.

又因为b1 + a1 = − rK0u∗
(K0+βu∗)2

< 0, 所以b2
1 − a2

1 > 0且

a2
1 + 2a2a3 − b2

1 = −(b1 − a1)(b1 + a1)− εαu∗v∗ < 0.

通过计算可知(8)式的判别式为

Fk =E2
1k − 4E2k =

(
D2

1 −D2
2

)2
k8 + 4a1D1

(
D2

2 −D2
1

)
k6+

[
4a2

1D
2
1 + 2a2

1

(
D2

1 −D2
2

)
+ 4a2a3 (D1 + D2)

2
]
k4+

[−4a1D1

(
A2

1 −B2
1

)− 8a1a2a3 (D1 + D2)
]
k2+

(
b2
1 − a2

1

) (
b2
1 − 4a2a3 − a2

1

)
.

显然
(
b2
1 − a2

1

) (
b2
1 − 4a2a3 − a2

1

)
=

(
b2
1 − a2

1

) (
b2
1 − a2

1 + 4εα2u∗v∗
)

> 0,

因此当k适当小时, 有Fk > 0, E1k < 0, E2k > 0, 故(8)式存在两个不同的实根

ω∗+ =

√
−E1k +

√
Fk

2
, ω∗− =

√
−E1k −

√
Fk

2
. (9)

把(9)式代入(7)式得对应的时滞临界值为

τ j
± =

1
ω∗±

arc cos

[
(A1kB1k −B2k)

(
ω∗±

)2 + A2kB2k

B2
1k

(
ω∗±

)2 + B2
2k

]
+

2jπ

ω∗±
, j ∈ N. (10)

注注注1 当系统(3)中未出现时滞时，正平衡点E∗局部渐近稳定, 这说明在一定条件下, 扩散
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不影响正平衡点的局部渐近稳定性. 当系统(3)中出现时滞时, 在一定条件下, 时滞会存在临界
值, 导致系统的特征方程产生纯虚根. 这说明在一定条件下, 扩散对系统(3)的特征方程是否产生
纯虚根没有影响, 但可以改变时滞临界值的大小和纯虚根.

引引引理理理3 假设(H1)和(H2)成立, 则
(

dReλ
dτ

)

τ=τj
+

> 0,

(
dReλ
dτ

)

τ=τj
−

< 0, j ∈ N.

证证证 令(5)式的根为λ
(
τ j
±

)
= σ

(
τ j
±

)
+ iw

(
τ j
±

)
, j ∈ N, 其中σ,w ∈ R, 并且σ(τ j

±) =

0, w(τ j
±) = ω∗±. 为书写方便, 在计算过程中省略τ的上下标, 将λ(τ)代入(5)式, 并对τ求导得

(
dλ

dτ

)−1

= − τ

λ
+

B1k

λ (B1kλ + B2k)
− 2λ + A1k

λ (λ2 + A1kλ + A2k)
.

计算得到横截面条件为

Sign{dRe(λ(τ))
dτ

}τ=τ∗ = Sign{Re[
dλ(τ)

dτ
]}τ=τ∗ = Sign{Re[

dλ(τ)
dτ

]−1}τ=τ∗ =

Sign

{
Re

[
B1k

(−B1kω2 −B2kiω
)

B2
1kω4 + B2

2kω2

]
− Re

[
(A1k + 2iω)

[−A1kω2 − (−ω3 + A2kω
)
i
]

A2
1kω4 + (ω3 −A2kω)2

]}
=

Sign
{ −B2

1k

B2
1kω2 + B2

2k

− −2ω2 −A2
1k + 2A2k

ω4 + (A2
1k − 2A2k) ω2 + A2

2k

}
=

Sign

{
2ω2 +

(
A2

1k − 2A2k −B2
1k

)

B2
1kω2 + B2

2k

}
=

Sign
{

2ω2 + E1k

B2
1kω2 + B2

2k

}
= Sign

{ ±√Fk

B2
1kω2 + B2

2k

}
.

显然

Sign
{

dRe (λ (τ))
dτ

}

τ=τj
+

= Sign
{ √

Fk

B2
1kω2 + B2

2k

}
= 1 > 0, j ∈ N,

Sign
{

dRe (λ (τ))
dτ

}

τ=τj
−

= Sign
{ −√Fk

B2
1kω2 + B2

2k

}
= −1 < 0, j ∈ N.

结合引理2和引理3, 得到

定定定理理理1 假设(H1)和(H2)成立, 且τ1
+ < τ0

−, 则

(i) 当τ ∈ [
0, τ0

+

)
时, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定;

(ii) 当τ ∈ (
τ0
+,+∞)

时, 系统(3)的正平衡点E∗不稳定;

(iii) 当τ = τ0
+时, 系统(3)在正平衡点E∗处产生Hopf分支.

证证证 (i) 因为τ1
+ < τ0

−, 故由计算可知τ0
+是所有时滞中最小的一个. 又因为在区间(0, τ0

+)中,
Reλ不会穿过纵坐标轴，而且当τ = 0时, 特征方程(6) 的特征根均具有负实部, 所以由Reλ的
连续性可得, 在整个区间[0, τ0

+)上Reλ < 0. 因此由文献[21]的推论1.11知, 当τ ∈ [0, τ0
+)时, 系

统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定.

(ii) 由引理2和引理3知Reλ|τ=τ0
+

= 0且
dReλ
dτ

|τ=τ0
+

> 0. 由Reλ的连续性知, 当τ > τ0
+时,

有Reλ > 0. 由文献[21]的推论1.11知, 当τ ∈ (τ0
+,+∞)时, 系统(3)的正平衡点E∗不稳定.

(iii) 由(i)和(ii)可知系统(3)正平衡点E∗的稳定性在τ = τ0
+的附近发生了改变, 这说明

当τ = τ0
+时, 系统(3)在正平衡点E∗处产生Hopf分支.

定定定理理理2 假设(H1)和(H2)成立, 且τ1
+ > τ0

−, 则



袁 樱等: 一类具时滞环境容纳量的捕食模型的时空动力学 299

(i) 必存在正整数m, 使τm
+ < τm+1

+ < τm
− ;

(ii) 当τ ∈ [
0, τ0

+

) ∪ (
τ0
−, τ1

+

) ∪ · · · ∪ (
τm−1
− , τm

+

)
时, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定;

当τ ∈ (
τ0
+, τ0

−
) ∪ (

τ1
+, τ1

−
) ∪ · · · ∪ (

τm−1
+ , τm−1

−
) ∪ (

τm
+ ,+∞)

时, 系统(3)的正平衡点E∗不稳定;

(iii) 当τ = τ j
±, j = 0, 1, 2, · · · ,m− 1时, 系统(3)在正平衡点E∗处产生Hopf分支.

证证证 (i) 由(9)式知, ω∗+ > ω∗−. 把ω∗+, ω∗−分别代入(10)式并计算, 得τ j
+ < τ j

−, 且

τ j+1
+ − τ j

+ =
2π

ω∗+
<

2π

ω∗−
= τ j+1

− − τ j
−, j ∈ N. (11)

因此当τ1
+ > τ0

−时, 自然有τ0
+ < τ0

− < τ1
+ < τ1

−. 由(11)式可知, τ j
+的步长小于τ j

−的步长, 因此随
着自然数j的增大, 必然会存在正整数m, 使得

τ0
+ < τ0

− < τ1
+ < τ1

− < · · · < τm
+ < τm+1

+ < τm
− .

(ii) 由定理1知, 当τ ∈ [
0, τ0

+

)
时, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定. 下面考虑τ ∈(

τ0
+, τ0

−
)
时正平衡点E∗的稳定性.

由引理2和引理3知Reλ|τ=τ0
+

= 0,
dReλ
dτ

|τ=τ0
+

> 0, 故连续函数Reλ在τ = τ0
+处自下而上穿

过横轴. 同样的, 由引理2和引理3知, Reλ = 0,
dReλ
dτ

|τ=τ0
−

< 0可知, 连续函数Reλ在τ = τ0
−处

自上而下穿过横轴. 又因为连续函数Reλ在
(
τ0
+, τ0

−
)
内并无其他零点, 故在区间

(
τ0
+, τ0

−
)
上恒

有Reλ > 0. 由文献[21]的推论1.11知, 当τ ∈ (
τ0
+, τ0

−
)
时, 系统(3)的正平衡点E∗不稳定. 类似可

证, 当τ ∈
(
τ j
+, τ j

−
)

, j = 1, 2, · · · ,m− 1时, 系统(3)的正平衡点E∗都不稳定.

由引理2和引理3知, Reλ|τ=τ0
−

= 0,
dReλ
dτ

|τ=τ0
+

< 0, 故连续函数Reλ在τ = τ0
+处自上而下穿

过横轴. 同样的, 由引理2和引理3知, Reλ = 0,
dReλ
dτ

|τ=τ1
+

> 0可知, 连续函数Reλ在τ = τ1
−处

自下而上穿过横轴. 利用Reλ的连续性和引理3, 可得当τ ∈ (
τ0
−, τ1

+

)
时, Reλ < 0. 因此由文

献[21]的推论1.11知, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定. 类似可证, 当τ ∈
(
τ j
−, τ j+1

+

)
, j =

1, 2, · · · ,m− 1时, 系统(3)的正平衡点E∗局部渐近稳定.

由引理2和引理3知Reλ|τ=τm
+

= 0,
dReλ
dτ

|τ=τm
+

> 0. 根据Reλ的连续性可知, 当τ ∈(
τm
+ ,+∞)

时, Reλ > 0. 因此由文献[21]的推论1.11知, 当τ ∈ (τm
+ ,+∞)时, 系统(3)的正平衡

点E∗不稳定.

将以上稳定区间和不稳定区间合并在一起, 得到系统(3)正平衡点E∗的稳定性情况.

(iii) 由(ii)可知, 在每一个τ = τ j
±, j = 0, 1, 2, · · · ,m − 1附近, 系统(3)正平衡点E∗的稳定性

均发生了改变. 因此当τ = τ j
±, j = 0, 1, 2, · · · ,m− 1时, 系统(3)在正平衡点E∗处产生Hopf分支.

注注注2 在一定条件下, 系统(2)在正平衡点E∗处会产生Hopf分支(见文献13); 加入扩散后, 系
统(3)在正平衡点E∗处也会产生Hopf分支, 但是对应时滞的临界值和纯虚根不同.

注注注3 当自然环境容纳量充分大或种群活动对环境容纳量的影响产生一定的负面影响时,
系统(3)在正平衡点E∗处会产生Hopf分支.

§3 数值模拟
上一节已经证明了时滞可以引起系统(3)在正平衡点E∗处稳定性的转换. 在本节中, 利用数

值模拟, 探索初始条件、时滞和扩散系数对系统(3)空间模式的影响.
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取系统(3)的参数为

r = 0.25,K0 = 100, α = 1.5, ε = 0.2, µ = 5, β = −4, D1 = 0.25, D2 = 0.15.

容易验证条件(H1)和(H2)成立. 因此由引理1知系统(3)存在唯一的正平衡点E∗ = (u∗, v∗) =
(16.6667, 0.0833). 进一步计算出时滞临界值.

表 1 时滞的临界值τj
±

τj
+ 2.3111 9.2447 16.1782 23.1118 30.0454

τj
− 3.0367 12.1468 21.2569 30.3670 39.4772

由定理1和定理2可知, 在该组参数下系统(3)正平衡点E∗的稳定性情况如下.
(i)当τ ∈ [0, 2.3111)∪(3.0367, 9.2447)∪(12, 1468, 16.1782)∪(21.2569, 23.1118)时,系统(3)的

正平衡点E∗局部渐近稳定;
(ii) 当τ ∈ (2.3111, 3.0367) ∪ (9.2447, 12.1468) ∪ (16.1782, 21.2569) ∪ (30.3670,+∞)时, 系

统(3)的正平衡点E∗不稳定.

(a) τ = 1 ∈ [0, 2.3111) (b) τ = 2.4 ∈ (2.3111, 3.0367) (c) τ = 8 ∈ (3.0367, 9.2447)

图 1 时滞导致系统正平衡点稳定性的转换

由图1可知, 随着时滞的增加, 系统(3)在正平衡点E∗处出现了稳定与不稳定之间的转换. 这
符合定理1和定理2的理论分析结果.

下面研究系统(3)在正平衡点E∗处的空间模式.
令Ω = [1, 200]× [1, 200], 取空间步长∆x = ∆y = 1.5和时间步长∆t = 0.05. 利用有限差分

法, 将Laplace算子离散为

∆u =
1

∆x∆y
[u (i− 1, j) + u (i + 1, j) + u (i− 1, j) + u (i + 1, j)− 4u (i, j)] .

当i = 1或j = 1时, 取u(i, j) = u(i + 2, j + 2); 当i = 200或j = 200时, 取u(i, j) = u(i− 2, j − 2).
此时, 系统(3)满足Neumann边界条件.

在正平衡点E∗附近取两组初值条件



u0 (i, j) = u∗ + γ1 (i− 100) ,

v0 (i, j) = v∗ + γ2 (j − 100) ,
(12)

和 



u0 (i, j) = u∗ − γ3 (i− j − 25)2 ,

v0 (i, j) = v∗ − γ4 (i− 125)− γ5 (j − 75) ,
(13)

其中γ1 = 3× 10−2, γ2 = 5× 10−4, γ3 = 2× 10−5, γ4 = 3× 10−5, γ5 = 6× 10−5.
图2展示了在临界点(100, 100)附近系统(3)螺旋波的形成与破碎. 在初值条件(12)下, 图2(a)-

2(d)展示了螺旋波的产生与逐渐充满整个区域的过程. 但经过一段时间后, 图2(e)-2(f)呈现了螺
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(a) t = 100
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(b) t = 150
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(c) t = 250
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(d) t = 300
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(e) t = 400
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(f) t = 750

图 2 螺旋波的形成与破碎(τ = 2.4)

旋波破碎与不规则的斑图的出现.
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(a) t = 200
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(b) t = 250
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(c) t = 300
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(d) t = 400
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(e) t = 500
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(f) t = 750

图 3 靶波的形成与破碎(τ = 2.4)

图3展示了在临界点(83.3333, 108.3333)附近系统(3)靶波的形成与破碎. 在初值条件(13)下,
图3(a)-3(d)展示了靶波的产生与逐渐充满整个区域的过程. 但是经过一段时间后, 图3(e)-3(f)呈
现了靶波破碎与不规则的斑图的出现.
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(a) τ = 2.35
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(b) τ = 2.4
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(c) τ = 2.45
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(d) τ = 2.35
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200 10

12

14

16

18

20

22

(e) τ = 2.4
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(f) τ = 2.45

图 4 时滞对空间模式的影响

图4(a)-4(c)展示了在初值条件(12)下, 当 t = 300 时, 不同时滞对应的系统(3)的空间模式.
图4(d)-4(f)展示了在初值条件(13)下, 当 t = 475 时, 不同时滞对应的系统(3)的空间模式. 图4说
明, 时滞对于螺旋波和靶波的破碎时间有着重要影响.
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(a) D1 = 0.25, D2 = 0.15
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(b) D1 = 1.25, D2 = 0.75
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(c) D1 = 5, D2 = 3
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(d) D1 = 0.25, D2 = 0.15
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(e) D1 = 1.25, D2 = 0.75
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(f) D1 = 5, D2 = 3

图 5 扩散系数对空间模式的影响(τ = 2.4)

图5(a)-5(c)展示了在初值条件(12)下, 当 t = 150 时, 不同扩散系数对应的系统(3)的空间模
式. 图5(d)-5(f)展示了在初值条件(13)下, 当 t = 250 时, 不同扩散系数对应的系统(3)的空间模
式. 图5说明扩散系数会影响螺旋波和靶波的波数.
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§4 总结
本文主要研究了具扩散和时滞环境容纳量的捕食模型, 利用线性稳定性理论讨论了系

统(3)正平衡点E∗的稳定性, 通过数值模拟分析了影响空间模式的因素. 一方面, 当种群活动对环
境容纳量产生负面影响并且具有一定滞后性时, 捕食系统有着复杂的动力学行为. 特别是不同的
时间滞后可能导致种群数量趋于一个正常数或者在一定范围内周期振荡. 另一方面, 不同的时
滞会影响系统(3)的螺旋波和靶波的破碎时间, 不同的扩散会影响螺旋波和靶波的波数, 不同的
初始条件会影响空间模式的类型.
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Spatiotemporal dynamics of a predator-prey model with delayed
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Abstract: This paper deals with a reaction-diffusion problem, which describes a predator-prey

model with diffusion and delayed carrying capacity in bounded domains. Firstly, the stabilities of the

positive equilibrium point with and without time delay are discussed through linearization methods

and eigenvalue theory. Secondly, the conditions for generating Hopf bifurcations at the equilibrium

point are explored. Finally, the effects of initial conditions, diffusion and time delay on spatial patterns

are investigated by numerical simulations.

Keywords: predator-prey model; delayed carrying capacity; Hopf bifurcation; spiral wave; target
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