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仙人掌图的D(2)-点可区别全染色
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摘 要: 图G的k-D(2)-点可区别全染色是G的一个正常k-全染色f满足对∀u, v ∈
V (G), 当dG(u, v) ≤ 2时都有Cf (u) 6= Cf (v), 其中Cf (u) = {f(u)} ∪ {f(uv) | uv ∈
E(G)}. 将所用颜色数的最小值k称为图G的D(2)-点可区别全色数, 简记为χ2vt(G).
应用数学归纳法结合Hall定理考虑了仙人掌图GT的D(2)-点可区别全染色, 得到
了χ2vt(GT ) ≤ ∆ + 3.
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§1 引 言

本文考虑的图均为无向简单连通图. 设G = (V, E)是无向简单图, 其中V (G)和E(G)分别
表示图G的点集与边集. 用d(u)表示点u的度数, ∆(G) = max{d(u)|u ∈ V (G)}表示图G的最大

度. 在图G中, 点u和v之间最短路的长度称为u和v的距离, 记为d(u, v), 用Cf (u) = {f(uv)|uv ∈
E(G)} ∪ f(u)表示点u在染色f下的色集合, 用F (u)表示点u的禁用色集合.

图染色问题是图论研究的重要课题之一, 在资源分配、交通运输、优化控制等实际问题中
有广泛应用. 如铁路车站多股线道车辆调度优化方法对于提升铁路货运运能, 提高铁路经济效
益具有重要意义. 1993年, Burris在文[1]中首次提出了图的点可区别边染色的概念, 要求在正常
边染色的基础上, 任意点的关联边所染颜色构成的色集合都不同. 2005年, 张忠辅等在文[2]中提
出了邻点可区别全染色(简记为AVDTC)的概念, 即在一个正常全染色f的基础上, 需满足相邻点
的色集合不同. 2006年, 张忠辅等在文[3]中推广了图的邻点可区别全染色, 提出了D(β)-点可区
别全染色的概念.

定定定义义义1.1[3] 若图G的一个正常k-全染色f满足∀u, v ∈ V且1 ≤ d(u, v) ≤ β时都有C(u) 6=
C(v), 则称f为G的一个k-D(β)-点可区别全染色(简记为k-D(β)-VDTC), 其中C(u) = {f(u)} ∪
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{f(uv)|uv ∈ E(G)}. 将图G的D(β)-点可区别全染色所需最少颜色数称为G的D(β)-点可区别全
色数, 简记为χ2vt(G).

当β = 1时, 即为图的邻点可区别全染色, 将图G的邻点可区别全色数简记为χavt(G). 张忠
辅等在文[2]中猜想对任意阶数不小于6的图G, 都有χavt(G) ≤ ∆ + 3, 并证明对一些特殊图, 如
树、二部图等是成立的. 当β ≥ 2时, 较邻点可区别全染色的研究有很大的难度, 目前相关结果
甚少. 如文献[3-4]给出了路、圈以及幂图P k

n (k ≡ 2(mod3))的D(β)-点可区别全色数. 特别地,
当β = 2时, D(β)-点可区别全染色即为D(2)-点可区别全染色, 其相应的色数记为χ2vt(G). 近年
来, 国内学者对此展开了一些研究, 文献[5]中利用Hall定理讨论了树图的D(2)-点可区别全染色,
之后在文献[6-7]中分别研究了单圈图、双圈图的D(2)-点可区别染色并给出了确切的色数. 随着
更深入的研究, 文献[8]中研究了∆ = 3的图的D(2)-点可区别全染色, 并得到此类图的一个上界,
即χ2vt(G) ≤ 11.

若f是图G的一个D(2)-点可区别全染色, 且d(u, v) ≤ 2, 如果Cf (u) = Cf (v), 那么称顶
点u和v在染色f下是相冲突的．如果一条边uv所染的颜色与它所有的邻边的颜色都不相同, 而
且与2-距离内的所有点都可区分, 则称边uv被合法染色．

通常地, 若G可以分解成恰好由一个公共顶点v连接的两个非空子图G1和G2, 则称点v为

图G的分离点. 不包含分离点的连通图称为块. 仙人掌图是指一个连通图, 它的每个块为圈或边,
简记为GT . 设仙人掌图G的每个块所构成的集合为B = {B1, B2, · · · , Bm}, 分离点所构成的集
合为X = {x1, x2, · · · , xn}, 每个块收缩成点所构成的顶点集为Y = {y1, y2, · · · , ym}, 以X和Y构

造二部图B(G) = (X, Y ), 对任意的1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, xi与yj相邻当且仅当分离点xi与

块Bj关联, 此时称B(GT )为图GT的块树. 此外, 块树中度为1的顶点对应原图中的块称为端块.
如图1所示.

图 1 块数为5的仙人掌图及其对应的块树

2019年, 张辉等人在文献[9]中对仙人掌的图结构进行分析, 得到了这类图的邻点被扩展和
可区别全色数不超过2, 从而证明Flandrin等在文[10]中提出的NESDTC猜想在仙人掌图上是成
立的.

基于文献[9], 本文考虑了仙人掌图的D(2)-点可区别全染色, 并证明了仙人掌图GT的D(2)-
点可区别全色数不超过∆ + 3.

§2 预备知识
首先回顾文[8]中关于临界点理论的一些基本知识.
引引引理理理2.1[11](Hall定理) 设G为具有二分类(X, Y )的二部图, 则G包含饱和X的每个顶点的

匹配当且仅当|N(S)| ≥ |S|对所有的S ⊆ X成立.
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引引引理理理2.2[3] 设Pn(n ≥ 3)是n阶的路, 则

χ2vt(Pn) =





3 n = 2;

4 n ≥ 3.

引引引理理理2.3[3] 设图Cn是阶数为n(n ≥ 3)的圈, 有

χ2vt(Cn) =





4 n ≥ 4且n ≡ 0(mod4);

5 其它.

§3 主要结果

定定定理理理3.1 设GT为仙人掌图, 则χ2vt(GT ) ≤ ∆ + 3.

证证证 对仙人掌图GT中的块数t进行归纳证明.

当t = 1时, 分两种情形. 若块为边, 则GT = P2, 由引理2.2知χ2vt(P2) = 3 ≤ ∆ + 3; 若块为
圈, 由引理2.3知, χ2vt(Cn) ≤ 5 = ∆ + 3. 因此, 块数为1时结论成立.

假设t ≥ 2且对具有t − 1个块的仙人掌图结论成立, 下面考虑有t个块的仙人掌图GT .
设GT对应的块树中某条最长路为P , 对P的某个端点对应的端块是边或圈分类讨论.

情情情形形形1 路P的至少有一个端点对应的端块是边.

不妨设对应的端块为边uv, 其中u为GT的分离点. 由归纳假设知GT − uv存在一个(∆ + 3)-
D(2)-VDTC记为f

′
, 在f

′
的基础上给边uv和点v着色得到的染色方案记为f , 下证染色f是GT的

一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC. 设d(u) = k, 记点u不在最长路上的邻点为u1, · · · , ul, 记点u在最长路

上的除v的邻点为x.

若d(u) = 2, 此时点u在2-距离内至多有d(x) ≤ ∆个冲突点, 分别为x, y1, · · · , yd(x)−1.
边uv有|C \ {f(u), f(ux)}| = ∆ + 1种可用色, 所以边uv能被合法染色, 不妨令f(uv) = a, 再
用b ∈ C \ {a, f(u)}染给点v即可, 其中C = {1, 2, · · · ,∆ + 3}. 当d(u) ≥ 3时, 类似的点x至多

有2个, 分情况讨论.

情情情形形形1.1 仅有一个点x时, 记x除u的邻点为y1, · · · , yd(x)−1. x在最长路上的除u的邻点至多

有两个.

情情情形形形1.1.1 若x在最长路上的除u的邻点为1个, 不妨记为y1.

此时讨论最坏的情形, 即d(u) = d(x) = d(yi) = k ≤ ∆(1 ≤ i ≤ t)时, 其中t ≤ k − 1.
令y1, · · · , yt是GT中与u的度相同的点. 如图2所示.

令G
′

= GT − uv, 由归纳假设知, G
′
存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f

′
, 在f

′
的基础上

给边uv以及点v染色以延拓为图GT的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f . 不妨设f
′
(xy1) = ∆ + 3,

f
′
(ux) = c1, f

′
(xyi) = ci, 其中2 ≤ i ≤ t.
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图 2 x在最长路上关联的块为边

构建一个二部图B(X, Y ), 令X = {c1, · · · , ct}, Y = {A1, · · · , Ah}, 其中Aj ⊂ {1, · · · ,∆ +
2}且|Aj | = k + 1. 此时|Y | =

(
∆+2
k+1

)
, 当ci ∈ Aj时, 连接ci与Aj . 注意到f

′
(xy1) = ∆ + 3, 由

正常全染色可知ci ∈ {1, 2, · · · ,∆ + 2}, 其中1 ≤ i ≤ t, 因此在Y中一共有
(
∆+1

k

)
个元素包

含ci. 又根据B(X, Y )的构造可知, d(ci) =
(
∆+1

k

)
, 且d(Aj) ≤ |X| < k. 对任意的S ⊆ X, 都

有|N(S)| ≥ d(ci) =
(
∆+1

k

) ≥ (
k+1

k

)
= k + 1 > k > |S|, 由引理2.1知, B(X, Y )存在一个匹配能够

饱和X中的所有点. 那么可以选取满足f(ux) = c1的色集合Aj , 将Aj中除c1外的其它颜色分配给

点u及它的所有关联边.
记点u以及u关联的所有块所构成的图为G1, 在G1中, δ(G1) ≥ 3. 根据归纳假设知G1存在一

个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f1, 不失一般性, 可令Sf1(u) = Aj , f1(ux) = c1. 记点yi及其关联的所有

块构成的图为Gi, 同样的Gi存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC fi, 不失一般性, 令
Sfi(yi) = Ai ∈ Y \ {Aj}, f2(xyi) = ci, i = 2, · · · , t.

对任意z ∈ V (G) ∪ E(G), 定义图G的一个正常全染色f为

f(z) =





f
′
(z), 其它;

⋃t
i=1 fi(z), z ∈ E(Gi) ∪ V (Gi).

在上述染色f下, ∆+3 ∈ Sf (x)∩Sf (y1),但∆+3 6∈ S(u)∩S(y2)∩· · ·∩S(yt),故u与x, y1, · · · ,
yt的色集合可区分. 对于点v, 在f1下, 点v与2-距离内所有点的色集合都不同. 在fi下, 点yi与2-距
离以内的点的色集合都可区别, 其中i = 2, 3, · · · , t. 故f是GT的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC.

情情情形形形1.1.2 x在最长路上的除u的邻点有2个时, 不妨记为y1, y2.
当d(u) = d(x) = d(yi) = k ≤ ∆(1 ≤ i ≤ t)时, y1, · · · , yt是GT中与u的度相同的点. 如图3所

示.
令G

′
= GT − uv, 由归纳假设知, G

′
存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f

′
, 在f

′
的基础上

给边uv以及点v染色以延拓为图GT的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f . 不妨设f
′
(xy1) = ∆ + 3,

f
′
(xy2) = ∆ + 2, f

′
(ux) = c1, f

′
(xyi) = ci−1, 其中3 ≤ i ≤ t.

构建一个二部图B(X, Y ),令X = {c1, · · · , ct−1}, Y = {A1, · · · , Ah},其中Aj ⊂ {1, · · · ,∆+
1}且|Aj | = k + 1. 此时|Y | =

(
∆+1
k+1

)
, 当ci ∈ Aj时, 连接ci与Aj . 注意到f

′
(xy1) = ∆ + 3,

f
′
(xy2) = ∆ + 2, 由正常全染色可知ci ∈ {1, 2, · · · ,∆ + 1}, 其中1 ≤ i ≤ t, 因此在Y中一共

有
(
∆
k

)
个元素包含ci. 又根据二部图的构造可知, d(ci) =

(
∆
k

)
, 且d(Aj) ≤ |X| < k. 对任意

的S ⊆ X, 都有|N(S)| ≥ d(ci) =
(
∆
k

) ≥ ∆ ≥ k > |S|, 由引理2.1知, B(X, Y )存在一个匹配能够
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饱和X中的所有点. 那么可以选取满足f(ux) = c1的色集合Aj , 将Aj中除c1外的其它颜色分配给

点u及它的所有关联边.

图 3 x在最长路上关联的块为圈

记点u以及u关联的所有块所构成的图为G1, 在G1中, δ(G1) ≥ 3. 根据归纳假设知G1存在一

个(∆+3)-D(2)-VDTC f1, 不失一般性, 可令Sf1(u) = Aj , 且f1(ux1) = c1. 记点yi及其关联的所

有块构成的图为Gi, 同样的Gi存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC fi, 不失一般性, 令Sfi
(yi) = Ai ∈

Y \ {Aj}, 且f2(xyi) = ci(i = 3, · · · , t).
对任意z ∈ V (G) ∪ E(G), 定义图G的一个正常全染色f为

f(z) =





f
′
(z), 其它;

f1(z), z ∈ E(G1) ∪ V (G1);
⋃t

i=3 fi(z), z ∈ E(Gi) ∪ V (Gi).

在上述染色f下, {∆+2,∆+3} ⊆ Sf (x), ∆+3 ∈ Sf (y1), ∆+2 ∈ Sf (y2). 而{∆+3,∆+2} *
S(u) ∩ S(y3) ∩ · · · ∩ S(yt), 故u与x, y1, · · · , yt的色集合不同. 对于点v, 在f1下, G1是2-距离点可
区别的. 在fi下, 点yi与2-距离以内的点的色集合都可区别, 其中i = 3, 4, · · · , t. 故f是GT的一

个(∆ + 3)-D(2)-VDTC.
情情情形形形1.2 类似x的点有2个时, 不妨设为点xi(i = 1, 2), d(u) ≥ 3.
不妨设点u, x1, x2, y1, y2 所在的圈为C, 记点xi在圈C上除u的邻点为点yi(i = 1, 2)(如果

有). 点x1, x2, y1, y2都可以关联其它的块, 点x1, x2, y1, y2上关联的块可以为边和圈. 现考
虑d(u) = d(x1) = d(y1) = d(x2) = d(y2) = k 的情况. 如图4所示.

点u在2-距离内至多有4个冲突点分别为x1, x2, y1, y2. 边uv有∆ + 3 − d(u)种可用色. 假设
边uv不能被合法染色, 易得d(u) ≥ ∆− 1. 下面分为3种子情形讨论.

情情情形形形1.2.1 dG(u) = ∆− 1.

此时, G − uv存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f1. 不失一般性, 可令f1(u) = 1, f1(ux1) = 2,
f1(ux2) = 3, f1(uui) = i + 3, 其中i = 1, · · · ,∆ − 4. 那么就一定有Sf1(xi) ∪ Sf1(yi) =
{1, · · · ,∆ − 1,∆ + j − 1}, 1 ≤ j ≤ 4, i ∈ {1, 2}. 若存在d(ui) = 1, 则将该悬挂边的颜色改染
为∆ + 2色, 接着给边uv染∆ + 3色. 重染后, 在G中, 点ui和v有至多dG(u)− 2 = ∆− 3个冲突点,
点u1有∆+1种可用色, ∆+1− (∆− 3) = 4 > 0, 只需从这剩下的4种颜色任选两种染给点u1和v.
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若对任意的d(ui) = 2, i = 1, 2, · · · ,∆− 4. 记点u及其关联的所有块构成的图为G
′
. 由归纳假设

知G
′
存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f

′
. 不失一般性, 可令Sf ′ (u) = {1, · · · ,∆− 2,∆ + 2,∆ + 3},

f
′
(ux1) = 2, f

′
(ux2) = 3. 这样就得到了G的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC.

图 4 u在最长路上关联的块为圈

情情情形形形1.2.2 dG(u) = ∆.

此时G − uv存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f1. 不失一般性, 可令f1(u) = 1, f1(ux1) = 2,
f1(ux2) = 3, f1(uui) = i + 3, 其中i = 1, · · · ,∆ − 3. 那么就一定有Sf1(xi) ∪ Sf1(yi) =
{1, · · · ,∆,∆ + j}, i ∈ {1, 2}, 1 ≤ j ≤ 4. 若存在d(ui) = 1, 则给边uui重染∆ + 2色, 将∆色改染
成∆+3色.重染后,在G中,点u1有至多∆−3个冲突点,点u1有∆+1种可用色, ∆+1− (∆−3) =
4 > 0, 只需从这剩下的4种颜色任选两种染给点u1和v. 若任意的d(ui) = 2, i = 1, 2, · · · ,∆ − 4.
记点u及其关联的所有块构成的图为G

′
. 由归纳假设知G

′
存在一个(∆+3)-D(2)-VDTC f

′
. 不失

一般性,可令Sf ′ (u) = {1, · · · ,∆−1,∆+2,∆+3}. 这样就得到了G的一个(∆+3)-D(2)-VDTC.

情情情形形形1.2.3 dG(u) ≤ ∆− 2.

此时边uv有∆ + 3− d(u) ≥ 5种可用色, 可以在剩下的5种颜色中选取一个颜色染边uv, 使得
点u的色集合不与x1, x2, y1, y2的色集合相同.点v有至多d(u)−3 ≤ ∆−3个冲突点,点v有∆+1种
可用色, ∆ + 1− (∆− 3) = 4 > 0, 可以在剩下的4种颜色中选取一个颜色染给点v, 使得点v的色

集合不与至多∆− 3个冲突点的色集合相同.

情情情形形形2 任意一条最长路P的每个端点对应的端块均为圈.

设u1为块树中某一条最长路的最后一个分离点, Cm(m ≥ 3)是GT的块树中最长路的某端点

对应的端块, 并设Cm = u1u2 · · ·umu1, 对点u1的除u2和um的任意一个邻点x, 点u1在GT的块树

上最长路上的邻点x至多有两个, 分以下两种情形讨论.

情情情形形形2.1 类似的x仅有一个时, 不妨设为x.

记x除u1的其它邻点为yi,其中i = 1, 2, · · · , d(x)−1. 此时讨论最坏的情形即d(u1) = d(x) =
d(yi) = k < ∆(1 ≤ i ≤ t)时, 令y1, · · · , yt是GT中与点u1的度相同的点. 此时d(u1) ≥ 3, 此时
点u1有至多d(x) ≤ ∆个冲突点. 令G

′
= GT − Cm, 由归纳假设知, G

′
存在一个(∆ + 3)-D(2)-

VDTC f
′
, 在f

′
的基础上给圈Cm染色以延拓为图GT的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f .

点x在最长路上的除u1的邻点y至多有两个, 分两种情形考虑.

情情情形形形2.1.1 仅有一个类似的点y, 不妨设为y1. 如图5所示.



高 杨等: 仙人掌图的D(2)-点可区别全染色 249

图 5 x在最长路上关联的块为边

不妨设f
′
(xy1) = ∆ + 3, f

′
(u1x) = c1, f

′
(xyi) = ci, 其中2 ≤ i ≤ t.

构建一个二部图B(X, Y ), 令X = {c1, · · · , ct}, Y = {A1, · · · , Ah}, 其中Aj ⊂ {1, · · · ,∆ +
2}且|Aj | = k + 1. 此时|Y | =

(
∆+2
k+1

)
, 当ci ∈ Aj时, 连接ci与Aj . 又f

′
(x1y1) = ∆ + 3, 故

由正常全染色可知ci ∈ {1, 2, · · · ,∆ + 2}, 其中1 ≤ i ≤ t, 因此在Y中一共有
(
∆+1

k

)
个元素包

含ci. 又根据二部图的构造可知, d(ci) =
(
∆+1

k

)
, 且d(Aj) ≤ k − 1. 对任意的S ⊆ X, 都

有|N(S)| ≥ d(ci) =
(
∆+1

k

) ≥ (
k+1

k

)
= k + 1 > k > |S|, 由引理2.1知, B(X, Y )存在一个匹配能够

饱和X中的所有点. 那么可以选取满足f(ux1) = c1的色集合Aj , 将Aj中除c1外的其它颜色分配

给点u及它的所有关联边.

记点u1及其关联的所有的块构成的图为G1, 由归纳假设知G1存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC
f1, 不失一般性, 令Sf1(u1) = Aj , f1(u1x) = c1. 记点yi及其关联的所有块构成的图为Gi,
由归纳假设知Gi存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC fi, 不失一般性, 令Sf2(yi) = Ai ∈ Y \ {Aj},
f1(xyi) = ci(2 ≤ i ≤ t).

对任意z ∈ V (G) ∪ E(G), 定义图G的一个正常全染色f为

f(z) =





f
′
(z), 其它;

⋃t
i=1 fi(z), z ∈ E(Gi) ∪ V (Gi).

在上述染色f下, ∆ + 3 ∈ Sf (x) ∩ Sf (y1), 但∆ + 3 6∈ S(u1) ∩ S(y2) ∩ · · · ∩ S(yt), 故u1与x,
y1, · · · , yt的色集合不同. 在fi下, yi与2-距离内所有点的色集合都不同, 其中i = 2, 3, · · · , t. 所
以f是GT的一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC.

情情情形形形2.1.2 类似y的点有两个时, 不妨设为y1, y2. 如图6所示.

不妨设f
′
(xy1) = ∆ + 3, f

′
(xy2) = ∆ + 2, f

′
(u1x) = c1, f

′
(xyi) = ci−1, 其中3 ≤ i ≤ t.

构建一个二部图B(X, Y ), 令X = {c1, · · · , ct−1}, Y = {A1, · · · , Ah}, 其中Aj ⊂ {1, · · · ,∆ +
1}且|Aj | = k + 1. 此时|Y | =

(
∆+1
k+1

)
, 当ci ∈ Aj时, 连接ci与Aj . 注意到f

′
(xy1) = ∆ + 3,

f
′
(xy2) = ∆+2, 故由正常全染色可知ci ∈ {1, 2, · · · ,∆+1}, 其中1 ≤ i ≤ t− 1, 因此在Y中一共

有
(
∆
k

)
个元素包含ci. 又根据二部图的构造可知, d(ci) =

(
∆
k

)
, 且d(Aj) ≤ k − 1. 对任意的S ⊆ X,

都有|N(S)| ≥ d(ci) =
(
∆
k

) ≥ (
∆
1

)
= ∆ ≥ k > |S|, 由引理2.1知, B(X, Y )存在一个匹配能够饱

和X中的所有点. 那么可以选取满足f(u1x) = c1的色集合Aj , 将Aj中除c1外的其它颜色分配给

点u1及它的所有关联边.
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图 6 x在最长路上关联的块为圈

记点u1及其关联的所有的块构成的图为G1, 由归纳假设知G1存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC
f1, 不失一般性, 令Sf1(u1) = Aj , f1(u1x) = c1. 记点yi及其关联的所有块构成的图为Gi,
由归纳假设知Gi存在一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC fi, 不失一般性, 令Sf2(yi) = Ai ∈ Y \ {Aj},
f1(xyi) = ci(3 ≤ i ≤ t).

对任意z ∈ V (G) ∪ E(G), 定义图G的一个正常全染色f为

f(z) =





f
′
(z), 其它;

f1(z), z ∈ E(G1) ∪ V (G1);
⋃t

i=3 fi(z), z ∈ E(Gi) ∪ V (Gi).

在上述染色f下, {∆+2,∆+3} ⊆ Sf (x), ∆+2 ∈ Sf (y2), ∆+3 ∈ Sf (y1). 而{∆+2,∆+3} *
S(u1)∩S(y3)∩ · · · ∩S(yt), 因此u1的色集合与x, y1, · · · , yt的色集合都不同. 在f1下, G1是2-距离
点可区别的. 在fi下, 点yi与2-距离内所有点的色集合都不同, 其中i = 3, 4, · · · , t. 所以f是GT的

一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC.
情情情形形形2.2 类似的邻点x有两个时, 可设为点x1和x2, 记点xi在圈C上除u1的邻点为点yi (i =

1, 2)(如果有), 如图7所示.

图 7 u在最长路上关联的块为圈
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(i) 若x1, x2, y1, y2 均不关联块. d(x1) = d(x2) = d(y1) = d(y2) = 2, 此时点u2和um共

有d(u1) − 2 ≤ ∆ − 2个冲突点. 边u1u2的可用色有∆ + 3 − (d(u1) − 1) ≥ 4种, 点u2的可用

色有∆ + 3 − 2 = ∆ + 1种, 边u2的可用色有∆ + 3 − 2 = ∆ + 1种, 那么点u2的色集合有至

少4(∆ + 1)2种, 且4(∆ + 1)2 − (∆− 2) = 4∆2 + 7∆ + 6 > 0. 故点u2及其关联边能被合法染色,
使得点u2与xi色集合不同, 同理可证um与xi的色集合不同, 其中i = 1, · · · , k − 2.

(ii) 若x1, x2, y1, y2均关联块(块只能为圈). d(u1) ≥ 4, 点u在2-距离内至多有四个冲突
点, 即x1, x2, y1, y2. d(u1) = d(x1) = d(x2) = d(y1) = d(y2) = k ≥ 4. 由归纳假设知,
GT − Cm有一个(∆ + 3)-D(2)-VDTC f

′
. 边u1u2和u1um可用色有∆ + 3 − (d(u1) − 1) ≥ 4种.

而
(
4
2

)
=6 > 4, 所以一定存在色集合使得点u1与x1, x2, y1, y2的色集合不同. 不妨设f(u1u2) = a,

f(u1um) = b. F (u2) = {f(u1), a}, 所以u2的可用色有∆ + 1种, 又F (u2u3) = {f(u2), a},
故u2u3的可用色有∆ + 1种, 那么点u2有(∆ + 1)2种不同的色集合组合, 而点u2有至多∆− 3个冲
突点, (∆ + 1)2 − (∆− 3) = ∆2 + ∆ + 4 > 0, 所以u2和u2u3可以被合法染色, 使得u2与2-距离内
所有点的色集合不同; 同理可证点um与2-距离内所有点的色集合不同. 对于圈Cm, 现给圈Cm剩

下的点和边着色. 在GT中, ∆ ≥ d(u1) ≥ 4, 故至少可用∆ + 3 ≥ 7种颜色对圈Cm进行着色. 由引
理2.3知圈Cm存在一个5-D(2)-VDTC, 所以∆ + 3种色可以对GT进行D(2)-VDTC.

综上所述, 定理得证.
特别地, 当∆ = 3时, 由定理2.1可得到如下推论.
推推推论论论1[12] 设HT为∆ = 3的仙人掌图, 则χ2vt(HT ) ≤ 6.
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Abstract: A proper k-total coloring of G such that for any two vertices u, v ∈ V (G) with

d(u, v) ≤ 2 satisfy C(u) 6= C(v) is called a k-D(2)-vertex-distinguishing total coloring of G, where

C(u) = {f(u)} ∪ {f(uv)|uv ∈ E(G)}. The minimum number k of the coloring required is called D(2)-

vertex-distinguishing total chromatic number of G, and denoted by χ2vt(G) for short. In this paper,

applying induction as well as Hall’s theorem, the D(2)-vertex-distinguishing total colorings of a cactus

graph GT is discussed, and obtained χ2vt(GT ) ≤ ∆ + 3.

Keywords: cactus graph; Hall’s theorem; D(2)-vertex-distinguishing total coloring; D(2)-vertex-

distinguishing total chromatic number
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