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拟微分算子交换子在Campanato空间

上的有界性
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摘 要: 该文主要研究拟微分算子与Lipschitz函数生成的交换子的有界性问题, 得到
了交换子从Lebesgue空间Lp(Rn)到Campanato空间E p,λ(Rn)有界的充分条件.
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§1 引 言

设T是Calderón-Zygmund算子. Coifman等人[1]给出了T和BMO(Rn)函数b生成的交换子

[b, T ]f = bT (f)− T (bf) (1)
的Lp有界性, 其中p ∈ (1,∞). 随后, 人们研究了算子T与Lipschitz函数b ∈ Λγ(Rn)生成的交换
子[b, T ]的有界性问题. 回顾γ阶齐型Lipschitz空间Λγ(Rn)的定义.

定定定义义义1.1[2] 当0 < γ < 1时, 称满足条件

‖b‖Λγ(Rn) = sup
x,y∈Rn

x6=y

|b(x)− b(y)|
|x− y|γ < ∞ (2)

的函数b构成的空间为γ阶齐型Lipschitz空间, 记为Λγ(Rn).
当b ∈ Λγ(Rn)时, Janson[3]指出[b, T ]是Lp(Rn)空间到Lq(Rn)空间上的有界线性算子, 其

中1 < p < q < ∞, γ = n(1/p − 1/q). Paluszyński[4]获得了p ∈ (1,∞)时, [b, T ]从Lp(Rn)空间
到Tribel-Lizorkin空间上的有界性估计. Lu等人[5]得到了[b, T ]在Hardy型空间上的有界性, 其
中p ∈ (n/(n + γ), 1). Zhang等人[6]证明了p ∈ (1,∞)时, [b, T ]从Lp(Rn)空间到Campanato空
间E p,λ(Rn)上的有界性, 其中−n/p ≤ λ < 0且0 < γ = λ + n/p < 1. 这里Campanato空
间E p,λ(Rn)定义如下.

定定定义义义1.2[6] 设1 ≤ p < ∞,−n/p ≤ λ < 1. 称满足

‖f‖E p,λ(Rn) = sup
B

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|f(x)− fB |pdx

)1/p

< ∞ (3)
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的函数f ∈ Lp
loc(R

n)构成的空间为Campanato空间, 记为E p,λ(Rn). 其中, 上确界遍取所有的
球B ⊂ Rn, fB = 1

|B|
∫

B
f(x)dx.

定定定义义义1.3[7] 称Rn × Rn上的光滑函数a(x, ξ) ∈ Sm
ρ,δ(R

n), 如果对于任意多重指标α, β ∈
Nn和实数m, 存在常数Cα,β , 成立

|∂α
x ∂β

ξ a(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|β|+δ|α|. (4)
其中0 < ρ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1. 设a(x, ξ) ∈ Sm

ρ,δ(R
n), 则对任意具有紧支撑的无穷可微函

数f ∈ C∞0 (Rn), 拟微分算子

Tf(x) =
∫

Rn

a(x, ξ)e2πix·ξ f̂(ξ)dξ. (5)

其中f̂是函数f的Fourier变换. 象征a(x, ξ)属于Sm
ρ,δ(R

n)的拟微分算子全体记为L m
ρ,δ.

记S (Rn)和S ′(Rn)分别为Schwartz函数空间及其对偶空间. 由文献[8-9]可知, 拟微分算
子T ∈ L m

ρ,δ是C∞0 (Rn)到C∞(Rn)上的连续线性算子, 因而具有S ′(Rn ×Rn) 上的分布核

K(x, y) = lim
ε→0

∫

Rn

e2πi(x−y)·ξa(x, ξ)ψ(εξ)dξ. (6)

(6)的极限在S ′意义下收敛且与ψ ∈ C∞0 (Rn)的选取无关[10]. 拟微分算子T ∈ L m
ρ,δ可由分布

核K(x, y)表示为[8]

Tf(x) =
∫

Rn

K(x, y)f(y)dy. (7)

类似于经典的奇异积分算子交换子, 人们广泛研究了拟微分算子T ∈ L m
ρ,δ与BMO(Rn)函

数b生成的交换子[b, T ]的Lp有界性[11-16]和加权Lp有界性[17-21]. 此外, 文献[22]得到了交换
子[b, T ]的双权型估计. 文献[23]指出, 存在BMO(Rn)空间的一个非平凡子空间, 当函数b属于

这个子空间时, [b, T ]是加权Hardy空间到加权Lebesgue空间上的有界线性算子.

本文研究拟微分算子交换子[b, T ]从Lebesgue空间Lp(Rn)到Campanato空间E p,λ(Rn)上的
有界性问题, 其中T ∈ L m

ρ,δ, b ∈ Λγ(Rn). 本文的主要结果如下.

定定定理理理1.1 给定满足条件0 < ρ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1, −(n + 1) < m ≤ −(n + 1)(1 − ρ)的实
数ρ, δ和m. 定义ε = min{1, (1 + m + n)/ρ}, 则当0 < γ = λ + n/p < 1且−n/p < λ < ε时, 拟微
分算子交换子[b, T ]是Lp(Rn)到E p,λ(Rn)空间上的有界算子. 即存在常数C > 0, 使得

‖[b, T ]f‖E p,λ(Rn) ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn). (8)
其中T ∈ L m

ρ,δ, b ∈ Λγ(Rn). 进一步地, m的容许范围可延拓到[22] m ≤ −(n + 1)(1− ρ).

本文约定, C表示与主要参量无关的常数且会随上下文变化. 设A是一个Lebesgue可测
集, 则|A|和χA分别表示A 的Lebesgue测度和特征函数. Rn 中球心在点x, 半径为r的球B记

为B = B(x, r). 当t > 0时, tB = B(x, tr).

§2 几个引理
设0 < p < ∞, 称Rn上满足

‖f‖Lp(Rn) =
(∫

Rn

|f(x)|pdx

)1/p

< ∞ (9)

的Lebesgue可测函数f(x)全体为Lp空间, 记为Lp(Rn). 拟微分算子T ∈ L m
ρ,δ有下述Lp有界性.

引引引理理理2.1[24] 给定满足条件0 < ρ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1, m < −n(1−ρ)|1/p−1/2|+max{0, n(ρ−
δ)/2}的实数ρ, δ和m. 则当1 < p < ∞时, 拟微分算子T ∈ L m

ρ,δ是Lp(Rn)空间上的有界算子.
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显然, 满足引理2.1条件的m自然满足定理1.1的条件. 文献[8]指出, m ≤ −n(1 − ρ)|1/p −
1/2|是Sharp的, 这个结论称为Hardy-Littlewood-Hirschman-Wainger不等式.

下面的引理给出了拟微分算子T ∈ L m
ρ,δ的分布核K(x, y)的估计.

引引引理理理2.2[22] 给定满足条件0 < ρ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1, −(n + 1) < m ≤ −(n + 1)(1 − ρ)的
实数ρ, δ和m. 设拟微分算子T ∈ L m

ρ,δ的分布核为K(x, y), 则对每一个x ∈ B = B(x0, r)和任意
的y ∈ 2j+1B \ 2jB, 存在常数C > 0使得

|K(x, y)−K(x0, y)| ≤ C2−jε/|2jB|, (10)
其中ε = min{1, (1 + n + m)/ρ}.

接下来给出Lipschitz函数b的相关性质.

引引引理理理2.3[3] 设b ∈ Λγ(Rn), 0 < γ < 1. 则对任意的1 ≤ p < ∞有
‖b‖Λγ(Rn) ≈ sup

B

1
|B|γ/n

(
1
|B|

∫

B

|b(x)− bB |pdx

)1/p

≈ sup
B

1
|B|γ/n

‖b− bB‖L∞(B), (11)

其中, 上确界遍取所有的球B ⊂ Rn.

引引引理理理2.4[3] 设b ∈ Λγ(Rn), 0 < γ < 1. 则对Rn中任意的球B和B′, 当B′ ⊂ B时有

|bB′ − bB | ≤ C‖b‖Λγ(Rn)|B|γ/n. (12)

§3 定理1.1的证明

定定定理理理1.1的的的证证证明明明 任给f ∈ Lp(Rn). 要证交换子[b, T ]从Lp(Rn)到E p,λ(Rn)空间的有界性,
只要证

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− ([b, T ]f)B |pdx

)1/p

≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn) (13)

对所有的球B ⊂ Rn成立. 为此, 对任意的实数c̃, 由Minkowski不等式和Hölder不等式可得
1

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− ([b, T ]f)B |pdx

)1/p

≤

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

+
1

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|([b, T ]f)B − c̃|pdx

)1/p

=

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

+
1

|B|λ/n
|([b, T ]f)B − c̃| ≤

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

+
1

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|dx

)
≤

1
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

+
1

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

=

2
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

.

(14)

记B = B(x0, l), 对f作分解: f := f1 + f2, 其中f1 = fχ2B . 由于
[b, T ]f(x) = (b− bB)Tf(x)− T ((b− bB)f1)(x)− T ((b− bB)f2)(x),
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于是
2

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|[b, T ]f(x)− c̃|pdx

)1/p

≤ 2
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|(b(x)− bB)Tf(x)|pdx

)1/p

+

2
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|T ((b− bB)f1)(x)|pdx

)1/p

+

2
|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|T ((b− bB)f2)(x) + c̃|pdx

)1/p

:= I1 + I2 + I3.

(15)

注意到1 < p < ∞且0 < γ = λ + n/p < 1. 对于I1, 由引理2.3和拟微分算子的Lp有界性可得

I1 =
2

|B|λ/n+1/p

(∫

B

|(b(x)− bB)Tf(x)|pdx

)1/p

≤

2
|B|γ/n

‖b− bB‖L∞(B)

(∫

B

|Tf(x)|pdx

)1/p

≤

C‖b‖Λγ(Rn)‖Tf‖Lp(Rn) ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn).

(16)

对于I2, 依次利用拟微分算子的Lp有界性以及引理2.3和引理2.4, 可得

I2 =
2

|B|λ/n+1/p

(∫

B

|T ((b− bB)f1)(x)|pdx

)1/p

≤
C

|B|γ/n
‖T ((b− bB)f1)‖Lp(Rn) ≤

C

|B|γ/n
‖(b− bB)f1‖Lp(Rn) =

C

|B|γ/n

(∫

2B

|(b− bB)f(x)|pdx

)1/p

≤

C

|B|γ/n

[(∫

2B

|(b− b2B)f(x)|pdx

)1/p

+
(∫

2B

|(b2B − bB)f(x)|pdx

)1/p
]
≤

C

|B|γ/n

(‖b− b2B‖L∞(2B) + |b2B − bB |
) ‖f‖Lp(2B) ≤

C

|B|γ/n

(
‖b‖Λγ(Rn)|2B|γ/n + C‖b‖Λγ(Rn)|2B|γ/n

)
‖f‖Lp(Rn) ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn).

(17)

取c̃ = −(T ((b− bB)f2))B . 则

|T ((b− bB)f2)(x) + c̃| ≤ 1
|B|

∫

B

|T ((b− bB)f2)(x)− T ((b− bB)f2)(y)|dy. (18)

于是, 对每一个x, y ∈ B = B(x0, l)和任意的z ∈ 2j+1B \ 2jB, 由引理2.2可知

|T ((b− bB)f2)(x)− T ((b− bB)f2)(y)| ≤
∫

Rn\2B

|K(x, z)−K(y, z)||b− bB ||f(z)|dz ≤
∞∑

j=1

∫

2j+1B\2jB

|K(x, z)−K(y, z)||b− bB ||f(z)|dz ≤ C
∞∑

j=1

2−jε

|2jB|
∫

2j+1B

|b− bB ||f(z)|dz.

因此

I3 =
2

|B|λ/n

(
1
|B|

∫

B

|T ((b− bB)f2)(x) + c̃|pdx

)1/p

≤

2
|B|λ/n

{
1
|B|

∫

B

[
1
|B|

∫

B

|T ((b− bB)f2)(x)− T ((b− bB)f2)(y)|dy

]p

dx

}1/p

≤
(19)
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2
|B|λ/n





1
|B|

∫

B


 1
|B|

∫

B


C

∞∑

j=1

2−jε

|2jB|
∫

2j+1B

|b− bB ||f(z)|dz


 dy




p

dx





1/p

≤

C

|B|λ/n

∞∑

j=1

2−jε

|2jB|
(∫

2j+1B

|b− b2j+1B ||f(z)|dz +
∫

2j+1B

|b2j+1B − bB ||f(z)|dz

)
:=

I31 + I32.

对于I31, 由Hölder不等式和引理2.3可得

I31 ≤ C

|B|λ/n

∞∑

j=1

2−jε

|2jB|
(∫

2j+1B

|b− b2j+1B |p
′
dz

)1/p′ (∫

2j+1B

|f(z)|pdz

)1/p

≤

C

|B|λ/n

∞∑

j=1

2−jε

|2jB| ‖b‖Λγ(Rn)|2j+1B|γ/n+1/p′‖f‖Lp(Rn) ≤

C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn)

∞∑

j=1

2j(λ−ε) ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn).

(20)

其中1/p + 1/p′ = 1. 显然(20)在满足0 < γ = λ + n/p < 1和λ < ε的条件下成立. 对于I32, 由引
理2.4和Hölder不等式可知

I32 ≤ C

|B|λ/n

∞∑

j=1

2−jε

|2jB| ‖b‖Λγ(Rn)|2j+1B|γ/n

∫

2j+1B

|f(z)|dz ≤

C

|B|λ/n

∞∑

j=1

2−jε

|2jB| ‖b‖Λγ(Rn)|2j+1B|γ/n

(∫

2j+1B

|f(z)|pdz

)1/p

|2j+1B|1−1/p ≤ (21)

C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn)

∞∑

j=1

2j(λ−ε) ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn).

同理(21)在满足0 < γ = λ + n/p < 1和λ < ε的条件下成立. 由(20)和(21)可知
I3 ≤ C‖b‖Λγ(Rn)‖f‖Lp(Rn). (22)

综合I1, I2和I3的估计, 定理1.1得证.
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Boundedness of commutators of pseudodifferential operators on
Campanato spaces

DENG Yu-long, YANG Si-yu

(School of Mathematics Science, Changsha Normal University, Changsha 410100, China)

Abstract: This paper focuses on the boundedness of the commutators generated by pseudodiffer-

ential operators and Lipschitz functions, and establishes a sufficient condition such that these operators

are bounded from Lebesgue spaces Lp(Rn) into Campanato spaces E p,λ(Rn).
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