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解
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摘 要: 该文研究边界条件含有谱参数Sturm-Liouville算子逆结点问题及其数值
解, 得到此算子逆结点问题的唯一性定理. 将第n个特征函数的结点作为输入数据,
用Legendre小波法求解此微分算子势函数的近似解, 数值解的例子表明这种算法是有
效的.
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§1 引 言

边界条件含有谱参数的Sturm-Liouville算子(以下简称S-L型算子)L := L(q,∞, a)定义为

lu := −u′′ + q(x)u = ρ2u, 0 < x < 1, (1)

u(0, ρ) = 0 = au′(1, ρ) + ρu(1, ρ). (2)

其中a 6= 0, a ∈ R和q(x)为[0, 1]上的实值可积函数.
参数边界条件下微分算子来源于核物理、数学、量子力学等(参见文献[1-4]). 李翊神[1]利

用散射量子理论证明了一组边条件所对应的特征值就能唯一确定算子L的势函数q(x), 并给出
反例子证明当a = 0时一组边条件所对应的特征值不能确定势函数q(x), 同时给出求q(x)的方
法. Hochstadt[2]研究了更一般参数边界条件下S-L型算子反问题, 在一定的条件下, 先证明了算
子L的每个特征值是实的、简单的, 给出了特征函数展开定理，他还证明了算子L中的李-定理
和经典的S-L算子L0中的Borg定理[5]是等价的.

经典的S-L算子L0 := L(q, h, H)具有形式{
ly := −y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < 1,

y′(0, λ)− hy(0, λ) = 0 = y′(1, λ) + Hy(1, λ), h, H ∈ R ∪ {∞}, λ = ρ2.
(3)
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经典的S-L算子L0谱理论经过一百多年发展, 取得了丰富成果, 但它仍然是微分算子谱理
论的热点问题之一(见[4-13]或其他文献). 人们可以通过实验直接测量特征函数零点(结点), 经
典的S-L算子逆结点问题就是通过特征函数的结点重新构造这个算子. McLaughlin[6]首次研

究Dirichlet边界条件下S-L算子L0的逆结点问题并证明了该算子的势函数与它的积分均值差由

它的结点集唯一确定, 与此同时沈照亮[7]和Hald, McLaughlin[8]也研究了这类问题. 杨雪峰[9]研

究部分逆结点问题, 利用Gesztesy-Simon定理[10]，他证明了[b, 1]上强稠定结点集, 0 < b < 1/2,
唯一确定q(x)− ∫ 1

0
q(t)dt, h, H, 这项成果发展和延伸了Mclaughlin[6]和Hald, McLaughlin[8]的研

究成果, 他还提出两个公开问题. 郑颜修、罗春光与蔡志贤[11]用孪生-稠定结点集替代强稠定结
点集(见定义2.1), 得到唯一性定理. 一般来说(0, 1)上孪生-稠定结点集含有算子的结点个数是
非常少的. 之后研究者们用孪生-稠定结点集概念研究微分算子部分逆结点问题. 郭永霞与魏广
生[12]证明[a, b]上, a < 1/2 < b, 孪生-稠定结点集唯一确定q(x) − ∫ 1

0
q(t)dt, h, H, 有意思的是：

在一定的条件下，区间[a, b]的长度b − a可以任意小; 杨传富[13]给出了杨雪峰[9]的两个公开问

题的解答; 王於平和Yurko[14]研究了含有不连续条件S-L算子的部分逆结点问题并给出了杨雪
峰[9]的第二个公开问题的解答. 值得注意的是这些唯一性定理通常是超定的, 有待于进一步改
进. 最近几年, 研究者们用数值计算方法, 研究微分算子的逆结点问题数值解, 得到一些有意义
的结果(见[15-17]或其他文献).

Rashed[18]用Chebyshev插值法求积分-微分方程和积分方程近似解, 他还证明了Chebyshev
插值法计算这类方程的近似解是有效的. Maleknejad, Saeedipoor, Dehbozorgi[19]用Legendre小
波法求第一类Fredholm积分方程的近似解.

本文研究算子L逆结点问题及其数值解. §2介绍基本理论, §3得到算子L逆结点问题唯一性

定理, 并用Legendre小波法研究算子L势函数的近似解.

§2 预备知识
设S(x, ρ), C(x, ρ), ψ(x, ρ)分别为方程(1)的解且满足初值条件[4]

S(0, ρ) = C ′(0, ρ) = 0, C(0, ρ) = S′(0, ρ) = 1, ψ(1, ρ) = a, ψ′(1, ρ) = −ρ.

则

ψ(x, ρ) = aC(1− x, ρ) + ρS(1− x, ρ).
当|ρ| À 1时, 满足下面的渐近式[4]

S(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+ O

(
eτx

ρ2

)
, 0 < x ≤ 1, (4)

S′(x, ρ) = cos ρx + O
(

eτx

ρ

)
, 0 < x ≤ 1, (5)

ψ(x, ρ) =
√

1 + a2 sin (ρ(1− x) + ϕ0) + O
(

eτ(1−x)

ρ

)
, 0 ≤ x < 1,

ψ′(x, ρ) = −
√

1 + a2ρ cos (ρ(1− x) + ϕ0) + O
(
eτ(1−x)

)
, 0 ≤ x < 1,

其中τ = |Imρ|, ϕ0 = arctan a. 算子L的示性函数∆(ρ)定义为

∆(ρ) := 〈ψ, S〉(x, ρ),

其中〈ψ, S〉(x, ρ) := ψ(x, ρ)S′(x, ρ) − ψ′(x, ρ)S(x, ρ), 称为ψ和S的Wronski行列式, 则∆(ρ)的值
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与x无关, 并且满足
∆(ρ) = aS′(1, ρ) + ρS(1, ρ) = ψ(0, ρ). (6)

示性函数∆(ρ)的所有零点与算子L的特征值是一致的. 它可能含有一些复值特征值或重根, 但
当|n| À 1时, 所有特征值都是实的、简单的. 所以存在自然数k0使得当|n| ≥ k0时, 所有特征值
都是实的、简单的. 记指标集A := {±0,±1,±2, · · · }. 令σ(L) = {ρn}n∈A表示算子L的所有特

征值集合. 由(4)-(6)得, 当|ρ| À 1时,

∆(ρ) =
√

1 + a2 sin (ρ + ϕ0) + O
(

eτ

ρ

)
.

当|n| À 1时, 特征值的渐近式为[1]

ρn = nπ − ϕ0 +
ω

nπ
+ o

(
1
n

)
:= ρn0 + o

(
1
n

)
, n ∈ A,

其中ρn0 := nπ − ϕ0 + ω
nπ , ω := ϕ0 +

1
2

∫ 1

0

q(x)dx.

当|n| ≥ k0时, 实特征值ρn对应的特征函数S (x, ρn)也是实值的. 直接计算, 得到下面引
理2.1-引理2.2.

引理2.1 特征函数S (x, ρn)恰好有|n| − 1个零点xj
n ∈ (0, 1), 满足

0 < x1
n < x2

n < · · · < xn−1
n < 1, 当n > 0时,

0 < x−1
n < x−2

n < · · · < xn+1
n < 1, 当n < 0时

和

xj
n =

jπ

nπ − ϕ0
+

1
2 (nπ − ϕ0)

2

∫ xj
n

0

q(t)dt− jωπ

(nπ − ϕ0)
3 + O

(
1
n3

)
, (7)

且关于j, j = 1, 2, · · · , n− 1, n > 0, j = −1,−2, · · · , n + 1, n < 0, 一致地成立.

引理2.2 令ljn := xj+1
n − xj

n表示结点区间[xj
n, xj+1

n ]的长度, 则

ljn =
π

nπ − ϕ0
+ o

(
1
n2

)
. (8)

令

X := X+

⋃
X−, X+ :=

∞⋃

n=k0

{
xj

n

}n−1

j=1
, X− :=

−k0⋃
n=−∞

{
xj

n

}−1

j=n+1
.

称X为算子L的结点集, X+, X−在[0, 1]上都是稠定的.

§3 主要结果
在这一节, 先建立算子L逆结点问题唯一性定理, 然后研究算子L逆结点问题势函数数值解

并给出数值解的例子.

根据结点的渐近式, 得到下面的定理.

性质3.1 设X0 ⊆ X是[0, 1]上的稠定结点子集. 对于每个固定的x ∈ [0, 1], 选取一列结
点

{
x

jnk
nk

}
⊆ X0, 使得 lim

|nk|→∞
x

jnk
nk = x, 则

ϕ0 := π lim
|nk|→∞

nk

(
nkl

jnk
nk − 1

)
, (9)

f(x) := lim
|nk|→∞

[
2 (nkπ − ϕ0)

2
x

jnk
nk − 2 (nkπ − ϕ0) jnk

π
]

=
∫ x

0

q(t)dt− 2ωx. (10)
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证 由(8)得

ljk
nk

=
1

nk(1− ϕ0
nkπ )

+ o
(

1
n2

k

)
=

1
nk

+
ϕ0

n2
kπ

+ o
(

1
n2

k

)
.

所以ϕ0 = π lim
|nk|→∞

nk

(
nkl

jnk
nk − 1

)
成立. 由(7)得

f(x) = lim|nk|→∞
[
2 (nkπ − ϕ0)

2
x

jnk
nk − 2 (nkπ − ϕ0) jnk

π
]

=

lim|nk|→∞
(∫ xj

n

0
q(t)dt− 2jωπ

nπ−ϕ0
+ o(1)

)
=

∫ x

0
q(t)dt− 2ωx.

得到下面唯一性定理.

定理3.1 设X0 ⊆ X是区间[0, 1]上稠定结点集, 则X0能唯一确定算子L的系数

(q(x)− ∫ 1

0
q(t)dt, a).

证证证 对于每个固定的x ∈ [0, 1], 选取一列结点
{

x
jnk
nk

}
⊆ X0 使得 lim

|nk|→∞
x

jnk
nk = x. 根

据(9)和(10), 计算ϕ0和f(x). 重构系数a为a = tan ϕ0. 对(10)两边求导, 可得重构函数

q(x)−
∫ 1

0

q(t)dt
a.e.= f ′(x) + 2ϕ0, ∀x ∈ [0, 1].

为了方便, 用L̃表示与L具有相同类型且具有不同系数的另外一个算子. 如果用γ表示与L相

关的元素, 则相应的γ̃表示与L̃相关的类似的元素. 由定理3.1得到

推论3.1 设X0 = X̃0, 则

q(x)−
∫ 1

0

q(t)dt
a.e.= q̃(x)−

∫ 1

0

q̃(t)dt, 且 a = ã.

为了方便, 下面总设n > 0. 注意到特征函数具有下面渐近式(参考文献[9,11-13])

S
(
xj

n, ρn

)
=

sin
(
ρnxj

n

)

ρn
− cos

(
ρnxj

n

)

ρ2
n

∫ xj
n

0

q(t) sin2 (ρnt) dt +
sin

(
ρnxj

n

)

2ρ2
n

∫ xj
n

0

q(t) sin (2ρnt) dt + O
(

1
ρ3

n

)
.

由于结点xj
n, j = 1, 2, · · · , n− 1,是第n个特征函数S (x, ρn)的零点, 所以

S
(
xj

n, ρn

)
= 0, j = 1, 2, · · · , n− 1.

即

sin
(
ρnxj

n

)

ρn
− cos

(
ρnxj

n

)

ρ2
n

∫ xj
n

0

q(t) sin2 (ρnt) dt+
sin

(
ρnxj

n

)

2ρ2
n

∫ xj
n

0

q(t) sin (2ρnt) dt+O
(

1
ρ3

n

)
= 0.

(11)

当n À 1时, 方程(11)左边后2项都是o
(

1
ρ2

n

)
, 且

cos
(
ρnxj

n

)

ρ2
n

∫ xj
n

0

q(t) sin2 (ρnt) dt = O
(

1
ρ2

n

)
.

由(11)得sin(ρnxj
n) = O

(
1
ρn

)
且cos(ρnxj

n) ' 1. 所以

∫ xj
n

0

q(t) sin2(ρn0t)dt = ρn0 tan(ρn0x
j
n) + O

(
1
n

)
,

即 ∫ xj
n

0

q(t) sin2(ρn0t)dt ∼= ρn0 tan(ρn0x
j
n). (12)
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用Legendre多项式作为基本函数近似势函数q(t), 并将积分方程(12)转换为线性方程组(14), 求
出q(t)的近似解.

3.1 Legendre小波法

对于任何正整数k, Legendre小波[17]在区间[0, 1)上定义为

ξl,m(t) =





2
k
2

√
m + 1

2Lm

(
2kt− 2l + 1

)
, t ∈

[
2l − 2

2k
,
2l

2k

)
,

0, 其他,

其中l = 1, 2, · · · , 2k−1, m = 0, 1, · · · ,M − 1. 这里Lm(t)是m次的Legendre多项式, 通过以下递
推公式确定.

L0(t) = 1, L1(t) = t,

Lm+1(t) =
2m + 1
m + 1

tLm(t)− m

m + 1
Lm−1(t), m = 1, 2, 3, · · · .

当n À 1时, 通过Legendre小波法来近似势函数q(t), 并且有

q(t) ∼=
2k−1∑

l=1

M−1∑
m=0

cl,mξl,m(t)− c2k−1,M−1ξ2k−1,M−1(t) = CTΨ(t). (13)

其中C和Ψ(t)是(2k−1M−1)×1列向量C = [c1,0, · · · , c1,M−1, c2,0, · · · , c2,M−1, · · · , c2k−1−1,0, · · · ,

c2k−1−1,M−1, c2k−1,0, · · · , c2k−1,M−2]T, Ψ(t) = [ξ1,0(t), · · · , ξ1,M−1(t), ξ2,0(t), · · · , ξ2,M−1(t), · · · ,

ξ2k−1−1,0(t), · · · , ξ2k−1−1,M−1(t), ξ2k−1,0(t), · · · , ξ2k−1,M−2(t)]T.

根据文献[17, 19]的结果, 得到

q(t) =
∞∑

l=1

∞∑
m=0

cl,mξl,m(t),

其中cl,m = 〈q, ξl,m〉L2[0,1], l = 1, 2, · · · . 令

qk,M (t) :=
2k−1∑

l=1

cl,mξl,m(t)− c2k−1,M−1ξ2k−1,M−1(t) = CTΨ(t).

文献[17]给出近似解qk,M (t)与q(t)的误差估计.

定理3.2[17] 设q ∈ C(M)[0, 1]是[0, 1]上实值函数, 则qk,M (t)是q(t)的近似解且具有误差估

计||q(t)− qk,M (t)||2 ≤ γ
√

π

( 2k−1

π )MM !
√

2M + 1
, k > 2, 其中γ = maxt∈[0,1] |q(M)(t)|.

将式(13)代入(12), 得到
2k−1∑

l=1

M−1∑
m=0

cl,m

∫ xj
n

0

ξl,m(t)sin2(ρn0t)dt− c2k−1,M−1

∫ xj
n

0

ξ2k−1,M−1(t)sin
2(ρn0t)dt ∼=

ρn0 tan(ρn0x
j
n),

其中n > k0, j = 1, 2, · · · , n − 1. 给定第n个特征函数结点
{
xj

n

}n−1

j=1
, 算子L逆结点问题的数值解

可以通过以下步骤计算:

算法1

1◦ 选定k, M . 设n = 2k−1M , k, M À 1.

2◦ 通过下面的线性方程计算未知向量C:

AC = B, (14)
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其中

A =




a1
1,0 · · · a1

1,M−1 a1
2,0 · · · a1

2,M−1 · · · a1
2k−1−1,0

· · · a1
2k−1−1,M−1

a1
2k−1,0

· · · a1
2k−1,M−2

a2
1,0 · · · a1

1,M−1 a2
2,0 · · · a2

2,M−1 · · · a2
2k−1−1,0

· · · a2
2k−1−1,M−1

a2
2k−1,0

· · · a2
2k−1,M−2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a
n−1
1,0 · · · a

n−1
1,M−1 a

n−1
2,0 · · · a

n−1
2,M−1 · · · a

n−1
2k−1−1,0

· · · a
n−1
2k−1−1,M−1

a
n−1
2k−1,0

· · · a
n−1
2k−1,M−2


 ,

aj
l,m =

∫ xj
n

0

ξl,m(t)sin2(ρn0t)dt, ρn0 = nπ − ϕ0 +
ω

nπ
, l = 1, 2, · · · , 2k−1, m = 0, 1, · · · ,M − 1,

j = 1, 2, · · · , n− 1, 且

B =
(
ρn0 tan(ρn0x

1
n), ρn0 tan(ρn0x

2
n), · · · ρn0 tan(ρn0x

n−1
n )

)T
.

3◦ 用公式[q (ti)] = CTΦ求近似值q (ti) , i = 1, 2, · · · , n− 1, 其中

ti =
2i− 1

2n
, i = 1, 2, · · · , n− 1, Φ =

[
ξ

(
1
2n

)
, ξ

(
3
2n

)
, · · · , ξ

(
2n− 3

2n

)]
.

3.2 数值例子

根据上面的算法, 用Legendre小波法计算势函数q(x)的近似解. 同时给出几个数值的例子证
明数值计算方法的有效性. 使用Matlab软件来实现算法并给出图像, 便于直观观察.

例3.1 设势函数q(x) = cos (2πx), 则
∫ 1

0
q(t)dt = 0. 设结点xj

n, j = 1, 2, · · · , 23, n = 24时的
数值如表1所示.

表 1 当k = 4, M = 3, n = 24时, 结点数值

j 1 2 3 4 5 6

xj
n 0.041717383 0.083434270 0.125150198 0.166864770 0.208577682 0.250288743

j 7 8 9 10 11 12

xj
n 0.291997888 0.333705183 0.375410821 0.417115108 0.458818441 0.500521285

j 13 14 15 16 17 18

xj
n 0.542224134 0.583927486 0.625631802 0.667337478 0.709044818 0.750754010

j 19 20 21 22 23

xj
n 0.792465119 0.834178075 0.875892685 0.917608642 0.959325547

表1中结点是逆结点问题数值解中的输入数据. 由表1中的数值可以计算得a ' 1. 应
用Legendre小波法, 得到势函数q的数值, 计算得精确解和数值解, 然后计算出两者的绝对误
差(见表2).

表 2 当k = 4, M = 3, n = 24时, 绝对误差

ti 0.02083 0.06250 0.10417 0.14583 0.18750 0.22917

绝对误差 0.00831 0.00810 0.00776 0.00839 0.00801 0.00739

ti 0.27083 0.31250 0.35417 0.39583 0.43750 0.47917

绝对误差 0.00824 0.00820 0.00760 0.00832 0.00846 0.00796

ti 0.52083 0.56250 0.60417 0.64583 0.68750 0.72917

绝对误差 0.00842 0.00821 0.00799 0.00826 0.00776 0.00691

ti 0.77083 0.81250 0.85417 0.89583 0.93750

绝对误差 0.00901 0.00616 0.01462 0.00199 0.01627

当k = 4,M = 3, k = 4,M = 5和k = 4,M = 7时, 图1是精确解和数值解及计算出两者的绝
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对误差.

图 1 k = 4, M = 3, 5, 7时, 例3.1中q(x)的精确值和近似值及q(x)精确解和数值解的绝对误差

从图1可以看出随着n增大, q(x)的精确值和近似值的绝对误差变小, 它们证明了本文的数值
解法是有效的.

致谢 作者衷心感谢审稿人耐心细致的工作和宝贵建议, 这些建议提高了本文的质量.
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Abstract: The inverse nodal problem and its numerical solutions for the Sturm-Liouville operator

with one boundary condition having the spectral parameter are studied in this paper. The uniqueness

theorem for the inverse nodal problem for this operator is firstly established. Then, by using the nodal

points of the n-th eigenfunction as input data, approximation solutions for potential function of this

operator by Legendre wavelet method are obtained. The numerical example shows that the numerical

algorithm is valid.
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