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摘 要: 该文建立了具有Hill型感染率和CTL自我增殖的病毒动力学模型. 文中得到
了决定系统动力学性态的阈值, 并通过构造Lyapunov函数研究分析了系统的全局稳定
性. 同时通过敏感性分析进一步发现CTL自我增殖率、病毒的感染率和胞内繁殖能力
是影响病毒阈值的重要参数. 此外, 数值结果表明: 相较于Hill型感染率, CTL自我增
殖率会对病毒感染的严重程度产生更大影响. 当CTL自我增殖率较低时, 个体会发展
至具有高病毒载量和高比例感染细胞的稳定态; 而当CTL自我增殖率较高时, 只有具
有高感染率和高繁殖力的病毒才能在宿主内持续生存.
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§1 引 言

病毒感染已成为威胁全球人类健康的主要问题之一. 不同类型的病毒, 如乙型肝炎病
毒(HBV)、丙型肝炎病毒(HCV)、人类免疫缺陷病毒(HIV)和2019新型冠状病毒(2019-nCoV),
对世界公共卫生和经济造成了严重损害[1-2]. 人们为了解病毒的发展和传播规律做了大量工作,
研究发现大多数病毒都没有能力进行自我繁殖, 而是通过感染宿主靶细胞实现在靶细胞内的寄
生, 之后会依靠靶细胞内的营养物质完成增殖, 当病毒达到一定数量后诱导靶细胞裂解死亡, 释
放出大量游离的病毒粒子, 而被感染的靶细胞会刺激机体激活细胞毒性T淋巴细胞(CTL), 激活
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的CTL通过分泌各种细胞因子杀死被感染的靶细胞[3]. 为更好地了解病毒和免疫系统间的相互
作用, 诸多学者建立了各类数学模型进行动力学研究, 也取得了丰富的研究成果[4-13].

但是目前多数研究采用了双线性的感染率来描述病毒对靶细胞的感染[9-13], 临床研究表明
非线性的感染率比双线性的感染率更为合理, 例如当病毒量比较大时, 病毒粒子会产生拥挤效
应[14-15]; 而当靶细胞的数量较多时, 病毒感染率就趋向于一个常数[16], 因此本文考虑采用Hill型
的非线性感染率函数描述病毒对靶细胞的感染. 此外, 免疫在病毒感染动力学中起着十分重要
的作用, 特别是最近的研究表明, CTL免疫细胞除了会被感染细胞刺激激活外, 自身的增殖也
不容忽视[17], 而大多数模型没有考虑这一因素. 因此基于以上考虑, 构建了包含Hill型感染率
和CTL自我增殖作用的病毒动力学模型

T ′ =s− µT T − βTnV

Tn + an
,

I ′ =
βTnV

Tn + an
− (µI + d)I − cIL,

V ′ =pI − µV V,

L′ =qIL + rL

(
1− L

K

)
− µLL,

(1)

其中T (t), I(t), V (t), L(t)分别表示t时刻易感细胞, 感染细胞, 游离的病毒粒子以及CTL免疫细胞
的浓度. s表示易感细胞的产生速率, βT nV

T n+an表示Hill型感染率函数, 其中n(> 0)为Hill常数, a为

半饱和常数, µT , µI , µV , µL分别表示易感细胞, 感染细胞, 病毒粒子以及CTL的自然死亡率, d表

示感染细胞的裂解死亡率, p表示感染细胞裂解释放出病毒粒子的平均数量, qIL表示CTL受感
染细胞刺激后的产生速率, rL

(
1− L

K

)
表示CTL的自我增殖.

§2 预备知识

本节给出系统(1)解的正性和有界性.

定定定理理理2.1 R4
+ = {(T, I, V, L)|T, I, V, L > 0}, 对于任意给定初值(T (0), I(0), V (0), L(0)) ∈

R4
+, 当t > 0时, 系统(1)的解(T (t), I(t), V (t), L(t)) ∈ R4

+, 且最终一致有界.

证证证 因为L = 0是系统(1)的常数解, 由初值问题解的唯一性和连续依赖性可知: L(t) > 0对
所有的t > 0成立. 下面证明当t > 0时T (t), I(t)和V (t)均为正. 不妨假定T (t)并不始终为正, 则存
在一个t1使得

t1 = inf{t|T (t) = 0, t > 0}.
由系统(1)的第一个方程可知T ′(t1) = s > 0. 因此T (t) < 0对t ∈ (t1 − ε, t1)成立, 其中ε为任意充

分小的正常数. 这与t1的定义矛盾, 所以T (t)在t > 0时始终为正.

对于I(t)和V (t), 由于T (t)在t > 0时始终为正, 利用系统(1)的第二个方程可知当I(t) = 0时,
I ′(t)与V (t)符号相同. 类似地, 利用系统(1)的第三个方程可得: 当V (t) = 0时, V ′(t)与I(t)符号
相同. 假设t2是第一个使V (t)到达0的时刻, 而I(t2) > 0, 根据系统(1)的第三个方程得V ′(t2) =
pI(t2) > 0. 矛盾. 类似地, 若t3是第一个使I(t)到达0的时刻, 而V (t3) > 0, 由系统(1)的第二
个方程也可导出矛盾. 因此I(t)和V (t)必须同时到达0, 根据系统(1)的第二和第三个方程易
得I(t)和V (t)同时到达0后则保持在0, 从而I(t)和V (t)非负. 进一步, 利用常数变易法对系统(1)的
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第二和第三个方程求解可得

I(t) =e
∫ t
0 −(µI+d+CL(ξ))dξ

(
I(0) +

∫ t

0

β[T (θ)]nV (θ)
[T (θ)]n + an

e
∫ θ
0 (µI+d+CL(ξ))dξdθ

)
≥

I(0)e
∫ t
0 −(µI+d+CL(ξ))dξ > 0,

V (t) =e−µV t

(
V (0) +

∫ t

0

pI(θ)eµV θdθ

)
≥ V (0)e−µV t > 0.

由此可知当初值I(0), V (0) > 0时, I(t)和V (t)在t > 0时始终为正, 不可能同时到达0, 因
此I(t), V (t)在t > 0时始终为正. 即证当(T (0), I(0), V (0), L(0)) ∈ R4

+, 若t > 0, 系统(1)的
解(T (t), I(t), V (t), L(t)) ∈ R4

+.
接下来, 证明解的有界性. 因为系统的解恒为非负的, 将系统(1)第一和第二个方程相加得

T ′ + I ′ = s− µT T − (µI + d)I − cIL ≤ s−min{µT , µI + d}(T + I),

对不等式两边在[0, t]区间积分可得

T (t) + I(t) ≤ s

min{µT , µI + d} +
[
T (0) + I(0)− s

min{µT , µI + d}
]

e−min{µT , µI+d}t.

则对∀ε > 0, 存在一个时刻T0使得当t > T0时, 有T (t) + I(t) ≤ s
min{µT ,µI+d} + ε成立. 因

此lim supt→∞(T (t) + I(t)) ≤ s
min{µT ,µI+d} + ε. 由于ε的任意性, 取ε → 0, 从而可得

lim supt→∞(T (t) + I(t)) ≤ s
min{µT ,µI+d} .

因为T (t)和I(t)均为正, 即得T (t)和I(t)最终一致有界. 特别地, 对于T (t), 因为V (t)的非负性, 由
系统(1)的第一个方程可知

T ′ ≤ s− µT T,

同理可证lim supt→∞ T (t) ≤ s/µT . 对于V (t), 由系统(1)的第三个方程可知当t > T0时,

V ′ ≤ p

(
s

min{µT , µI + d} + ε

)
− µV V.

因为ε是任意小的正数, 同理可证当t充分大时有lim supt→∞ V (t) ≤ ps/(µV min{µT , µI + d}).
类似地, 由系统(1)的第四个方程可知当t > T0时,

L′ ≤
((

qs

min{µT , µI + d} + ε

)
+ r − µL − rL

K

)
L.

因此当t充分大时有lim supt→∞ L(t) ≤ (qs/ min{µT , µI + d}+ r − µL) K/r. 则系统的解保持最

终一致有界.
设

Ω =

{
(T, I, V, L)|0 ≤ T ≤ s

µT
, 0 ≤ I ≤ s

M1
, 0 ≤ V ≤ ps

µV M1
, 0 ≤ L ≤ Kqs

rM1
+

K(r − µL)

r

}
, (2)

其中M1 = min{µT , µI + d}. 由定理2.1易知集合Ω是系统(1)的可行域．之后本文将在可行
域Ω内研究系统的全局动力学性态．

§3 平衡点的存在性
系统(1)始终存在一个无感染平衡点E01(s/µT , 0, 0, 0). 当r > µL时, 引入符号

L0 =
K(r − µL)

r
. (3)
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计算可得系统还存在一个免疫激活的无感染平衡点E02(s/µT , 0, 0, L0). 在无感染平衡点E01处

应用下一代矩阵的方法[18], 可得病毒的基本再生数

R0 =
pβsn

µV (µI + d)[sn + (aµT )n]
. (4)

此外, 在免疫激活的无感染平衡点E02处应用下一代矩阵的方法
[18], 定义与病毒相关的另一阈值

R1 =
pβsn

µV (µI + d + cL0) [sn + (aµT )n]
. (5)

显然当r ≥ µL时, R0 ≥ R1, 当r < µL时, R0 < R1.
当R0 > 1时, 计算可得系统存在唯一的免疫耗竭平衡点E1(T1, I1, V1, 0), 其中

V1 =
pI1

µV
, T1 = n

√
anµV (µI + d)

pβ − µV (µI + d)
, I1 =

s
[
1− n

√
(aµT )n

(aµT )n+(R0−1)[sn+(aµT )n]

]

µI + d
. (6)

对于T1, 由(4)推导可得: R0 > 1时pβ − µV (µI + d) > 0成立, 则T1 > 0. 在免疫耗竭平衡点E1处

利用下一代矩阵的方法可知CTL免疫的基本再生数为[18]

RL =
r

µL
+

qI1

µL
:= RL1 + RL2, (7)

其中r ≥ µL ⇔ RL1 ≥ 1. 之后为方便表述, 给出以下两个假设.

(H1) RL > 1 ≥ RL1;

(H2) RL1 > 1, R1 > 1.

通过分析可得如下系统正平衡点的存在性定理.
定定定理理理3.1 对于系统(1), 当假设(H1)或(H2)成立时, 系统(1)存在唯一的正平衡点.
证 将证明分成两部分.
存在性 分析可知系统(1)的正平衡点满足

s− µT T − βTnV

Tn + an
= 0,

βTnV

Tn + an
− (µI + d)I − cIL = 0,

pI − µV V = 0,

qI + r

(
1− L

K

)
− µL = 0.

(8)

由(8)中的后三个方程计算可得

T = n

√
anµV (µI + d + cL)

pβ − µV (µI + d + cL)
, V =

pI

µV
, I =

K(µL − r) + rL

Kq
, (9)

将其代入(8)的第一个方程得

f(L) := s− µT
n

√
anµV (µI + d + cL)

pβ − µV (µI + d + cL)
− (µI + d + cL)[K(µL − r) + rL]

Kq
= 0. (10)

下面通过分析f(L) = 0正根的存在性来研究系统正平衡点的存在性. 为了简便, 引入符号

L1 =
pβ − µV (µI + d)

cµV
. (11)

容易求得I > 0等价于L > L0, T > 0等价于L < L1, 其中L0见(3). 如果L0 ≥ L1, 对于任
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意的T > 0均有I < 0, 这意味着系统(1)不存在正平衡点. 因此, 在本节的剩余部分, 需保
证L0 < L1成立.

结合(10)可得: 当且仅当f(L) = 0存在(L0, L1)内的正根时, 系统(1)存在正平衡点. 特别地,
由(3)和(7)得: 当RL1 > 1时, L0 > 0, 当RL1 ≤ 1时, L0 ≤ 0. 因此为讨论f(L) = 0正根的情况,
分下面两种情况进行分析.

(C1) RL1 ≤ 1; (C2) RL1 > 1.
(C1) RL1 ≤ 1.
在这种情况下, 由上述分析可知: 由(3)和(7)推导可得L0 ≤ 0, 则若L1 > 0成立, L1 > 0 ≥

L0成立, 由此f(L) = 0在(0, L1)内根的个数就是系统正平衡点的个数. 代入计算得

f(0) = s− µT
n

√
anµV (µI + d + cL)

pβ − µV (µI + d + cL)
− (µL − r)(µI + d)

q
=

(µI + d)(RL − 1)µL

q
,

lim
L→L−1

f(L) = −∞.

当RL > 1时, 显然f(0) > 0. 而当RL > 1 ≥ RL1时, 由(6)和(7)推导可得R0 > 1, 而根据R0的表

达式(4)可得此时pβ − µV (µI + d) > 0, 即证当RL > 1 ≥ RL1时, L1 > 0 ≥ L0成立. 利用零点
定理可知: 至少存在一个L2 ∈ (0, L1)使得f(L2) = 0, 则系统(1)至少存在一个正平衡点. 因此
当RL > 1时, 系统(1)至少存在一个正平衡点.

(C2) RL1 > 1.
在这种情况下, 将代入L0到(10)中得

f(L0) = s− µT
n

√
anµV (µI + d + cL0)

pβ − µV (µI + d + cL0)
= s

[
1− n

√
(aµT )n

(aµT )n + (R1 − 1) [sn + (aµT )n]

]
,

则当R1 > 1时f(L0) > 0. 此外当R1 > 1时, 由(5)推导可得pβ − µV (µI + d + cK(r− µL)/r) > 0,
验证可知其等价于L0 < L1. 因为limL→L−1

f(L1) = −∞, 类似(C1)利用零点定理可知系统(1)至
少存在一个正平衡点. 即证当R1 > 1时, 系统(1)至少存在一个正平衡点.

唯一性 下面通过证明f(L)的单调性证明正平衡点的唯一性. 对f(L)关于L求导得

f ′(L) =−
[

anµV (µI + d + cL)
pβ − µV (µI + d + cL)

] 1
n−1

× cpβanµT µV

n[pβ − µV (µI + d + cL)]2
−

r(µI + d) + c[2rL + K(µL − r)]
Kq

.

(12)

分析可知当RL1 ≤ 1 < RL时, 对∀L ∈ (0, L1), f ′(L) < 0, 则f(L)在区间(0, L1)内单调递
减. 因此f(L) = 0在(0, L1)内存在唯一的根. 而当RL1 > 1与R1 > 1同时成立时, 类似可得
对∀L ∈ (L0, L1), f ′(L) < 0, 则f(L)在区间(L0, L1)内单调递减, 即得f(L) = 0在(L0, L1)内存在
唯一的根. 因此系统(1)存在唯一的正平衡点.
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§4 平衡点的稳定性
下面研究系统(1)平衡点的稳定性. 首先给出系统(1)在点(T, I, V, L)处的Jacobian矩阵

J =




−µT − βnanT n−1V
(T n+an)2 0 − βT n

T n+an 0
βnanT n−1V
(T n+an)2 −(µI + d + cL) βT n

T n+an −cI

0 p −µV 0
0 qL 0 qI + r

(
1− 2L

K

)− µL




. (13)

通过分析可得以下结论.

定定定理理理4.1 当R0 < 1与RL1 ≤ 1同时成立时, 无感染平衡点E01是全局渐近稳定的; 当R0 >

1或RL1 > 1成立时, 无感染平衡点E01不稳定.

证证证 根据(13)可得系统在E01处的Jacobian矩阵J |E01 , 其对应的特征方程为

(λ + µT )[λ− µL(RL1 − 1)][λ2 + (µI + d + µT + µV )λ + µV (µI + d)(1−R0)] = 0. (14)

当R0 < 1与RL1 ≤ 1同时成立时, 易知(14)的特征根都具有负实部, 因此E01是局部渐近稳定的.
而当RL1 > 1时, 显然(14)存在一个正实根, 则E01不稳定. 类似地, 若R0 > 1, 特征方程(14)至少
存在一个具有正实部的根, 从而E01不稳定.

接下来讨论E01的全局稳定性. 令

V01 = I +
µI + d

p
V,

则V01沿着系统(1)的导数为

(V01)′ =
βTnV

Tn + an
− (µI + d)I − CIL + (µI + d)I − µV (µI + d)V

p
=

[
βTn

Tn + an
− µV (µI + d)

p

]
V − CIL.

(15)

根据系统可行域Ω的定义(2)易知T ≤ s/µT , V, I, L ≥ 0, 则

(V01)′ ≤
[

βsn

sn + (aµT )n
− µV (µI + d)

p

]
V =

µV (µI + d)(R0 − 1)V
p

. (16)

因为R0 < 1, 根据LaSalle不变定理可知当t →∞时, V → 0, I → 0. 当RL1 ≤ 1成立时, 由此推导
可知当t →∞时, T → s/µT , L → 0. 因此当R0 < 1, RL1 ≤ 1时, E01是全局渐近稳定的.

定定定理理理4.2 当R1 < 1与RL1 > 1同时成立时, 免疫激活的无感染平衡点E02是全局渐近稳定

的; 当R1 > 1或RL1 < 1成立时, 免疫激活的无感染平衡点E02不稳定.
证证证 根据(13), 系统在E02处Jacobian矩阵J |E02对应的特征方程为

(λ + µT )[λ− µL(1−RL1)]
[
λ2 + (µI + d + cL0 + µT + µV ) λ + µV (1−R1) (µI + d + L0)

]
= 0, (17)

其中L0见(3). 当R1 < 1与RL1 > 1同时成立时,易得方程(17)的特征根都具有负实部,因此E02是

局部渐近稳定的. 而当RL1 < 1时, 方程(17)存在一个正实根, 则E02不稳定, 类似地, 若R1 > 1,
方程(17)至少存在一个具有正实部的根, 则E02不稳定.

接下来讨论E02的全局稳定性. 令

V02 = I +
µI + d + cL0

p
V +

c

q

(
L− L0 − L0 ln

L

L0

)
,
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其中L0见(3). 则V02沿着系统(1)的导数为

(V02)′ =
βTnV

Tn + an
− (µI + d + cL)I + (µI + d + cL0)I − µV (µI + d + cL0)V

p
+

c

q

(
1− L0

L

)[
qIL + rL

(
1− L

K

)
− µLL

]
=

[
βTn

Tn + an
− µV (µI + d + cL0)

p

]
V − c

q

(
1− L0

L

)[
rL

(
1− L

K

)
− rL

(
1− L0

K

)]
=

[
βTn

Tn + an
− µV (µI + d + cL0)

p

]
V − r(L− L0)2

L
.

由系统可行域Ω的定义(2)可知T ≤ s/µT , V, I, L ≥ 0, 则

(V02)′ ≤
[

βsn

sn + (aµT )n
− µV (µI + d + cL0)

p

]
V − r(L− L0)2

L
=

µV (µI + d + cL0)(R1 − 1)V
p

− cr(L− L0)2

qL
.

当R1 < 1与RL1 > 1同时成立时, (V02)′ ≤ 0, 根据LaSalle不变定理可知当t →∞时, V → 0, I →
0, L → L0. 由此推导可证当t →∞时, T → s/µT . 因此, 当R1 < 1与RL1 > 1同时成立时, E02是

全局渐近稳定的.
定定定理理理4.3 当R0 > 1与RL < 1同时成立时, 免疫耗竭平衡点E1是全局渐近稳定的; 当RL >

1时, 免疫耗竭平衡点E1不稳定.
证证证 根据(13), 可得系统在免疫耗竭平衡点E1处的Jacobian矩阵J |E1 , 其对应的特征方程为

[λ− µL(RL − 1)](λ3 + a1λ
2 + a2λ + a3) = 0, (18)

其中

a1 =µI + d + µV + µT +
βnan(T1)n−1V1

[(T1)n + an]2
, a2 = (µI + d + µV )

[
µT +

βnanV1(T1)n−1

[(T1)n + an]2

]
,

a3 =
βnanV1(µI + d)(T1)n−1

[(T1)n + an]2
.

(19)

当R0 > 1时, E1存在, 则a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0. 进一步计算可得

a1a2 − a3 =
βnanV1(T1)n−1

[(T1)n + an]2

[
(µI + d)2 + (µI + d + µV )

[
µV + µT +

βnanV1(T1)n−1

[(T1)n + an]2

]]
+

µT a1(µI + d + µV ) > 0.

分析(18)的特征值可知: 若RL > 1, (18)存在一个特征值为λ1 = µL(RL − 1) > 0, 则λ1 > 0,
E1不稳定; 若RL < 1, 则λ1 < 0, 而根据Hurwitz判据可得(18)的其余三个特征值均具有负实部,
从而E1是局部渐近稳定的.

接下来探究E1的全局稳定性. 令

W1 = T−T1−
∫ T

T1

(µI + d)(τn + an)I1

βV1τn
dτ +I−I1−I1 ln

I

I1
+

µI + d

p

(
V − V1 − V1 ln

V

V1

)
+

c

q
L,

则V1沿着系统(1)的导数为

(W1)′ =
(

s− µT T − βTnV

Tn + an

)[
1− (µI + d)(Tn + an)I1

βV1Tn

]
+

c

q

[
qIL + rL

(
1− L

K

)
− µLL

]
+

µI + d

p
(pI − µV V )

(
1− V1

V

)
+

(
1− I1

I

)[
βTnV

Tn + an
− (µI + d)I − cIL

]
.
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因为

s = µT T1 + (µI + d)I1, µV =
pI1

V1
, (µI + d)I1 =

βTn
1 V1

Tn
1 + an

, (20)

代入可得

(W1)′ =
[
µT (T1 − T ) + (µI + d)I1 − βTnV

Tn + an

] [
1− (µI + d)I1(Tn + an)

βV1Tn

]
+ CIL +

c(r − µL)L
q

−

crL2

Kq
+

(
1− I1

I

)[
βTnV

Tn + an
− (µI + d + cL)I

]
+ (µI + d)

(
1− V1

V

)(
I − I1

V1
V

)
=

µT T1

[
1− T1

T
− Tn

1 (Tn + an)
Tn(Tn

1 + an)
+

Tn−1
1 (Tn + an)

Tn−1(Tn
1 + an)

]
+ (µI + d)I1 − βTnV

Tn + an
+

βTnV

Tn + an
−

(µI + d)I1T
n
1 (Tn + an)

Tn(Tn
1 + an)

+
(µI + d)I1V

V1
− (µI + d + cL)I − βI1T

nV

I(Tn + an)
+ I1(µI + cL+

d) + (µI + d + CL)I − (µI + d)I1V

V1
− (µI + d)IV1

V
+ (µI + d)I1 +

cL

q

(
r − µL − rL

K

)
=

− anµT (T − T1)(Tn − Tn
1 )

Tn(Tn
1 + an)

+ (µI + d)I1

[
3− Tn

1 (Tn + an)
Tn(Tn

1 + an)
− TnV I1(Tn

1 + an)
Tn

1 V1I(Tn + an)
− V1I

V I1

]
+

cL

q

(
qI1 + r − µL − rL

K

)
=

− anµT (T − T1)(Tn − Tn
1 )

Tn(Tn
1 + an)

+ (µI + d)I1

[
3− Tn

1 (Tn + an)
Tn(Tn

1 + an)
− TnV I1(Tn

1 + an)
Tn

1 V1I(Tn + an)
− V1I

V I1

]
+

cµLL

q
(RL − 1)− rcL2

Kq
.

显然n > 0时(T − T1)[Tn − (T1)n] ≥ 0, 则当R0 > 1, RL < 1时, (W1)′ ≤ 0, 当且仅当T = T1,
I = I1, V = V1, L = 0时有(W1)′ = 0,即E1是(W1)′ = 0的最大不变集. 因此当R0 > 1, RL < 1时,
根据LaSalle不变定理可得E1是全局渐近稳定的.

下面讨论正平衡点的全局稳定性. 为保持符号的统一性, 正平衡点统一记为
E∗(T ∗, I∗, V ∗, L∗).

定定定理理理4.4 对于系统(1), 当假设(H1)或(H2)成立时, 正平衡点E∗是全局渐近稳定的.

证证证 令

W ∗ =T − T ∗ −
∫ T

T∗

(µI + d + cL∗)(τn + an)I∗

βV ∗τn
dτ +

µI + d + cL∗

p

(
V − V ∗ − V ∗ ln

V

V ∗

)
+

I − I∗ − I∗ ln
I

I∗
+

c

q

(
L− L∗ − I∗ ln

L

L∗

)
,

则W ∗沿着系统(1)的导数为

(W ∗)′ =
(

s− µT T − βTnV

Tn + an

)[
1− (µI + d + cL∗)(Tn + an)I∗

βV ∗Tn

]
+ cIL

(
1− L∗

L

)
+

(
1− I∗

I

)[
βTnV

Tn + an
− (µI + d)I

]
+

c

q

(
1− L∗

L

)[
rL

(
1− L

K

)
− µLL

]
+

(µI + d + cL∗)(pI − µV V )
p

(
1− V ∗

V

)
− cIL

(
1− I∗

I

)
.
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由s = µT T ∗+(µI +d+ cL∗)I∗, µV =
pI∗

V ∗ , (µI +d+ cL∗)I∗ =
β(T ∗)nV ∗

(T ∗)n + an
, qI∗+ r− rL∗

K
= µL,

代入可得

(W ∗)′ =

µT (T ∗ − T )
[
1− (µI + d + cL∗)(Tn + an)I∗

βV ∗Tn

]
+

cL

q

(
1− L∗

L

)(
qI + r − rL

K
− µL

)
+

(µI + d + cL∗)
(

1− V ∗

V

)(
I − I∗V

V ∗

)
+

(
1− I∗

I

)[
βTnV

Tn + an
− (µI + d + cL)I

]
+

[
1− (µI + d + cL∗)(Tn + an)I∗

βV ∗Tn

] [
(µI + d + cL∗)I∗ − βTnV

Tn + an

]
=

− anµT (T − T ∗)(Tn − (T ∗)n)
Tn((T ∗)n + an)

+ (µI + d + cL∗)I∗ − βTnV

Tn + an
+ (µI + d + cL)I∗−

(µI + d + cL∗)I∗V
V ∗ − (µI + d + cL∗)I∗V ∗

V
+ (µI + d + cL∗)I∗ + (µI + d + cL∗)I+

cL

q

[
q(I − I∗)

(
1− L∗

L

)
− r(L− L∗)2

KL

]
− (µI + d + cL∗)I∗

(T ∗)n(Tn + an)
Tn[(T ∗)n + an]

+

(µI + d + cL∗)I∗
V

V ∗ +
βTnV

Tn + an
− (µI + d + cL)I − βI∗TnV

I(Tn + an)
=

− anµT (T − T ∗)[Tn − (T ∗)n]
Tn[(T ∗)n + an]

+ (µI + d + cL∗)I∗
[
3− (T ∗)n(Tn + an)

Tn((T ∗)n + an)
− V ∗I

V I∗
−

TnV I∗((T ∗)n + an)
(T ∗)nV ∗I(Tn + an)

]
− cr

q
(L− L∗)2 .

显然n > 0时(T − T ∗)[Tn − (T ∗)n] ≥ 0, 根据定理3.1可知, 若正平衡点存在, 则(W ∗)′ ≤ 0, 当且
仅当T = T ∗, I = I∗, V = V ∗, L = L∗有(W ∗)′ = 0, 即E∗是(W ∗)′ = 0的最大不变集. 因此, 根
据LaSalle不变定理可得E∗是全局渐近稳定的.

表 1 系统(1)平衡点的稳定性情况

RL1的范围 其余条件 系统(1)平衡点的稳定性

RL1 ≤ 1

R0 < 1 E01是全局渐近稳定的

R0 > 1, RL < 1 E1是全局渐近稳定的

RL > 1 E∗是全局渐近稳定的

RL1 > 1
R1 < 1 E02是全局渐近稳定的

R1 > 1 E∗是全局渐近稳定的

基于定理4.1-定理4.4, 将系统(1)平衡点全局稳定性的情况总结为表1.

§5 敏感性分析和数值模拟
本节将利用局部灵敏度分析评估各个参数对决定系统全局性态的重要阈值R0(R1, RL)的影

响. 其次, 采用数值方法具体分析免疫自我增殖作用和Hill感染率对感染正平衡态各个变量浓度
及感染严重程度的影响.

基于文献[19], 局部敏感性分析可以通过如下定义的敏感性指数量化.
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定定定义义义5.1 设R0为目标变量, k是导数依赖于R0的参数. 则衡量k对R0影响的正则化敏感性

指数为

ΥR0
k =

∂R0

∂k

k

R0
.

基于正则化敏感性指数的定义计算可得Ri(i = 0, 1)中每个参数敏感性指数的解析结果为

ΥRi
p = 1, ΥRi

β = 1, ΥRi
µV

= −1, ΥRi
a = ΥRi

µT
= − n(aµT )n

sn + (aµT )n
,

ΥRi
s =

n[(saµT )n + (aµT )2n]
[sn + (aµT )n]2

, ΥRi
n = ln

(
s

aµT

)
ΥRi

s , (i = 1, 2), ΥR0
µI

=
−µI

µI + d
,

ΥR0
d = − d

µI + d
, ΥR1

µI
=

−µI

µI + d + cK(r − µL)/r
, ΥR1

d = − d

µI + d + cK(r − µL)/r
,

ΥR1
c = ΥR1

K = − cK(r − µL)
r(µI + d) + cK(r − µL)

, ΥR1
µL

= −ΥR1
r =

cKµL

r(µI + d) + cK(r − µL)
.

(21)

类似地, RL中每个参数敏感性指数的解析结果为

ΥRL
µL

= −1, ΥRL
p = ΥRL

β = −ΥRL
µV

=
pqβµT T1

n(r + qI1)(µI + d)[pβ − µV (µI + d)]
,

ΥRL
q =

µIΥRL

d

d
=

qI1

r + qI1
, ΥRL

µI
= − qµI

r + qI1

[
pβµT T1

n[pβ − µV (µI + d)](µI + d)2
+

I1

µI + d

]
,

ΥRL
s =

qs

(µI + d)(r + qI1)
, ΥRL

a = ΥRL
µT

= − qµT T1

(µI + d)(r + qI1)
, ΥRL

r =
r

r + qI1
,

ΥRL
n = −

qµT T1 ln
(

pβ−µV (µI+d)
µV (µI+d)

)

n(µI + d)(r + qI1)
.

(22)

其中T1, I1形式见式(6). 基于文献[6, 13-14, 16], 取定参数为n = 1, s = 5× 103, µT = 0.01, µI =
0.01, a = 50, d = 1, q = 9.6 × 10−6, r = 0.04, µL = 0.035, p = 30, µV = 1.6, β = 0.8, c =
0.05,K = 500. 基于(21)-(22), 得到了图1中所示结果.

(a) (b) (c)

图 1 R0, R1和RL敏感性指数的直方图, 敏感性指数的对应参数见x轴

图1(a)表示β, p和病毒的基本再生数R0正相关, µV , d和R0负相关, 图1(b)表示β, p, µL和阈

值R1正相关, µV ,K, c, r和其负相关. 这说明病毒基本再生数主要受病毒的感染率、胞内繁
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殖能力及病毒诱导感染细胞死亡的能力影响, 而当CTL自我增殖作用较强时, CTL自我增
殖率r及死亡率µL的变化会对病毒入侵的关键阈值R1产生较大影响. 此外, 图1(c)的结果表
明q, r, s和CTL的基本再生数RL正相关, d, µL和RL负相关, 这说明CTL的持续存活与否和自身
的增殖作用以及感染细胞的刺激激活都有较强的相关性.

(a) RL1 < 1 (b) RL1 > 1

(c) RL1 < 1 (d) RL1 > 1

图 2 免疫激活平衡点E∗及I∗/(I∗ + T ∗)随参数a和r的变化图

(a), (b)分别表示RL1 < 1和RL1 > 1时E∗随参数的变化图, 其中当RL1 < 1时, β = 0.3, 当RL1 > 1时, β = 0.8; (c),

(d)分别表示RL1 < 1和RL1 > 1时I∗/(I∗ + T ∗)随参数的变化图, 其他参数为n = 1, s = 5 × 103, µT = 0.01, µI =

0.01, d = 1, q = 9.6× 10−6, µL = 0.035, p = 30, µV = 1.6, c = 0.05, K = 500

之后, 考虑到敏感性分析结果表示CTL自我增殖参数r是影响病毒入侵阈值的重要参数,
同时考虑到半饱和常数a是影响病毒感染率函数的关键参数, 接下来利用数值方法分析参
数a和r对I∗/(T ∗ + I∗)及E∗各分量浓度的影响, 其中I∗/(T ∗ + I∗)描述的是病毒感染的严重程度.
分别研究CTL自我增殖能力较弱(RL1 < 1)和较强(RL1 > 1)的情况, 得到图2所示结果. 图2表
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明: 随着r的增加, 易感细胞T ∗和免疫细胞L∗的浓度增加, 感染细胞I∗和病毒粒子V ∗的浓度以及

感染细胞的占比I∗/(I∗ + T ∗)会减少; 随着a的增加, 易感细胞T ∗浓度增加, 感染细胞I∗、病毒粒

子V ∗以及免疫细胞L∗的浓度减少, 感染细胞的占比I∗/(I∗ + T ∗)也减少, 该结果表明病毒粒子的
拥挤效应会降低感染的严重程度. 此外, 通过比较RL1 < 1和RL1 > 1时正平衡点E∗中I∗, V ∗的

浓度和I∗/(T ∗+ I∗)的比例可知, RL1 < 1时I∗, V ∗的浓度远高于RL1 > 1时I∗, V ∗的浓度, 感染细
胞的比例I∗/(T ∗ + I∗)也更高, 该结果表明免疫自我增殖作用可以大大降低感染细胞和病毒粒子
的浓度, 随之也可以降低病毒感染的严重程度.

2 11 20
78.5918

78.5939

78.596

2 11 20
70

85

100

2 11 20
1012.03

1012.045

1012.06

2 11 20
1.89756

1.89758

1.8976

(a) RL1 < 1

2 11 20
385.35

385.43

385.5

2 11 20
100

175

250

2 11 20
239.16

239.167

239.174

2 11 20
7.225

7.2265

7.228

(b) RL1 > 1

2 11 20
0.91

0.925

0.94

(c) RL1 < 1

2 11 20
0.6

0.69

0.78

(d) RL1 > 1

图 3 免疫激活平衡点E∗及I∗/(I∗ + T ∗)随Hill系数n的变化图

(a), (b)分别表示RL1 < 1和RL1 > 1时E∗各分量随参数n的变化图, 其中当RL1 < 1时, r = 0.03, a = 100, β = 0.8,

当RL1 > 1时, r = 0.06, a = 100, β = 0.8; (c), (d)分别表示RL1 < 1和RL1 > 1时I∗/(I∗ + T ∗)随参数n的变化图, 其

他参数的取值与图2中的参数取值相同

此外, 进一步分析感染率函数中的Hill常数n对I∗/(T ∗ + I∗)及E∗各分量浓度的影响, 分别
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研究CTL自我增殖能力较弱(RL1 < 1)和较强(RL1 > 1)的情况, 并得到了图3所示结果. 图3表
明: 相对于I∗, V ∗, L∗的浓度, Hill常数n的增加主要对T ∗的浓度及I∗/(I∗ + T ∗)产生较大影响, 且
比较RL1 < 1和RL1 > 1的结果可知, 当RL1 < 1时, 随着n的增加, T ∗的浓度增加, 感染细胞的占
比I∗/(I∗ + T ∗)减少, 即n的增加可以略微降低病毒感染的严重程度, 但当RL1 > 1时, 随着n的增

加, T ∗的浓度减少, 而感染细胞的占比I∗/(I∗+ T ∗)增大, 即当RL1 > 1时, 随着n的增加反而会在

一定程度上加重病毒感染的严重程度. 之后若RL1继续增大, 系统则会发展至免疫激活的无感染
态.

§6 讨论
本文建立了一个具有Hill型感染率和CTL自我增殖作用的病毒动力学模型, 研究了系统的

全局性态. 发现病毒的基本再生数R0, CTL免疫的基本再生数RL以及R1, RL1决定了系统(1)的
全局性态. 当CTL自我增殖率较低, 即RL1 ≤ 1时: 如果R0 < 1, 无感染平衡点E01是全局渐近稳

定的; 如果R0 > 1且RL < 1, 免疫耗竭的感染平衡点E1是全局渐近稳定的, 该结果意味着当个体
免疫力较弱时, 病人会发展至具有高病毒载量和高比例感染细胞的稳定态, 而高病毒载量和高比
例的感染细胞可能会导致宿主在动力学达到稳定之前死亡[7]; 如果RL > 1, 正平衡点是全局渐
近稳定的. 当CTL自我增殖率较高, 即RL1 > 1时: 如果R1 < 1, 免疫激活的无感染平衡点E02是

全局渐近稳定的, 该结果意味着病毒被完全清除, 而免疫作用仍然存在, 这也和临床实践结果一
致; 如果R1 > 1, 正平衡点是全局渐近稳定的, 该结果表明当CTL 自我增殖能力较强时, 只有具
有较强感染能力和较强胞内增殖能力的病毒才能入侵成功.

另外, 通过敏感性分析量化了参数对重要阈值R0(R1, RL)的影响. 发现CTL自我增殖率, 病
毒的感染率和胞内繁殖能力是影响R1的重要参数, 病毒的感染率和胞内繁殖能力也是影响R0的

重要参数, 其中CTL自我增殖率和R1呈负相关, 病毒的感染率及胞内增殖率和R0(R1)呈正相关,
CTL受抗原刺激后的激活率和死亡率是影响RL的重要参数, 其中激活率和死亡率分别和其呈正
相关和负相关. 通过降低或增大参数值可以调节这些重要阈值, 最终清除体内病毒. 最后进一步
分析了Hill型感染率中的半饱和常数a, CTL自我增殖率r以及Hill系数n对正平衡态各分量浓度

及病毒感染严重程度的影响. 发现r对感染细胞和病毒粒子的浓度影响较大, 该结果也预示着可
以通过调节免疫自我增殖来有效控制病毒的感染. 感染率函数中的Hill系数n则对易感细胞的浓

度影响较大, 当CTL自我增殖率r较小时, n的增加会导致易感细胞浓度的升高, 进而降低病毒感
染的严重程度, 但当CTL自我增殖率r较大时, n的增加反而会导致易感细胞浓度的降低, 进而加
重降低病毒感染的严重程度.

最后, 在细胞感染至产生新的病毒的过程中存在一定的滞后现象, 而且最近有研究表明病
毒激活的免疫系统具有周期性变化的特点[20]. 考虑到滞后作用和周期性的免疫作用可能会对模
型的动力学性态及病毒感染控制措施的制定上产生较大影响, 今后将在本模型的基础上进一步
考虑这两种作用对病毒感染进程及控制策略的影响.
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Abstract: In this paper, a virus infection model with Hill type infection rate and CTL self-

proliferation is established. Thresholds for determining the global dynamical behaviors of the system

are obtained, and the global stability of the system is studied by Lyapunov functions. Further sensitivity

analysis reveals that the self-proliferation rate of CTL, the infection rate and intracellular proliferation

ability of virus are important parameters that affect the thresholds of virus. In addition, numerical

results indicate that compared to the Hill type infection rate, the self-proliferation rate of CTL has a

greater impact on the severity of viral infection. If the self-proliferation rate of CTL is low, individuals

will develop into the stable state with high viral loads and a high proportion of infected cells; if the

self-proliferation rate of CTL is high, only viruses with high infection rate and high fertility can sustain

infection within the host.

Keywords: Hill type infection rate; self-proliferation of CTL; basic reproduction number; global
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