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摘 要: 针对具有相关性的多个总体分布差异的检验问题, 基于能量距离的概念提出
了一种新的检验方法. 首先给出度量k个相关变量的分布差异的测度及其样本估计, 该
估计式具有V -统计量形式, 利用V -统计量理论讨论了估计量的渐近性质. 然后给出
了检验的Bootstrap重抽样程序并验证了程序的合理性. 数值模拟与实例数据分析均
表明, 与经典的Hotelling’s T 2检验与Friedman检验方法相比, 新的方法能更准确地鉴
别k个相关变量在除了位置之外的其他特征上的差异, 并且能应用于多元变量情形. 因
此新方法适用于更广泛的数据类型.
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§1 引 言

在临床试验、心理学或社会学等领域中, 研究者经常会接触重复测量的数据, 在这些领域
中, 比较多组重复测量数据的分布差异是一个基本的问题. 例如, 在纵向研究中, 对同一组患者
服药前及服药后多次测量血压, 以确定某一药物是否对患者的血压有影响; 相同受试对象在相
同实验条件下分别接受不同频率声音的刺激, 比较他们的反应的差异[1]; 比较不同的评价体系
下排名的差异[2-3]; 比较空气质量随年份变化的差异[4]. 这些问题的共同点是, 不同组观测结
果之间不再是独立而是具有相关性的, 用数学语言可表述如下: 假设(Y1, Y2, · · · , Yk)是欧氏空
间Rp ×Rp × · · · ×Rp中的随机向量, 需要通过重复测量的样本去检验这k个具有相关性的变

量Y1, Y2, · · · , Yk的分布是否存在显著性差异。
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k个独立样本的分布差异检验问题已有大量文献讨论,如经典的多元方差分析(MANOVA)、
非参数的Kruskal-Wallis检验、多元变量情形下基于能量距离的方差分析(DISCO)检验法[5]. 而
讨论当k个变量具有相关性时的分布差异检验问题的文献则相对较少. 当(Y1, Y2, · · · , Yk)为
多维正态分布时, Hotelling’s T 2检验可以用来检验这k个总体均值向量是否有显著性差异;
当(Y1, Y2, · · · , Yk)不满足正态假设但p = 1时, 非参数方法的Friedman检验是检验k个总体均

值(或中位数)是否存在显著性差异的经典方法, Cochran’Q检验法则针对0-1分布变量检验它
们等于1的概率的差异. Mart́ınez-Camblor等[6]基于核密度估计法提出共面积(Common Area,
AC)统计量, 用于检验k个独立样本分布差异, 文献[7]将方法拓展到k个具有相关性变量的分布差

异检验问题. 该方法采用核密度估计法, 因此涉及窗宽的选择问题, 并且仅适用于一元连续型变
量情形. 当p > 1, 同时(Y1, Y2, · · · , Yk)不满足正态假设的情形, 目前尚未有文献提及.

能量距离(Energy Distance, ED)是由Székely[8]提出的用于度量两个独立的多维变量的分布

差异的测度, 它是通过对两个随机变量的特征函数之差进行加权积分后得到的一个显式表达, 因
此ED具有非负性并且等于0当且仅当两个随机变量同分布的良好性质. Székely等人[5,9-12]展示

了用ED处理一系列经典统计问题的结果, 并在文献[13]中对这些结果进行了总结. 研究结果表
明, 相比传统的方法, ED方法计算简便、适用于更广泛分布类型的数据, 且能处理多变量情况.
文献[14]指出针对两个独立变量的ED的概念对具有相关性的变量仍然适用, 并将ED应用于两个
配对样本分布差异的检验问题. 此外, 文献[14]还重点将ED的概念推广到带协变量的情形, 给出
了在给定协变量时两个配对变(向)量的条件分布差异检验方法, 并讨论了方法的大样本性质.

本文借鉴文献[5, 14]的思路, 将两个配对样本的分布差异的ED检验法, 推广至多个具有相
关性的总体分布差异的检验. 具体地, 首先给出度量k个相关变量的分布差异的测度, 并给出它
的样本估计, 该估计式具有V -统计量形式, 利用V -统计量理论讨论估计量的大样本性质. 然后给
出检验的重抽样程序及并验证程序的合理性. 数值模拟与实例数据分析均表明, 新的方法能更
准确地鉴别k个相关变量在除了位置之外的其他特征比如方差上的差异, 因此能适用于更广泛的
数据类型.

§2 方法原理与主要结果

假设(X, Y )为欧氏空间Rp×Rp中的随机向量,其联合分布函数为F (x, y), (x, y) ∈ Rp×Rp.
对于检验问题

H0 : X
d= Y, (1)

其中符号“ d=”表示左右两边的随机变(向)量服从相同的分布, 设(X ′, Y ′)为(X, Y )的一个独立同
分布的复制, 对于具有有限的一阶矩的两个相关变量X和Y , 它们的能量距离可定义为[14]

V (X, Y ) := E|X − Y ′|+ E|X ′ − Y | − E|X −X ′| − E|Y − Y ′|, (2)

并且有V (X, Y ) ≥ 0, 等号成立当且仅当X和Y同分布, 其中“| · |”表示欧氏空间中的距离范
数. 与独立情形相比, 两个相关变量的ED相当于将独立变量的ED定义中的E|X − Y |修正
为E|X − Y ′|. 文献[14]给出了V (X, Y )的估计量表达及检验的重抽样程序, 估计量具有V -统计量
形式. 具体地, 假设{(X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn)}是来自总体分布(X, Y )的一个简单随机样
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本, 取V (X, Y )的估计量

V̂n(X, Y ) : =
1
n2

n∑

i,j=1

(|Xi − Yj |+ |Xj − Yi| − |Xi −Xj | − |Yi − Yj |
)

=

1
n2

n∑

i,j=1

h
(
(Xi, Yi), (Xj , Yj)

)
,

(3)

其中

h((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − y2|+ |x2 − y1| − |x1 − x2| − |y1 − y2|.
可以看到, V̂n(X, Y )的计算方式跟两个独立样本的ED的估计量的计算方式是一致的, 但它们的
极限性质是不一样的, 因此计算检验p-值的程序是不一样的[8,14]. 另外, V̂n(X, Y )是V (X, Y )的
有偏估计, 但是在大样本情形下, 文献[14]提到它具有渐近无偏性, 后文命题2.1将给出详细的证
明.

显然, 以上关于两个配对变(向)量的分布差异检验方法可以容易地推广到k个配对变(向)量
的分布差异检验问题

Hk
0 : Y1

d= Y2
d= · · · d= Yk, (4)

其中(Y1, Y2, · · · , Yk)为Rp ×Rp × · · · ×Rp上的随机向量. 事实上, 若记

D(k) :=
∑

l<s

V (Yl, Ys).

其中“
∑

l<s”表示对(Y1, Y2, · · · , Yk)中两两配对共k(k− 1)/2对变量的能量距离求和, 则有D(k) ≥
0,并且D(k) = 0当且仅当Y1, Y2, · · · , Yk都具有相同的分布.假设{(Y1i, Y2i, · · · , Yki)}n

i=1为(Y1, Y2,
· · · , Yk)的简单随机样本, 则可取D(k)相应的估计量

D̂(k)
n =

∑

l<s

V̂n(Yl, Ys) (5)

作为Hk
0的检验统计量. 下文用符号“ a.s.−−−−→

n→∞
”表示当n趋向无穷时“几乎处处收敛”, 及“ D−−−−→

n→∞
”表

示“依分布收敛”. 下面的命题给出了D̂
(k)
n 的渐近性质.

命命命题题题2.1 假设E|X| < ∞, E|Y | < ∞, 则

D̂(k)
n

a.s.−−−−→
n→∞

D(k).

证证证 由D̂
(k)
n 的定义可知, 只需要证明V̂n(Yl, Ys)

a.s.−−−−→
n→∞

V (Yl, Ys),∀l 6= s, l, s = 1, 2, · · · , k即

可. 由于

V̂n(Yl, Ys) =
1
n2

n∑

i,j=1

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)
=

2
n2

∑

i<j

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)
+

1
n2

n∑

i=1

h
(
(Yli, Ysi), (Yli, Ysi)

)
=

2C2
n

n2
Ulsn +

2
n2

n∑

i=1

|Yli − Ysi|,

(6)

其中Ulsn表示U -统计量
1

C2
n

∑

i<j

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)
.
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对于U -统计量Ulsn有

E
[
h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)]
= V (Yl, Ys),

并且由Yl, Ys具有有限的一阶矩可知

E
∣∣∣h

(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)∣∣∣ = E
∣∣∣|Yli − Ysj |+ |Ylj − Ysi| − |Yli − Ylj | − |Ysi − Ysj |

∣∣∣ < ∞.

从而根据文献[15]中第3章的定理3可得

Ulsn
a.s.−−−−→

n→∞
V (Yl, Ys),∀l 6= s, l, s = 1, 2, · · · , k. (7)

另外由强大数定律可知

1
n

n∑

i=1

|Yli − Ysi| a.s.−−−−→
n→∞

E|Yl − Ys|,∀l 6= s, l, s = 1, 2, · · · , k.

因此有

1
n2

n∑

i=1

|Yli − Ysi| a.s.−−−−→
n→∞

0,∀l 6= s, l, s = 1, 2, · · · , k. (8)

结合(6)-(8)最终可得

V̂n(Yl, Ys)
a.s.−−−−→

n→∞
V (Yl, Ys),∀l 6= s, l, s = 1, 2, · · · , k.

从而有

D̂(k)
n =

∑

l<s

V̂n(Yl, Ys)
a.s.−−−−→

n→∞

∑

l<s

V (Yl, Ys) = D(k).

命命命题题题2.2 当零假设Hk
0 : Y1

d= Y2
d= · · · d= Yk成立时, 有

nD̂(k)
n

D−−−−→
n→∞

∑
v

λ(k)
v Z2

v , (9)

其中{Zv}∞v=1为独立同分布的标准正态分布随机变量序列, {λ(k)
v }∞v=1为依赖于(Y1, Y2, · · · , Yk)的

联合分布的常数序列.

证证证 显然D̂
(k)
n 可以重写成

D̂(k)
n =

∑

l<s

V̂n(Yl, Ys) =
∑

l<s

1
n2

n∑

i,j=1

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)
=

1
n2

n∑

i,j=1

∑

l<s

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)
=

1
n2

n∑

i,j=1

H(
(Y1i, Y2i, · · · , Yki), (Y1j , Y2j , · · · , Ykj)

)
,

其中

H(
(Y1i, Y2i, · · · , Yki), (Y1j , Y2j , · · · , Ykj)

)
=

∑

l<s

h
(
(Yli, Ysi), (Ylj , Ysj)

)

是关于参数对称的函数. 因此D̂
(k)
n 是一个V -统计量, 并且容易验证D̂

(k)
n 在零假设

Hk
0 : Y1

d= Y2
d= · · · d= Yk

下是一阶限化的. 从而有

nD̂(k)
n

D−−−−→
n→∞

∑
v

λ(k)
v Z2

v ,
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其中{Zv}∞v=1为独立同分布的标准正态分布随机变量序列, {λ(k)
v }∞v=1为积分方程∫

H(
(y1, y2, · · · , yk), (y′1, y

′
2, · · · , y′k)

) · ρ(y1, y2, · · · , yk)dF (y1, y2, · · · , yk) =

λρ(y′1, y
′
2, · · · , y′k)

(10)

的特征根, 其中F (y1, y2, · · · , yk)为(Y1, Y2, · · · , Yk)的联合分布函数.
注意到由于Y1, Y2, · · · , Yk具有相同的分布, 因此

F (yπ(1), yπ(2), · · · , yπ(k)) = P (Y1 ≤ yπ(1), Y2 ≤ yπ(2), · · · , Yk ≤ yπ(k)) =

P (Yπ(1) ≤ yπ(1), Yπ(2) ≤ yπ(2), · · · , Yπ(k) ≤ yπ(k)) =

P (Y1 ≤ y1, Y2 ≤ y2, · · · , Yk ≤ yk) = F (y1, y2, · · · , yk),

(11)

其中(π(1), π(2), · · · , π(k))为1, 2, · · · , k的任一全排列. 因此(10)中的F (y1, y2, · · · , yk)可以改写
为

F (y1, y2, · · · , yk) =
1
k!

∑

{(π(1),π(2),··· ,π(k))}
F (yπ(1), yπ(2), · · · , yπ(k)). (12)

§3 重抽样程序
命题2.2表明在零假设(4)成立时, nD̂

(k)
n 依分布收敛于混合卡方分布

∑
v λ

(k)
v Z2

v ,而命题2.1说
明nD̂

(k)
n 在备择假设下几乎处处收敛于+∞. 因此, 在给定显著性水平为α下只要nD̂

(k)
n > cα便

拒绝零假设(4), 其中cα为
∑∞

v=1 λ
(k)
v Z2

v分布的上α-分位点. 然而, 由于这些λ
(k)
v 依赖于未知

的(Y1, Y2, · · · , Yk)的联合分布, 因此实际中很难得到确切的cα. 作为选择, 考虑用bootstrap重抽
样方法来近似获得nD̂

(k)
n 在零假设下的渐近分布并依此计算它的检验p-值.具体的程序步骤如下.

• 步步步骤骤骤1 基于原始样本

Sn = {(Y11, Y21, · · · , Yk1), (Y12, Y22, · · · , Yk2), · · · , (Y1n, Y2n, · · · , Ykn)}
计算nD̂

(k)
n , 记为nD̂

(k)
n (Sn).

• 步步步骤骤骤2 从原始样本Sn中有放回地抽取容量为n的样本, 不妨记为{(Y ?
1i, Y

?
2i, · · · , Y ?

ki), i =
1, 2, · · · , n}. ∀i = 1, 2, · · · , n, 产生(1, 2, · · · , k)的一个全排列(πi(1), πi(2), · · · , πi(k)), 最
后可得到重抽样本

{(Y b
1i, Y

b
2i, · · · , Y b

ki)}n
i=1 := {(Y ?

πi(1)
, Y ?

πi(2)
, · · · , Y ?

πi(k))}n
i=1

及其相应的nD̂
(k)
n 值, 记为nD̂

(k,b)
n .

• 步步步骤骤骤3 重复步骤2 B次(如取B = 199) 得到nD̂
(k)
n 的bootstrap统计量{nD̂

(k,b)
n , 1 ≤ b ≤ B},

那么nD̂
(k)
n 的p-值可由重抽样统计量中{nD̂

(k,b)
n > nD̂(k)(Sn)}发生的比例来近似, 即

p ≈
1 +

∑B
b=1 I

(
nD̂

(k,b)
n > nD̂(k)(Sn)

)

1 + B
,

其中I(·)表示示性函数.
下面的定理证明了上面提出的bootstrap程序在近似nD̂(k)在零假设下的渐近分布的合理性.
定定定理理理3.1 给定原始样本Sn, bootstrap统计量nD̂

(k,b)
n 依分布收敛于命题2.2中的渐近分

布
∑∞

v=1 λ
(k)
v Z2

v , 即

nD̂(k,b)
n

∣∣∣Sn
D−−−−→

n→∞

∞∑
v=1

λ(k)
v Z2

v . (13)



164 高 校 应 用 数 学 学 报 第40卷第2期

证 给定原始样本

Sn = {(Y11, Y21, · · · , Yk1), (Y12, Y22, · · · , Yk2), · · · , (Y1n, Y2n, · · · , Ykn)}
的条件下, (Y b

1i, Y
b
2i, · · · , Y b

ki)(其中i = 1, 2, · · · , n)独立且同服从离散的均匀分布

P
(
(Y b

1i, Y
b
2i, · · · , Y b

ki) = (Yπ(1)j , Yπ(2)j , · · · , Yπ(k)j)
)

=
1

nk!
, j = 1, 2, · · · , n.

令E?(·)表示E(·|Sn), 则对于V -统计量

D̂(k,b)
n =

1
n2

n∑

i,j=1

H(
(Y b

1i, Y
b
2i, · · · , Y b

ki), (Y
b
1j , Y

b
2j , · · · , Y b

kj)
)
,

由于

h
(
(x, y), (x′, y′)

)
+ h

(
(x, y), (y′, x′)

) ≡ 0,

容易验证

E?
[
H(

(Y b
1i, Y

b
2i, · · · , Y b

ki), (Y
b
1j , Y

b
2j , · · · , Y b

kj)
)∣∣(Y b

1i, Y
b
2i, · · · , Y b

ki)
]

=

1
nk!

n∑

j=1

∑

{(π(1),π(2),··· ,π(k))}
H(

(Y b
1i, Y

b
2i, · · · , Y b

ki), (Yπ(1)j , Yπ(2)j , · · · , Yπ(k)j)
)

=

1
nk!

n∑

j=1

∑

{(π(1),π(2),··· ,π(k))}

∑

l<s

h
(
(Y b

li , Y
b
si), (Yπ(l)j , Yπ(s)j)

)
= 0,

其中“
∑
{(π(1),π(2),··· ,π(k))}”表示对(1, 2, · · · , k)的所有全排列求和. 因此D̂

(k,b)
n 为一阶退化的V -统

计量. 依据文献[15]的结论有

nD̂(k,b)
n

D−−−−→
n→∞

∑
v

λ?
vZ2

v ,

其中Zv为一系列独立服从准正态分布的随机变量, λ?
v为积分方程∫

H(
(y1, y2, · · · , yk), (y′1, y

′
2, · · · , y′k)

) · ρ(y1, y2, · · · , yk)dF b(y1, y2, · · · , yk) =

λρ(y′1, y
′
2, · · · , y′k)

的特征根, F b(y1, y2, · · · , yk)为(Y b
1 , Y b

2 , · · · , Y b
k )的联合分布函数极限. 显然

F b(y1, y2, · · · , yk) = lim
n→∞

1
k!

∑

{(π(1),π(2),··· ,π(k))}
Fn(yπ(1), yπ(2), · · · , yπ(k)) =

1
k!

∑

{(π(1),π(2),··· ,π(k))}
F (yπ(1), yπ(2), · · · , yπ(k)),

这正是(12)中的F (y1, y2, · · · , yk)的等价表达. 因此, 这些λ?
v实际上就是积分方程(10)的特征根,

这说明nD̂
(k,b)
n 依分布收敛于命题2.2中的nD̂

(k)
n 在零假设下的渐近分布.

§4 数值模拟
本节考察D̂

(k)
n 在检验重复测量数据分布差异中的表现. 分别讨论Y1, Y2, Y3, Y4为一元与多元

变量情形. 在下面的模拟中, 选定显著性水平α = 0.05, D̂
(k)
n 的p-值采用B = 199次重抽样计算得

到, 每个实验重复1000次以计算各种方法拒绝零假设的比例.

1) p = 1情形
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首先考虑k个相关变量均为一元变量的情形. 假设有k = 4维的随机向量(Y1, Y2, Y3, Y4). 选
用经典的Hotelling’s T 2参数检验与Friedman非参数检验两种方法与本文提出的新方法进行对
比. 此外, 也考虑忽略4个变量之间的相关性, 采用文献[5]中的DISCO检验法, 以考察其直接应用
于多个配对变量的分布差异检验时的表现, 设定DISCO检验法在计算检验p-值时的置换样本次
数为B = 199. Hotelling’s T 2检验针对(Y1, Y2, Y3, Y4)的联合分布为多元正态分布的情形, 检验
四个指标的均值是否相等, 其统计量的具体表达为

T 2 = n(AY )T(AΣ̂AT)−1AY , (14)

其中

A =




1,−1, 0, 0
0, 1,−1, 0
0, 0, 1,−1


 ,

Y , Σ̂分别为(Y1, Y2, Y3, Y4)的样本均值向量与样本协方差阵. 在给定α显著性水平下, T 2的拒绝

域为

W =
{

F =
n− r

(n− 1)r
T 2 ≥ Fr,n−r(α)

}
,

其中n为样本容量, r为矩阵A的行数, Fr,n−r(α)表示自由度为(r, n− r)的F分布的上α-分位数.

假设

(X1, X2, X3, X4) ∼ N4(µ,Σ ),

其中µ = (0, 0, 0, 0)′,Σ = (σij), σij = 1, i = j, σij = 0.62, i 6= j, 然后考虑以下10个例子.

• 例例例1 Y1 = X1, Y2 = X2, Y3 = X3, Y4 = X4.

• 例例例2 Y1 = X1, Y2 = X2, Y3 = X3, Y4 = X4 + 0.3.

• 例例例3 Y1 = X1, Y2 = X2, Y3 = X3, Y4 =
√

2X4.

• 例例例4 Y1 = X1, Y2 = X2, Y3 = X3, Y4 =
√

2X4 + 0.3.

• 例例例5 Y1 = X1, Y2 = X2, Y3 = X3, Y4 = 1/
√

2(X2
4 − 1).

• 例例例6 Y1 = X2
1 , Y2 = X2

2 , Y3 = X2
3 , Y4 = X2

4 .

• 例例例7 Y1 = X2
1 , Y2 = X2

2 , Y3 = X2
3 , Y4 = X2

4 + 0.5.

• 例例例8 Z ∼ N(1/2, 1), 且Z与(X1, X2, X3, X4)相互独立, Y1 = X2
1 , Y2 = X2

2 , Y3 = X2
3 , Y4 =

1/2X2
4 + Z.

• 例例例9 Y1 = X2
1 , Y2 = X2

2 , Y3 = X2
3 , Y4 =

√
2X2

4 .

• 例例例10 Z ∼ N(1/2, 3/2), 且Z与(X1, X2, X3, X4)相互独立, Y1 = X2
1 , Y2 = X2

2 , Y3 =
X2

3 , Y4 = 1/2X2
4 + Z.

显然, 以上例子中例1和例6为Y1, Y2, Y3, Y4同分布的情形; 例2与例7为Y4与其他三个变量有

均值上的差异; 例3与例8为Y4与其他三个变量均值相同, 但有方差上的差异; 例4与例9为Y4与其

他三个变量既有均值上的差异, 又有方差上的差异; 例5与例10为Y4与其他三个变量有相同的均

值与方差, 但分布不同. 每个例子考虑样本容量n = 50, 100, 150, 200. 下表1给出了四种方法在检
验4个相关变量Y1, Y2, Y3, Y4的分布差异中的表现对比结果.

首先来比较Hotelling’s T 2检验、Friedman检验与D̂
(k)
n 检验法的表现. 从表1可以看到,

在例1和例6中, 三种方法都能较好地将第一类错误控制在名义水平0.05左右; 在例2中, 由
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表 1 Y1, Y2, Y3, Y4为一元相关变量时, 例1-例10中D̂
(k)
n 与Hotelling’s T 2检验、Friedman检验及DISCO检验法的第一

类错误与功效的比较

例1 例6

检验方法 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200

Hoteling’s T 2 0.052 0.042 0.043 0.050 0.052 0.053 0.054 0.050

Friedman 0.043 0.051 0.047 0.047 0.056 0.045 0.057 0.056

D̂(k)
n 0.034 0.053 0.042 0.040 0.043 0.041 0.047 0.055

DISCO 0.007 0.005 0.003 0.006 0.035 0.025 0.029 0.035

例2 例7

检验方法 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200

Hoteling’s T 2 0.426 0.762 0.916 0.973 0.550 0.868 0.958 0.994

Friedman 0.349 0.659 0.836 0.927 0.961 1.000 1.000 1.000

D̂(k)
n 0.339 0.677 0.861 0.955 0.974 1.000 1.000 1.000

DISCO 0.153 0.430 0.662 0.855 0.954 1.000 1.000 1.000

例3 例8

检验方法 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200

Hoteling’s T 2 0.053 0.049 0.040 0.049 0.054 0.049 0.062 0.048

Friedman 0.048 0.048 0.055 0.051 0.094 0.181 0.255 0.323

D̂(k)
n 0.232 0.562 0.824 0.934 0.445 0.894 0.995 1.000

DISCO 0.062 0.256 0.535 0.725 0.401 0.846 0.991 1.000

例4 例9

检验方法 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200

Hoteling’s T 2 0.228 0.499 0.668 0.812 0.189 0.365 0.573 0.711

Friedman 0.218 0.445 0.618 0.741 0.132 0.230 0.342 0.430

D̂(k)
n 0.509 0.882 0.980 0.999 0.191 0.365 0.580 0.699

DISCO 0.263 0.685 0.910 0.983 0.156 0.298 0.508 0.634

例5 例10

检验方法 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200 n = 50 n = 100 n = 150 n = 200

Hoteling’s T 2 0.063 0.060 0.051 0.046 0.049 0.045 0.062 0.051

Friedman 0.106 0.190 0.290 0.373 0.065 0.086 0.121 0.148

D̂(k)
n 0.658 0.994 1.000 1.000 0.784 0.993 1.000 1.000

DISCO 0.506 0.971 1.000 1.000 0.735 0.988 1.000 1.000

于(Y1, Y2, Y3, Y4)服从多元正态分布, 并且四个变量只存在均值上的差异, 正如期望所示, 三种
方法中Hotelling’sT 2具有最高的功效, D̂

(k)
n 表现次之, Friedman功效略低于前两者; 而在例3中,

四个变量均值相等, 但方差不全相等, 此时, 易知Hotelling’sT 2与Friedman检验法均失去功效,
而D̂

(k)
n 能以较满意的功效鉴别出这种差异出来. 这不难理解, 由于Hotelling’sT 2与Friedman检验

法比较的变量之间的均值或其他位置上的差异, 因此无法鉴别出变量在方差上的差异; 例4中,
当四个变量在均值与方差上均有差异时, D̂

(k)
n 表现也是最优的; 例5中, 四个变量有相同的均值

与方差, 但分布不全相同, 此时, Hotelling’sT 2仍然失去功效, Friedman检验法具有微弱的功效,
而D̂

(k)
n 在较小的样本量下都能以接近1的功效鉴别分布上的差异. 例7至例10中, Y1, Y2, Y3, Y4均

非正态分布, 三种方法中, D̂
(k)
n 始终表现最优, 特别是在例8与例10中, 四个变量具有相同的均值

但方差不同, 或具有相同的均值与方差但分布不同时, D̂
(k)
n 的功效远远高于两种经典的方法.

接下来, 来看看DISCO检验法的表现. 从表1可以看到, DISCO检验法的功效几乎与D̂
(k)
n 检

验看齐, 但从例1和例6的结果来看, 它未能准确地将第一类错误控制在给定的名义水平0.05左右,
特别是在例1中, 第一类错误几乎接近0, 这说明在多个变量之间具有相关性时, 忽略变量之间的
相关性, 直接采用DISCO检验法来检验它们的分布差异, 得到的结果不准确.
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综上所述, 相比经典的Hotelling’sT 2与Friedman检验法, D̂
(k)
n 方法能更准确地捕捉具有相关

性的变量在除了均值或中位数以外的其他特征上的变化. 而与DISCO方法直接应用于多个配对
变量的分布差异检验相比, D̂

(k)
n 方法能合理地控制第一类错误, 并且具有更高的功效.

2) p > 1情形
下面考虑k个相关变量均为多元变量的情形, 具体维数为p = 2, 4, 6, 8四种情形, 同样设

定k = 4. 首先假设(X1, X2, · · · , X4p) ∼ N4p(µ,Σ ), 其中µ = (0, 0, · · · , 0)′,Σ = (σij), σij =
1, i = j, σij = 0.32, i 6= j, 然后再以以下方式生成Y1, Y2, Y3, Y4.

Y1 = (exp(X1), · · · , exp(Xp)),

Y2 = (exp(Xp+1), · · · , exp(X2p)),

Y3 = (exp(X2p+1), · · · , exp(X3p)),

Y4 = (exp(X3p+1 + a), · · · , exp(X4p + a)).

其中a = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50. 显然当a = 0时, 四个相关向量同
分布; 当a 6= 0时, Y4与前三个向量分布不同, 并且差异随a的增大而增大. 考虑样本容量n = 50,
n = 100与n = 200三种情形, 图1给出了D̂

(k)
n 与DISCO检验法在不同a取值下的第一类错误与功

效.
从图1可以得到以下几点发现. 1. 当a = 0, 样本量较少(n = 50)时, D̂

(k)
n 与DISCO方法在维

数p > 2时的第一类错误均偏小于名义水平α = 0.05, 样本量增加到200时, D̂
(k)
n 在各维数下的第

一类错误均逐渐接近0.05,而DISCO方法的第一类错误仍低于名义水平,并且非常接近0; 2. 在相
同样本容量下, D̂

(k)
n 与DISCO方法的功效均随a的增大而增大, 呈S型, 这是因为Y4与Y1, Y2, Y3之

间的分布差异随a的增大而增大; 3. 在相同容量与相同的a下, D̂
(k)
n 与DISCO方法的功效随着维

数p的增大而增大, 这是合理的, 因为在这里设计的例子中, Y4与Y1, Y2, Y3差异在于每个分量都

增加a, 因此, 维数越高, 分布差异越大, 但第一类错误会越来越低于名义水平, 需要越来越大的
样本量来保证第一类错误的准确性.

总体而言, 在本文设计的具有相关性的多维变量的分布差异检验的例子中, 与前面一维情
形的结果类似, DISCO方法虽然在功效上与D̂

(k)
n 方法的表现接近, 但它没能将第一类错误合理

地控制在名义水平附近. 这再一次说明, 对于具有相关性的随机变量的分布差异检验问题, 忽略
变量之间的相关性直接采有DISCO方法是不准确的.

§5 实例分析
HIV数据集记录了120个艾滋病患者基准期与接受3种不同方案的治疗后的第2、4、6、8、

10个月的CD4细胞数, 数据共4个变量: id (个体标识), month (月份), CD4 (CD4细胞计
数), group (组, 哑元变量, 其中1=控制组, 2=单独药物治疗, 3= 药物混合治疗). 原始数
据及说明可分别从http://www.biostat.jhsph.edu/fdominic/teaching/LDA/hivstudy.raw

与https://www.biostat.jhsph.edu/fdominic/teaching/LDA/README下载. 此处, 笔者关心
这120个患者的CD4细胞数随月份的变化情况. 从图2可以看到, 患者的CD4细胞数从基准期到
治疗后4月这段时间内逐渐下降, 之后6月、8月和10月的CD4细胞数均值或中位数无明显变化,
但很显然, CD4细胞数的方差逐渐增大. 对4月、6月、8月和10月这四次重复测量的CD4细胞数
的分布差异进行检验, 表2列出了Hotelling’s T 2检验、Friedman检验、DISCO检验法与本文提
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出的D̂
(k)
n 检验法的结果, 其中DISCO方法与D̂

(k)
n 检验法的p-值都是基于399次重抽样程序计算得

到. 从表2中可以看到, 经典的Hotelling’s T 2检验与Friedman检验方法都无法鉴别这4次CD4细
胞数在方差上的变化, DISCO方法忽略了4次CD4细胞数之间的相关性, 因此也未能准确地鉴别
这4次CD4细胞数在方差上的变化, 而新方法D̂

(k)
n 能准确地检测出这4次CD4细胞数由于方差上

的变化而导致的分布差异.

表 2 患者在4月、6月、8月和10月这4次重复测量的CD4细胞数的分布差异检验结果

检验方法 统计量 p-值

Hotelling’s T 2 1.319623 0.2714

Friedman 2.9298 0.4026

DISCO 1.638 0.1050

D̂
(k)
n 2286.35 0.0025

图 1 p > 1时, D̂
(k)
n 与DISCO方法在检验四个相关变量Y1, Y2, Y3, Y4分布差异中的第一类错误与功效, 其中上半部分

为D̂
(k)
n 方法的结果, 下半部分为DISCO方法的结果
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图 2 120个艾滋病患者的CD4 细胞数变化

§6 小结
本文基于能量距离的概念, 提出了一种新的k-配对样本分布差异的检验法, 并讨论了方法的

渐近性质. 数值模拟与实际数据分析均表明, 相比传统的Hotelling’s T 2检验与Friedman检验方
法, 新的方法能更准确地鉴别k个相关变量在除了位置之外的其他特征比如方差上的差异, 并且
在检验具有相关性的多维向量的分布差异中表现也不错. 故新方法能适用于更广泛的数据类型.
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[12] Székely G J, Rizzo M L, Bakirov N K. Measuring and testing dependence by correlation of

distances[J]. The Annals of Statistics, 2007, 35(6): 2769-2794.
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K-sample test for paired design based on energy distance
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Abstract: In this paper, a new method based on the concept of energy distance is proposed to

test the equality of k paired distributions. First, a measure of the distribution difference of k correlated

variables and its sample estimator are introduced. The estimator has the form of a V -statistic. Then,

using the theory of V -statistics, the asymptotic properties of the estimator are discussed. A bootstrap

resample procedure for the test is also provided and the rationality of the procedure is verified. Both

numerical simulations and real data analysis show that, compared with the classical Hotelling’s T 2

test and Friedman test, the new method can detect the differences of k correlated variables in other

characteristics except location more accurately, and is applicable to multivariate variables, and thus

can be applied to a wider range of data types.
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