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多次正则函数在无界域上的Cauchy积分公式
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摘 要: 多次正则函数是k-正则函数和次正则函数的进一步发展, 是一类重要的函数.
该文利用正则函数在无界域上处理的思路以及多次正则函数本身的特征, 研究了多次
正则函数在无界域上的Borel-Pompeiu公式和Cauchy积分公式.
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§1 引 言

Clifford代数是复数、四元数、外代数的推广, 是一种可结合但不可交换的代数结构.
Clifford分析主要研究定义在n维实或复向量空间上, 取值于Clifford代数上的函数. Clifford分
析已经取得了很多研究成果[1-5]. 然而在实际应用过程中, 许多问题是在无界域上给出的. 文
献[3, 6]引入了修正的Cauchy核, 使得在任何包含非空开集的无界域上研究Cauchy积分公式
成为可能, 并得到了一系列结果. 多次正则函数是指满足迭代“sandwich”方程D2k−1

x f(x)Dx =
0或Dxf(x)D2k−1

x = 0的解(k是正整数), 是Clifford分析中一类重要的函数, 是k-正则函数和次
正则函数的进一步的发展. 而k-正则函数和次正则函数是正则函数的进一步发展, 并且正则函
数、k-正则函数和次正则函数都是多次正则函数, 反之未必成立. 比如, 函数f(x) = 2x2是多次

正则函数, 但是它不是正则函数, 不是2-正则函数, 也不是次正则函数. 文献[7]给出了无界域上
具有高阶核的Clifford分析. 文献[8]给出了次正则函数的Cauchy积分公式. 文献[9]给出了多次正
则函数的Cauchy积分公式.

在上述工作的基础之上, 本文利用多次正则函数在有界域上的Borel-Pompeiu公式的证明
思路[9]以及应用无界域上(2k − 1)-正则函数的Cauchy-Pompeiu公式[7], 再结合多次正则函数本
身的特征证明了多次正则函数在无界域上的Borel-Pompeiu公式. 最后, 得出了多次正则函数
在无界域上的Cauchy积分公式. 本文的结构安排如下: §2给出了Clifford分析的一些基本知识,
与多次正则函数有关的积分算子的定义以及相关的引理. §3研究了多次正则函数在无界域上
的Borel-Pompeiu公式和Cauchy积分公式.
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§2 预备知识
设e1, e2, · · · , en是欧氏空间Rn中的一组标准正交基, An(R)为2n维实Clifford代数空间, 它

的基为e0, e1, e2, · · · , en; e1e2, e1e3, · · · , e1en, · · · , en−1en; · · · ; e1e2 · · · en−1en. An(R)中的基元
素一般表示为eA = eα1 · · · eαh

, 其中A = {α1, · · · , αh} ⊆ {1, 2, · · · , n}, 且1 ≤ α1 < α2 < · · · <

αh ≤ n. 当A = ∅时, eA = e0为其单位元. 且有



e2
i = −1, i = 1, 2, · · · , n,

eiej = −ejei, 1 ≤ i < j ≤ n,

eα1eα2 · · · eαh
= eα1α2···αh

, 1 ≤ α1 < · · · < αh ≤ n.





ei = −ei, i = 1, 2, · · · , n,

λµ = µλ, λ ∈ An(R), µ ∈ An(R).

任意元素a ∈ An(R)可表示为

a =
∑

A

aAeA, aA ∈ R.

An(R)中的范数为

|a| =
√

(a, a) =

(∑

A

a2
A

) 1
2

.

当x ∈ Rn时, |x|2 = −x2.

设Ω ⊂ Rn是一个有界区域, 其边界为Γ . 下面将考虑定义在Ω上, 取值于An(R)空间的函
数f(x), 这样的函数可表示为

f(x) =
∑

A

fA(x)eA,

其中fA(x)为实值函数.

Dirac算子的定义为

Dxf =
n∑

i=1

ei
∂f

∂xi
=

n∑

i=1

∑

A

eieA
∂fA

∂xi
, fDx =

n∑

i=1

∂f

∂xi
ei =

n∑

i=1

∑

A

eAei
∂fA

∂xi
.

Dx是Rn中Laplace算子∆n的一个分解, 满足D2
x = −∆n. 对于Dp

xfDq
x = 0, 其中p和q是正整数.

若p(或q)是偶数，则Dp
xfDq

x = (−1)
p
2 ∆

p
2
n fDq

x = fDp+q
x = 0或

Dp
xfDq

x = (−1)
q
2 Dp

xf∆
q
2
n = Dp+q

x f = 0.

设Ck(Ω)表示直到k阶偏导数都在Ω上连续的函数全体. 若f(x) ∈ C1(Ω), 对任意的x ∈ Ω满
足Dxf(x) = 0(f(x)Dx = 0), 则称函数f(x)为左(右)正则函数, 通常简称左正则函数为正则函
数. 若f(x) ∈ C2(Ω), 对任意的x ∈ Ω满足“sandwich”方程, 即Dxf(x)Dx = 0, 则称函数f(x)为
次正则函数. 若f(x) ∈ Ck(Ω), 对任意的x ∈ Ω满足Dk

xf(x) = 0(f(x)Dk
x = 0), 则称函数f(x)为

左(右)k-正则函数, 通常简称左k-正则函数为k-正则函数. 若f(x) ∈ C2k(Ω), 对任意的x ∈ Ω满
足迭代“sandwich”方程, 即D2k−1

x f(x)Dx = 0或Dxf(x)D2k−1
x = 0, 则称函数f(x)为多次正则函
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数.

由此可见, 正则函数、次正则函数和k-正则函数都是多次正则函数, 但反过来未必成立. 比
如函数f(x) = 2x2是多次正则函数, 但它不是正则函数, 不是次正则函数, 也不是2-正则函数.

高阶核函数的定义为

H∗
i (x) =

Ai

ωn

x̄i

|x|n , i < n,

Ai =





1

2p−1(p− 1)!
p∏

r=1

(2r − n)

, i = 2p, i < n, i = 1, 2, · · · ,

1

2pp!
p∏

r=1

(2r − n)

, i = 2p + 1, i < n, i = 0, 1, 2, · · · ,

其中x ∈ Rn
0 = Rn \ {0}, ωn =

2π
n
2

Γ(n
2 )
为Rn中单位球的表面积, 并且可以得到

DxH∗
i+1(x) = H∗

i+1(x)Dx = H∗
i (x), x ∈ Rn

0 , 1 ≤ i < n− 1.

Laplace算子∆n的基本解为

H∗
2 (x) =

1
(2− n)ωn

x̄2

|x|n , x ∈ Rn
0 ,

从而Dx的基本解为

H∗
1 (x) = DxH∗

2 (x) =
1

ωn

x̄

|x|n , x ∈ Rn
0 ,

满足DxH∗
1 (x) = H∗

1 (x)Dx = 0, x ∈ Rn
0 . 显然高阶核函数H∗

k(x)为k-正则函数.

带有正则核的左Cauchy型积分算子和左Teodorescu算子的定义分别为

(Cl
Γ [f ])(x) =

∫

Γ

H∗
1 (y − x)n(y)f(y)dS(y), x /∈ Γ ,

(T l
Ω [f ])(x) = −

∫

Ω

H∗
1 (y − x)f(y)dV (y),

其中f : Ω → An(R).

当f ∈ C1(Ω ∪ Γ )时, 相应的Borel-Pompeiu公式为

f(x) = (Cl
Γ [f ])(x) + (T l

Ω [∂yf ])(x), x ∈ Ω .

进而如果f为左正则函数, 则可得到左正则函数的Cauchy积分公式

f(x) =
∫

Γ

H∗
1 (y − x)n(y)f(y)dS(y), x ∈ Ω .

类似地, 带有正则核的右Cauchy型积分算子和右Teodorescu算子的定义分别为

(Cr
Γ [f ])(x) =

∫

Γ

f(y)n(y)H∗
1 (y − x)dS(y), x /∈ Γ ,

(T r
Ω [f ])(x) = −

∫

Ω

f(y)H∗
1 (y − x)dV (y),

其中f : Ω → An(R).
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当f ∈ C1(Ω ∪ Γ )时, 相应的Borel-Pompeiu公式为

f(x) = (Cr
Γ [f ])(x) + (T r

Ω [f∂y])(x), x ∈ Ω .

进而如果f为右正则函数, 则可得到如下右正则函数的Cauchy积分公式

f(x) =
∫

Γ

f(y)n(y)H∗
1 (y − x)dS(y), x ∈ Ω .

带有k-正则核的左Cauchy型积分算子和左Teodorescu算子的定义分别为

(Cl,k
Γ [f ])(x) =

k−1∑

i=0

(−1)i

∫

Γ

H∗
i+1(y − x)n(y)∂i

yf(y)dS(y), x /∈ Γ ,

(T l,k
Ω [f ])(x) = (−1)k

∫

Ω

H∗
k(y − x)f(y)dV (y),

其中f : Ω → An(R).

当f ∈ Ck(Ω ∪ Γ )时, 相应的Borel-Pompeiu公式为

f(x) = (Cl,k
Γ [f ])(x) + (T l,k

Ω [∂k
y f ])(x), x ∈ Ω .

进而如果f为左k-正则函数, 则可得到如下左k-正则函数的Cauchy积分公式

f(x) =
k−1∑

i=0

(−1)i

∫

Γ

H∗
i+1(y − x)n(y)∂i

yf(y)dS(y), x ∈ Ω .

类似地, 带有k-正则核的右Cauchy型积分算子和右Teodorescu算子的定义分别为

(Cr,k
Γ [f ])(x) =

k−1∑

i=0

(−1)i

∫

Γ

(
f(y)∂i

y

)
n(y)H∗

i+1(y − x)dS(y), x /∈ Γ ,

(T r,k
Ω [f ])(x) = (−1)k

∫

Ω

f(y)H∗
k(y − x)dV (y),

其中f : Ω → An(R).

当f ∈ Ck(Ω ∪ Γ )时, 相应的高阶Borel-Pompeiu公式为

f(x) = (Cr,k
Γ [f ])(x) + (T r,k

Ω [f∂k
y ])(x), x ∈ Ω .

进而如果f为右k-正则函数, 则可得到如下右k-正则函数的Cauchy积分公式

f(x) =
k−1∑

i=0

(−1)i

∫

Γ

(
f(y)∂i

y

)
n(y)H∗

i+1(y − x)dS(y), x ∈ Ω .

下面引入算子Ψ(f) =
n∑

i=1

eifei.

与次正则函数有关的Cauchy型积分算子和Teodorescu算子的定义分别为

(Cinfra
Γ [f ])(x) =

1
2

{∫

Γ

H∗
1 (y − x)n(y)f(y)(y − x)dS(y) +

Ψ
(∫

Γ

H∗
2 (y − x)n(y)f(y)dS(y)

)}
, x /∈ Γ ,

(T infra
Ω [f ])(x) = −1

2

{∫

Ω

H∗
1 (y − x)f(y)(y − x)dV (y) +

Ψ
(∫

Ω

H∗
2 (y − x)f(y)dV (y)

)}
,

其中f : Ω → An(R).
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当f ∈ C2(Ω ∪ Γ )时, 相应的Borel-Pompeiu公式为

f(x) = (Cr
Γ [f ])(x) + (Cinfra

Γ [f∂y])(x) + (T infra
Ω [∂yf∂y])(x), x ∈ Ω .

进而如果f为次正则函数, 则可得到如下次正则函数的Cauchy积分公式

f(x) = (Cr
Γ [f ])(x) + (Cinfra

Γ [f∂y])(x), x ∈ Ω .

与多次正则函数有关的Cauchy型积分算子和Teodorescu算子的定义分别为

(Cifp,k
Γ [f ])(x) =

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

Γ

H∗
i+1(y − x)n(y)∂i

y((f(y)∂y)(y − x))dS(y)+

Ψ
(∫

Γ

H∗
2k(y − x)n(y)∂2k−2

y f(y)∂ydS(y)
)

, x /∈ Γ ,

(T ifp,k
Ω [f ])(x) = − 1

2k

{∫

Ω

H∗
2k−1(y − x)f(y)(y − x)dV (y) +

Ψ
(∫

Ω

H∗
2k(y − x)f(y)dV (y)

)}
,

其中f : Ω → An(R).

当f ∈ C2k(Ω ∪ Γ ), 相应的Borel-Pompeiu公式为

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

Γ [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
Γ [f ])(x) +

(Cifp,k
Γ [f ])(x) + 2k(T ifp,k

Ω [∂2k−1
y f∂y])(x)

]
.

进而如果f为多次正则函数, 则可得到如下多次正则函数的Cauchy积分公式

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

Γ [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
Γ [f ])(x) + (Cifp,k

Γ [f ])(x)
]
, x ∈ Ω .

§3所研究的Rn中的无界域U , 它的边界满足Lipschitz连续的条件, 且U的余集中包含非空开

集, 0 /∈ ∂U , 以及对任意的t ∈ ∂U , 0是不在t处的切平面上的.

左(2k − 1)-正则函数和右(2k − 1)-正则函数在无界域U上的Cauchy型积分算子的定义分别
为

(Cr,2k−1
∂U [f ])(x) =

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

(f(y)Di
y)n(y)G∗i+1(y, x)dS(y),

(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) =

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)n(y)Di
yf(y)dS(y),

其中f : U → An(R), G∗i+1(y, x) = H∗
i+1(y − x)−H∗

i+1(y − x0), x0 ∈ Rn\U为固定的点.

多次正则函数在无界域U上的积分算子(Cifp,k
∂U [f ])(x)和Teodorescu算子的定义分别为

(Cifp,k
∂U [f ])(x) =

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y)+

Ψ
(∫

∂U

G∗2k(y, x)n(y)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
,

(T ifp,k
U [D2k−1

y fDy])(x) = − 1
2k

{∫

U

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)(y − x)dV (y) +

Ψ
(∫

U

G∗2k(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)dV (y)

)}
,
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其中f , G∗i+1(y, x)如上所述.
引引引理理理2.1(Stokes公式)[4] 设Ω , Γ如上所述, u, v ∈ C1(Ω ∪ Γ ), 则∫

Γ

u(y)n(y)v(y)dS(y) =
∫

Ω

[(u(y)Dy)v(y) + u(y)(Dyv(y))] dV (y),

其中n(y)是Γ上点y处的单位外法向量, dS和dV分别表示面积微元和体积微元.
引引引理理理2.2[9] 以下等式成立.
(1) DxΨ(f(x)) = −Ψ(Dxf(x))− 2f(x)Dx, (Ψ(f(x)))Dx = −Ψ(f(x)Dx)− 2Dxf(x);
(2) Dx(f(x)x) = (Dxf(x))x + Ψ(f(x));

(3) 如果g是一个向量值函数, 则g(x)Ψ(f(x)) = −Ψ(g(x)f(x))− 2f(x)g(x);

(4) D2
x(f(x)x) = (D2

xf(x))x− 2f(x)Dx.

引引引理理理2.3[9] 设k ≥ 1, 则

D2k−1
x (f(x)x) = (D2k−1

x f(x))x + Ψ(D2k−2
x f(x))−Ak(x),

其中

Ak(x) =

{
0, k = 1,

(2k − 2)Dxf(x)D2k−3
x , k > 1.

引引引理理理2.4[10] 设k ≥ 1, 则

D2k
x (f(x)x) = (D2k

x f(x))x− 2kD2k−2
x f(x)Dx.

引引引理理理2.5(高阶Cauchy积分公式)[7] 设U , ∂U如上所述,函数f为U上的左(2k−1)-正则函数,
且满足|Di

yf(y)| ≤ C|y|−i+s, s ∈ (0, 1), i = 0, 1, · · · , 2k − 2, C为正实常数, 则有

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)dσyDi
yf(y) =





f(x), x ∈ U,

0, x ∈ Rn\U,

或

2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

(f(y)Di
y)dσyG∗i+1(y, x) =





f(x), x ∈ U,

0, x ∈ Rn\U,

其中G∗i+1(y, x)如上所述.
引引引理理理2.6(Cauchy-Pompeiu公式)[7] 设U , ∂U如上所述, f ∈ C2k−1(U

⋃
∂U), 1 ≤ k <

n

2
,

且|Di
yf(y)| ≤ C|y|−i+s, s ∈ (0, 1), i = 0, 1, · · · , 2k − 2, C为正实常数, 对任意的x ∈ U有

f(x) =
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)dσyDi
yf(y) + (−1)2k−1

∫

U

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y))dyn,

或

f(x) =
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

f(y)Di
ydσyG∗i+1(y, x) + (−1)2k−1

∫

U

(f(y)D2k−1
y )G∗2k−1(y, x)dyn,

其中G∗i+1(y, x)如上所述.
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§3 多次正则函数在无界域上的Borel-Pompeiu公式和Cauchy积分
公式

定定定理理理3.1(Borel-Pompeiu公公公式式式) 设U ⊂ Rn是一个Jordan域, 具有足够光滑的∂U , 且f ∈
C2k(U

⋃
∂U), |Di

yf(y)| ≤ C|y|−i+s, s ∈ (0, 1), i = 0, 1, 2, · · · 2k − 2, C为正实常数, 则对
于x ∈ U有

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

∂U [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) +

(Cifp,k
∂U [f ])(x) + 2k(T ifp,k

U [D2k−1
y fDy])(x)

]
.

(3.1)

其中G∗i+1(y, x) = H∗
i+1(y − x)−H∗

i+1(y − x0), x0 ∈ Rn\U为固定的点.

证证证 由引理2.3可以推导出

D2k−1
y ((f(y)Dy)(y − x)) = (D2k−1

y f(y)Dy)(y − x) + Ψ
(
D2k−2

y f(y)Dy

)−
(2k − 2)Dy(f(y)Dy)D2k−3

y ,

因此两边同乘向量核G∗2k−1(y, x)得

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y − x)) = G∗2k−1(y, x)(D2k−1

y f(y)Dy)(y − x)+
G∗2k−1(y, x)Ψ

(
D2k−2

y f(y)Dy

)−
(2k − 2)G∗2k−1(y, x)Dyf(y)D2k−2

y .

(3.2)

利用引理2.2的(3), 其中g = G∗2k−1(y, x), 可以得到

G∗2k−1(y, x)Ψ
(
D2k−2

y f(y)Dy

)
= −Ψ

(
G∗2k−1(y, x)D2k−2

y f(y)Dy

)−
2(D2k−2

y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x).
(3.3)

由(3.2)和(3.3)得

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y − x)) = G∗2k−1(y, x)(D2k−1

y f(y)Dy)(y − x)−
Ψ

(
G∗2k−1(y, x)D2k−2

y f(y)Dy

)−
2(D2k−2

y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x)−
(2k − 2)G∗2k−1(y, x)Dyf(y)D2k−2

y .

(3.4)

接下来, 对于x ∈ U , 构造以0为心, r为半径的球E(0, r). 当r充分大时, 有x ∈ U
⋂

E(0, r).
记Ur = U

⋂
E(0, r). 取ε > 0, 使得E(x, ε) = {y ∈ Rn, |y−x| ≤ ε} ⊂ Ur. 令Ur,ε = Ur\E(x, ε),

记

I1(x) =
∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y − x))dV (y),

T1(x) =
∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)(y − x)dV (y),

I2(x) =
∫

Ur,ε

Ψ
(
G∗2k−1(y, x)D2k−2

y f(y)Dy

)
dV (y),

I3(x) = 2
∫

Ur,ε

(D2k−2
y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x)dV (y),

I4(x) = (2k − 2)
∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y f(y)dV (y).

接下来对(3.4)两边进行积分得

I1(x) = T1(x)− I2(x)− I3(x)− I4(x). (3.5)
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根据引理2.1得∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−2
y f(y)DydV (y) =

∫

∂Ur,ε

G∗2k(y, x)n(y)D2k−2
y f(y)DydS(y)−

∫

Ur,ε

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y),

两边同时作用Ψ , 得

I2(x)=Ψ

(∫

∂Ur,ε

G∗2k(y, x)n(y)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
−Ψ

(∫

Ur,ε

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y)

)
.

(3.6)
另一方面, 对于下面的式子分别应用引理2.1可得

−
∫

∂Ur,ε

G∗2(y, x)n(y)Dy((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

−
∫

Ur,ε

G∗1(y, x)Dy((f(y)Dy)(y−x))dV (y)−
∫

Ur,ε

G∗2(y, x)D2
y((f(y)Dy)(y−x))dV (y),

∫

∂Ur,ε

G∗3(y, x)n(y)D2
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

∫

Ur,ε

G∗2(y, x)D2
y((f(y)Dy)(y−x))dV (y)+

∫

Ur,ε

G∗3(y, x)D3
y((f(y)Dy)(y−x))dV (y),

· · ·∫

∂Ur,ε

G∗2k−1(y, x)n(y)D2k−2
y ((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

∫

Ur,ε

G∗2k−2(y, x)D2k−2
y ((f(y)Dy)(y−x))dV (y)+

∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y−x))dV (y).

将上述各式相加得
2k−2∑

i=1

(−1)i

∫

∂Ur,ε

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

−
∫

Ur,ε

G∗1(y, x)Dy((f(y)Dy)(y−x))dV (y)+
∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y−x))dV (y).

进而可得

I1(x) =
∫

Ur,ε

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y ((f(y)Dy)(y − x))dV (y) =

∫

Ur,ε

G∗1(y, x) [Dy((f(y)Dy)(y − x))] dV (y)+

2k−2∑

i=1

(−1)i

∫

∂Ur,ε

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y).

(3.7)

又由引理2.1得∫

Ur,ε

G∗1(y, x) [Dy((f(y)Dy)(y − x))] dV (y) =
∫

Ur,ε

G∗1(y, x) [Dy((f(y)Dy)(y − x))] + [G∗1(y, x)Dy](f(y)Dy)(y − x)dV (y) =
∫

∂Ur,ε

G∗1(y, x)n(y)(f(y)Dy)(y − x)dS(y).
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因此

I1(x) =
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂Ur,ε

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y). (3.8)

将(3.6)和(3.8)代入(3.5)得
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂Ur,ε

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

T1(x)−Ψ

(∫

∂Ur,ε

G∗2k(y, x)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
+

Ψ

(∫

Ur,ε

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y)

)
− I3(x)− I4(x).

(3.9)

让(3.9)中的ε → 0得
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂Ur

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

∫

Ur

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)(y − x)dV (y)−

Ψ
(∫

∂Ur

G∗2k(y, x)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
+

Ψ
(∫

Ur

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y)

)
−

2
∫

Ur

(D2k−2
y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x)dV (y)−

(2k − 2)
∫

Ur

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y f(y)dV (y).

(3.10)

让(3.10)中的r →∞得
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

∫

U

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)(y − x)dV (y)−

Ψ
(∫

∂U

G∗2k(y, x)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
+

Ψ
(∫

U

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y)

)
−

2
∫

U

(D2k−2
y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x)dV (y)−

(2k − 2)
∫

U

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y f(y)dV (y).

(3.11)

因为2k − 2是偶数, 所以

D2k−2
y f(y)Dy = f(y)D2k−1

y .

进而在(3.11)的最后两个积分里应用引理2.6可得
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−2
∫

U

(D2k−2
y f(y)Dy)G∗2k−1(y, x)dV (y)− (2k − 2)

∫

U

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y f(y)dV (y) =

−2
∫

U

(f(y)D2k−1
y )G∗2k−1(y, x)dV (y)− (2k − 2)

∫

U

G∗2k−1(y, x)D2k−1
y f(y)dV (y) =

−2
[
(Cr,2k−1

∂U [f ])(x)− f(x)
]
− (2k − 2)

[
(Cl,2k−1

∂U [f ])(x)− f(x)
]

=

−2(Cr,2k−1
∂U [f ])(x)− (2k − 2)(Cl,2k−1

∂U [f ])(x) + 2kf(x).

所以(3.11)可变为
2k−2∑

i=0

(−1)i

∫

∂U

G∗i+1(y, x)n(y)Di
y((f(y)Dy)(y − x))dS(y) =

∫

U

G∗2k−1(y, x)(D2k−1
y f(y)Dy)(y − x)dV (y)−

Ψ
(∫

∂U

G∗2k(y, x)D2k−2
y f(y)DydS(y)

)
+

Ψ
(∫

U

G∗2k(y, x)D2k−1
y f(y)DydV (y)

)
−

2(Cr,2k−1
∂U [f ])(x)− (2k − 2)(Cl,2k−1

∂U [f ])(x) + 2kf(x).

移项可得

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

∂U [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) +

(Cifp,k
∂U [f ])(x) + 2k(T ifp,k

U [D2k−1
y fDy])(x)

]
.

定定定理理理3.2(Cauchy积积积分分分公公公式式式) 设U ⊂ Rn是一个Jordan域, 具有足够光滑的∂U , 且f ∈
C2k(U

⋃
∂U). 若f为U上的多次正则函数,并且|Di

yf(y)| ≤ C|y|−i+s, s ∈ (0, 1), i = 0, 1, 2, · · · 2k−
2, C为正实常数, 则对于x ∈ U有

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

∂U [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) + (Cifp,k

∂U [f ])(x)
]
,

其中G∗i+1(y, x)如定理3.1所述.

证证证 由定理3.1得

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

∂U [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) +

(Cifp,k
∂U [f ])(x) + 2k(T ifp,k

U [D2k−1
y fDy])(x)

]
.

因为f为U上的多次正则函数, 所以

(T ifp,k
U [D2k−1

y fDy])(x) = 0.

因此

f(x) =
1
2k

[
2(Cr,2k−1

∂U [f ])(x) + (2k − 2)(Cl,2k−1
∂U [f ])(x) + (Cifp,k

∂U [f ])(x)
]
.
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