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摘 要: 该文考虑了具有非局部时滞的两种群竞争系统的行波解, 借助于具有非局部
时滞反应扩散方程行波解的存在性理论, 证明了当选取特定核函数且波速c大于某临

界值时, 连接系统两个半平凡平衡点行波解的存在性.
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§1 引 言

自从Lotka[1]和Volterra[2]提出著名的Lotka-Volterra种群模型后, 种群动力学的研究已经取
得了长足发展. 基于Lotka-Volterra竞争系统, 许多学者提出了各种不同含有扩散项的系统并研
究了其动力学行为, 获得了十分丰富的结论, 参看文献[3-6]. Al-Omari和Gourley[7]考虑了含有

扩散项的Lotka-Volterra竞争模型



∂U1(x,t)
∂t = d1∆U1(x, t) + α1e−γ1τ1U1(x, t− τ1)− β1U

2
1 (x, t)− c1U1(x, t)U2(x, t),

∂U2(x,t)
∂t = d2∆U2(x, t) + α2e−γ2τ2U2(x, t− τ2)− β2U

2
2 (x, t)− c2U1(x, t)U2(x, t),

(1.1)

其中(x, t) ∈ Ω × [0,+∞), Ω = Rn, ∆为关于x的Laplace算子, U(x, t)和V (x, t)分别表示两个竞
争成年种群的密度, 正常数d1和d2分别表示两个种群成年种群的扩散系数, 正常数α1和α2分别

表示两个种群的成年种群的出生率, 正常数γ1和γ2分别表示两种群在成熟过程中的死亡率, 正常
数β1和β2分别表示两个种群的成熟种群的死亡率, 正常数c1和c2分别表示两种群间的竞争效应,
τ1, τ2 > 0是常数.

文献[7]首先得到了系统(1.1)三个常数边界平衡解
E0 = (0, 0), Ê1 =

(
α1
β1

e−γ1τ1 , 0
)
, Ê2 =

(
0, α2

β2
e−γ2τ2

)

的全局渐近稳定性, 并在Ê2不稳定且Ê1线性稳定, 即系统(1.1)不存在共存平衡点时, 借助于文
献[8]关于具有离散时滞反应扩散方程行波解的存在性理论得到了连接系统(1.1)两个半平凡平衡
点Ê2和Ê1行波解的存在性.
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在提出系统(1.1)时, 假设两种群个体仅在自己当前所处的栖息位置上存在竞争、同一种群
的成熟时间是相同的且忽略了种群个体在栖息地中的走动. 为了考虑这些因素, 文献[9-10]提出
了非局部时滞(时间-空间的非局部)的概念, 它是通过一个加权函数(在假设种群个体是随机走动
的条件下利用概率分析得到的)表示的. 基于此并结合系统(1.1), 本文主要考虑以下具有非局部
时滞的Lotka-Volterra竞争系统




∂U(x,t)
∂t = d14U + αu

∫
Ω

∫ t

−∞ g(x− y, t− s)U(y, s)dyds−
βuU2(x, t)− c1U(x, t)V (x, t),

∂V (x,t)
∂t = d24V + αv

∫
Ω

∫ t

−∞ h(x− y, t− s)V (y, s)dyds−
βvV 2(x, t)− c2U(x, t)V (x, t),

(1.2)

其中核函数g(y, s)和h(y, s)在其变量s ∈ (0,+∞), y ∈ Ω情况下是可积的非负函数; 卷积
项

∫
Ω

∫∞
0

g(y, s)U(y, s)ds和
∫
Ω

∫∞
0

h(y, s)V (y, s)ds分别描述了两种群内部对资源的竞争; 此外规
定 ∫

Ω

∫ ∞

0

g(y, s)ds =
∫

Ω

∫ ∞

0

h(y, s)ds = 1.

可以得到, 对任意可行参数值, 系统(1.2)总是有平凡平衡点E0 = (0, 0), 半平凡平衡
点Êu =

(
αu

βu
, 0

)
和Êv =

(
0, αv

βv

)
. 此后借助于线性化方法分析容易得到, 系统(1.2)的平衡

点E0总是不稳定的; 当条件

(H1) c2αu > βuαv

成立时, 系统(1.2)的平衡点Êu是线性稳定的; 当条件

(H2) c1αv < βvαu

成立时, 系统(1.2)的平衡点Êv是不稳定的; 当系统(1.2)两个半平凡平衡点Êu和Êv都线性稳定或

者都不稳定时, 共存平衡点Ê(û, v̂)是存在的, 反之共存平衡点Ê(û, v̂)不存在, 其中

û =
βvαu − c1αv

βuβv − c1c2
, v̂ =

βuαv − c2αu

βuβv − c1c2
.

§2主要阐述文献[11]建立的具有非局部时滞反应扩散方程行波解的存在性的相关理
论; §3主要借助于§2的理论考虑当条件(H1)和(H2)成立且选取特定核函数g(y, s) = h(y, s) =
1
τ0

e−
s

τ0 δ(y), τ0 > 0, Ω = (−∞,+∞)时, 连接系统(1.2)两个半平凡平衡点Êv和Êu之间行波解的

存在性问题.

§2 预备知识
本节主要阐述文献[11]中建立的具有非局部时滞反应扩散方程行波解的存在性的相关理论.
考虑具有非局部时滞的反应扩散方程

∂u(x, t)
∂t

= D
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(u(x, t), (g1 ∗ u)(x, t), · · · , (gm ∗ u)(x, t)), (2.1)

其中(x, t) ∈ R × [0,+∞), D = diag(d1, · · · , dn), di > 0, i = 1, · · · , n, n ∈ N, u ∈ Rn, f ∈
C(R(m+1)n,Rn), 且

(gj ∗ u)(x, t) =
∫ t

−∞

∫ ∞

−∞
gj(x− y, t− s)u(y, s)dyds,
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核函数gj(x, t)是可积的非负函数, 满足gj(−x, t) = gj(x, t),
∫ +∞
0

∫∞
−∞ gj(y, s)dyds = 1, j =

1, · · · ,m, m ∈ N; 此外假设核函数对于t ∈ [0, a], a > 0有
∫ +∞
−∞ gj(x, t)dx是一致收敛的, 即存

在ε > 0, 对于任意t ∈ [0, a], 有
∫ +∞

M
gj(x, t)dx < ε.

首先, 将u(x, t) = Φ(z), z = x + ct, c(c > 0)为波速, 代入系统(2.1)后, 变为行波方程

DΦ′′(z)− cΦ′(z) + f(Φ(z), (g1 ∗ Φ)(z), · · · , (gm ∗ Φ)(z)) = 0, z ∈ R, (2.2)

其中(gj ∗ Φ)(z) =
∫ +∞
0

∫ +∞
−∞ gj(y, s)Φ(z − y − cs), j = 1, · · · ,m, 系统(2.1)波速为c(c > 0)的行

波解Φ ∈ C2(R,Rn), 且满足边界条件

Φ(−∞) = 0,Φ(+∞) = K = (K1, · · · ,Kn)T, 其中Ki > 0, i = 1, 2, · · · , n.

然后, 为了证明行波解的存在性, 假设以下条件(i)-(iii)成立.
(i) 存在对角矩阵γ = diag(γ1, · · · , γn), γi > 0, i = 1, · · · , n使得

f(Φ2(z), (g1 ∗ Φ2)(z), · · · , (gm ∗ Φ2)(z))− f(Φ1(z), (g1 ∗ Φ1)(z), · · · , (gm ∗ Φ1)(z)) ≥
− γ(Φ2(z)− Φ1(z)),

其中Φ1,Φ2 ∈ C(R,Rn), 当z ∈ R 时, 有0 ≤ Φ1(z) ≤ Φ2(z) ≤ K;
(ii) 当0 < µ < K时, 有f(µ, · · · , µ) 6= 0;
(iii) 当µ = 0或K时, 有f(µ, · · · , µ) = 0.

此外定义Γ =
{
Φ ∈ C(R,Rn) : Φ是单调递增的;Φ(−∞) = 0,Φ(∞) = K

}
.

接下来给出系统(2.2)上、下解的定义.

定定定义义义 2.1 函数Φ̄ ∈ C(R,Rn)称为系统(2.2)的上解(或下解), 如果Φ̄′, Φ̄′′在R的边界处及

其它任意处是几乎处处存在的, 且Φ̄满足

DΦ̄′′(z)− cΦ̄′(z) + f(Φ̄(z), (g1 ∗ Φ̄)(z), · · · , (gm ∗ Φ̄)(z)) ≤ 0(或 ≥ 0), z ∈ R. (2.3)

§3 行波解的存在性
本节主要考虑当条件(H1)和(H2)成立且选取特定核函数g(y, s) = h(y, s) = 1

τ0
e−

s
τ0 δ(y), τ0 >

0, Ω = (−∞,+∞)时, 连接系统(1.2)两个半平凡平衡点Êv和Êu之间的行波解.

将U(x, t) = Φ1(z), V (x, t) = Φ2(z), z = x + ct, c(c > 0)为波速, 代入系统(1.2)后, 则对应的
行波方程为




d1Φ′′1 (z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞
−∞

∫ +∞
0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds−
βuΦ2

1(z)− c1Φ1(z)Φ2(z) = 0,

d2Φ′′2 (z)− cΦ′2(z) + αv

∫ +∞
−∞

∫ +∞
0

h(y, s)Φ2(z − y − cs)dyds−
βvΦ2

2(z)− c2Φ1(z)Φ2(z) = 0,

(3.1)

其中Φ1(−∞) = 0,Φ2(−∞) = αv

βv
,Φ1(+∞) = αu

βu
,Φ2(+∞) = 0.

容易得到如下结论成立.

引引引理理理 3.1 当条件(H2)成立时, 存在c∗ > 0, λ∗ > 0使得
(i) ∆1c∗(λ∗) = 0, ∂

∂λ∆1c∗(λ) |λ=λ∗= 0;
(ii) 当0 < c < c∗且λ > 0时, 有∆1c(λ) > 0;
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(iii) 当c > c∗时, 方程∆1c(λ) = 0有两个正实根λ11, λ12, 满足0 < λ11 < λ12, 且

∆1c(λ) =





> 0, λ < λ11,

< 0, λ ∈ (λ11, λ12),

> 0, λ > λ12.

证证证 当z → −∞时, 线性化系统(3.1)第一式得

d1Φ′′1 (z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds− c1αv

βv
Φ1(z) = 0.

令上式中Φ1(z) = b1eλz, b1是非零常数, 则得到∆1c(λ) = 0, 其中

∆1c(λ) = d1λ
2 − cλ +

αu

1 + λcτ0
− c1αv

βv
, λ ∈ R. (3.2)

当c = 0时, 由条件(H2)得∆10(λ) = d1λ
2 + βvαu−c1αv

βv
> 0; 当c(c > 0)增大时, 易证此引理.

引引引理理理 3.2 当条件(H1)成立时, 无论c(c > 0)取任何值,方程∆2c(λ) = 0有一个负实根λ21和

一个正实根λ22, 且

∆2c(λ) =





> 0, λ < λ21,

< 0, λ ∈ (λ21, λ22),

> 0, λ > λ22.

证证证 当z → +∞时, 线性化系统(3.1)第二式得

d2Φ′′2 (z)− cΦ′2(z) + αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ2(z − y − cs)dyds− c2αu

βu
Φ2(z) = 0,

令上式中Φ2(z) = b2eλz, b2是非零常数, 则得到∆2c(λ) = 0, 其中

∆2c(λ) = d2λ
2 − cλ +

αv

1 + λcτ0
− c2αu

βu
, λ ∈ R, (3.3)

从而证得此引理.
接下来证明连接系统(1.2)两个半平凡平衡点

(
0, αv

βv

)
和

(
αu

βu
, 0

)
之间行波解的存在性.

首先令Ũ = U, Ṽ = αv

βv
− V , 则系统(1.2)变成如下系统




∂Ũ(x,t)
∂t = d14Ũ + αu

∫ +∞
−∞

∫ t

−∞ g(x− y, t− s)Ũ(y, s)dyds− βuŨ2(x, t)−
c1αv

βv
Ũ(x, t) + c1Ũ(x, t)Ṽ (x, t),

∂Ṽ (x,t)
∂t = d24Ṽ + αv

∫ +∞
−∞

∫ t

−∞ h(x− y, t− s)Ṽ (y, s)dyds− 2αvṼ (x, t)+

βvṼ 2(x, t) + c2αv

βv
Ũ(x, t)− c2Ũ(x, t)Ṽ (x, t),

(3.4)

其中系统平衡点是0 = (0, 0)和K = (αu

βu
, αv

βv
), 且0是不稳定的, K是线性稳定的.

然后将Ũ(x, t) = Φ1(z), Ṽ (x, t) = Φ2(z), z = x + ct代入系统(3.4)后, 变为如下行波方程



d1Φ′′1 (z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞
−∞

∫ +∞
0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds− βuΦ2
1(z)−

c1αv

βv
Φ1(z) + c1Φ1(z)Φ2(z) = 0,

d2Φ′′2 (z)− cΦ′2(z) + αv

∫ +∞
−∞

∫ +∞
0

h(y, s)Φ2(z − y − cs)dyds + βvΦ2
2(z)−

2αvΦ2(z) + c2αv

βv
Φ1(z)− c2Φ1(z)Φ2(z) = 0,

(3.5)

其中Φ1(−∞) = 0,Φ2(−∞) = 0,Φ1(+∞) = αu

βu
,Φ2(+∞) = αv

βv
.
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注意到证明连接系统(1.2)两个半平凡平衡点Êv和Êu之间行波解的存在性, 相当于证明连接
行波方程(3.5)平衡点0与K之间行波解的存在性. 因此接下来首先给出定理3.3, 然后借助于行波
方程(3.5)证明此定理.

定定定理理理 3.3 当条件(H1)和(H2)成立时, 存在c∗ > 0, 对任意c > c∗, 假设

(H3) ∆2c(λ11) ≤ 2(αv − c2αu

βu
)

成立, 则连接系统(1.2)半平凡平衡点
(
0, αv

βv

)
和

(
αu

βu
, 0

)
之间存在波速为c的行波解.

证证证 令Φ = (Φ1,Φ2), fc(Φ) = (fc1(Φ), fc2(Φ)), 则由系统(3.5)得

fc1(Φ) = αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds− βuΦ2
1(z)− c1αv

βv
Φ1(z)+

c1Φ1(z)Φ2(z),

fc2(Φ) = αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ2(z − y − cs)dyds− 2αvΦ2(z) + βvΦ2
2(z)+

c2αv

βv
Φ1(z)− c2Φ1(z)Φ2(z).

首先证fc满足拟单调条件. 设Φ = (Φ1,Φ2)和Ψ = (Ψ1,Ψ2) ∈ C(R,R2), 且0 ≤ Ψ ≤ Φ ≤
K, 则

fc1(Φ)− fc1(Ψ) =

αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(−y − cs)dyds− βuΦ2
1(0)− c1αv

βv
Φ1(0) + c1Φ1(0)Φ2(0)−

αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Ψ1(−y − cs)dyds + βuΨ2
1 (0) +

c1αv

βv
Ψ1(0)− c1Ψ1(0)Ψ2(0) =

αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s) [Φ1(−y − cs)−Ψ1(−y − cs)] dyds− βu(Φ2
1(0)−Ψ2

1 (0))−
c1αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0))− c1(Ψ1(0)Ψ2(0)− Φ1(0)Φ2(0)) ≥

− βu(Φ1(0)−Ψ1(0))(Φ1(0) + Ψ1(0))− c1αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0)) ≥

[
−2αu − c1αv

βv

]
(Φ1(0)−Ψ1(0)),

取δ1 ≥ 2αu + c1αv

βv
, 则

fc1(Φ)− fc1(Ψ) + δ1 [Φ1(0)−Ψ1(0)] ≥ [−2αu − c1αv

βv
+ δ1](Φ1(0)−Ψ1(0)) ≥ 0.

类似地

fc2(Φ)− fc2(Ψ) = αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ2(−y − cs)dyds− 2αvΦ2(0) + βvΦ2
2(0)+
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c2αv

βv
Φ1(0)− c2Φ1(0)Φ2(0)− c2αv

βv
Ψ1(0) + c2Φ1(0)Φ2(0)−

αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Ψ2(−y − cs)dyds + 2αvΨ2(0)− βvΨ2
2 (0) =

αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)[Φ2(−y − cs)−Ψ2(−y − cs)]dyds+

βv(Φ2
2(0)−Ψ2

2 (0)) +
c2αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0))−

2αv(Φ2(0)−Ψ2(0))− c2(Φ1(0)Φ2(0)−Ψ1(0)Ψ2(0)) ≥
− 2αv(Φ2(0)−Ψ2(0)) +

c2αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0))−

c2Φ2(0)(Φ1(0)−Ψ1(0))− c2Ψ1(0)(Φ2(0)−Ψ2(0)) ≥
− 2αv(Φ2(0)−Ψ2(0)) +

c2αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0))−

c2αv

βv
(Φ1(0)−Ψ1(0))− c2αu

βu
(Φ2(0)−Ψ2(0)) =

[
−2αv − c2αu

βu

]
(Φ2(0)−Ψ2(0)),

取δ2 ≥ 2αv + c2αu

βu
, 则

fc2(Φ)− fc2(Ψ) + δ2[Φ2(0)−Ψ2(0)] ≥ [−2αv − c2αu

βu
+ δ2](Φ2(0)−Ψ2(0)) ≥ 0,

从而可得fc(Φ)− fc(Ψ) + δ[Φ(0)−Ψ(0)] ≥ 0, 其中δ = diag(δ1, δ2), 因此fc满足拟单调条件.
定义Γ =

{
Φ ∈ C(R,Rn) : Φ是单调递增的;Φ(−∞) = 0,Φ(∞) = K

}
, 其中K =

(
αu

βu
, αv

βv

)
.

然后寻找系统(3.5)的上解. 设λ11, λ12满足引理3.1, 定义

Φ̄1(z) = min
{

αu

βu
eλ11z,

αu

βu

}
, Φ̄2(z) = min

{
αv

βv
eλ11z,

αv

βv

}
,

其中Φ̄(z) = (Φ̄1(z), Φ̄2(z))T是系统(3.5)的上解, 且Φ̄(z) ∈ Γ .
对于系统(3.5)第一式有z ≥ 0和z < 0两种情况.

(i) 当z ≥ 0时, Φ̄1(z) = αu

βu
, Φ̄1(z − y − cs) ≤ αu

βu
, Φ̄2(z) = αv

βv
, 则

d1Φ̄′′1 (z)− cΦ̄′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ̄1(z − y − cs)dyds−

βuΦ̄2
1(z)− c1αv

βv
Φ̄1(z) + c1Φ̄1(z)Φ̄2(z) ≤

α2
u

βu
− α2

u

βu
− c1αuαv

βuβv
+

c1αuαv

βuβv
= 0;

(ii)当z < 0时, Φ̄1(z) = αu

βu
eλ11z, Φ̄1(z−y−cs) = αu

βu
eλ11(z−y−cs), Φ̄2(z) = αv

βv
eλ11z; ∆1c(λ11) = 0,

且条件(H2)成立, 则

d1Φ̄′′1 (z)− cΦ̄′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ̄1(z − y − cs)dyds− βuΦ̄2
1(z)−

c1αv

βv
Φ̄1(z) + c1Φ̄1(z)Φ̄2(z) =
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αu

βu
eλ11z

(
d1λ

2
11 − cλ11 +

αu

1 + λ11τ0
− c1αv

βv

)

︸ ︷︷ ︸
=∆1c(λ11)=0

+
αu

βu
e2λ11z

(
c1αv − αuβv

βv

)

︸ ︷︷ ︸
<0

<

αu

βu
eλ11z∆1c(λ11) = 0,

因此容易得到

d1Φ̄′′1 (z)− cΦ̄′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ̄1(z − y − cs)dyds− βuΦ̄2
1(z)−

c1αv

βv
Φ̄1(z) + c1Φ̄1(z)Φ̄2(z) < 0, z ∈ R.

对于系统(3.5)第二式有z ≥ 0和z < 0两种情况.
(i) 当z ≥ 0时, 有

d2Φ̄′′2 (z)− cΦ̄′2(z) + αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ̄2(z − y − cs)dyds−

2αvΦ̄2(z) + βvΦ̄2
2(z) +

c2αv

βv
Φ̄1(z)− c2Φ̄1(z)Φ̄2(z) ≤

α2
v

βv
− 2α2

v

βv
+

c2αuαv

βuβv
− c2αuαv

βuβv
+

α2
v

βv
= 0;

(ii) 当z < 0且条件(H1)和(H3)成立时, 有

d2Φ̄′′2 (z)− cΦ̄′2(z) + αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ̄2(z − y − cs)dyds− 2αvΦ̄2(z)+

βvΦ̄2
2(z) +

c2αv

βv
Φ̄1(z)− c2Φ̄1(z)Φ̄2(z) =

αv

βv
eλ11z

{
d2λ

2
11 − cλ11 +

αv

1 + λ11cτ0
− 2αv +

c2αu

βu

}
+

αv

βv
e2λ11z

(
αvβu − c2αu

βu

)

︸ ︷︷ ︸
<0

<

αv

βv
eλ11z

{
∆2c(λ11) + 2

(
c2αu

βu
− αv

)}
≤ 0,

因此可得

d2Φ̄′′2 (z)− cΦ̄′2(z) + αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ̄2(z − y − cs)dyds−

2αvΦ̄2(z) + βvΦ̄2
2(z) +

c2αv

βv
Φ̄1(z)− c2Φ̄1(z)Φ̄2(z) ≤ 0, z ∈ R.

于是可说明Φ̄ = (Φ̄1, Φ̄2)T是系统(3.5)的上解.

最后构造下解. 设λ11, λ12是∆1c(λ) = 0的两个正实根. 由引理3.1知, 存在ε > 0, 对于λ11 <

λ11 + ε < λ12有∆1c(λ11 + ε) < 0, 此外λ11 + ε ≤ 2λ11. 假设M > 1, 且定义下解为

Φ2(z) = 0,Φ1(z) =

{
(1−Meεz)eλ11z

, z < z1,

0, z ≥ z1,

其中z1 = − 1
ε lnM < 0. 则对任意z, Φ1(z) ≥ 0.

对于系统(3.5)第一式有z ≥ z1和z < z1两种情况.
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(i) 当z ≥ z1时, Φ1(z) = 0, Φ1(z − y − cs) ≥ 0, y ∈ R, 则

d1Φ′′1(z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds−

βuΦ2
1(z)− c1αv

βv
Φ1(z) + c1Φ1(z)Φ2(z) ≥ 0, z ∈ R;

(ii) 当z < z1时, Φ1(z) = (1 − Meεz)eλ11z, Φ′1(z) = λ11eλ11z − M(λ11 + ε)e(λ11+ε)z; Φ′′1(z) =
λ2

11e
λ11z −M(λ11 + ε)2e(λ11+ε)z, 则

d1Φ′′1(z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds−

βuΦ2
1(z)− c1αv

βv
Φ1(z) + c1Φ1(z)Φ2(z) =

− βu(1−Meεz)2e2λ11z + eλ11z

(
d1λ

2
11 − cλ11 +

αu

1 + λ11cτ0
− c1αv

βv

)

︸ ︷︷ ︸
=∆1c(λ11)=0

−

Me(λ11+ε)z

(
d1(λ11 + ε)2 − c(λ11 + ε) +

αu

1 + (λ11 + ε)cτ0
− c1αv

βv

)

︸ ︷︷ ︸
=∆1c(λ11+ε)

=

−Me(λ11+ε)z∆1c(λ11 + ε)− βu(1−Meεz)2e2λ11z,

此外, 因为z < z1 < 0, 所以0 ≤ 1−Meεz < 1, 且2λ11 > λ11 + ε, z < 0, 则e2λ11z ≤ e(λ11+ε)z, 故

d1Φ′′1(z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds−

βuΦ2
1(z)− c1αv

βv
Φ1(z) + c1Φ1(z)Φ2(z) ≥

−Me(λ11+ε)z∆1c(λ11 + ε)− βue(λ11+ε)z = Me(λ11+ε)z



−∆1c(λ11 + ε)︸ ︷︷ ︸

>0

−βu

M



 ,

注意到现在为确保上式右边是大于零的, 必须选择M > 1足够大, 且sup
z∈R

Φ1(z) < αu

βu
. 因此可得

d1Φ′′1(z)− cΦ′1(z) + αu

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

g(y, s)Φ1(z − y − cs)dyds−

βuΦ2
1(z)− c1αv

βv
Φ1(z) + c1Φ1(z)Φ2(z) ≥ 0, z ∈ R.

对于系统(3.5)第二式有

d2Φ′′2(z)− cΦ′2(z) + αv

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

h(y, s)Φ2(z − y − cs)dyds− 2αvΦ2(z)+

βvΦ2
2(z) +

c2αv

βv
Φ1(z)− c2Φ1(z)Φ2(z) ≥ 0, z ∈ R.

于是可说明Φ = (Φ1,Φ2)
T是系统(3.5)的下解.

注意到0 ≤ Φ(z) ≤ Φ̄(z) ≤ K, z ∈ R, 且Φ̄(z) 6≡ 0, 因此综上所述, 可证定理3.3.

例例例 3.4 取核函数g(y, s) = h(y, s) = e−sδ(y), 参数d1 = 1, d2 = 0.5, αu = αv = 0.5,
βu = βv = 0.25, c1 = 0.2, c2 = 0.3, 可以验证条件(H1)及(H2)成立. 此时半平凡平衡点为Êu =
(2, 0)和Êv = (0, 2). 通过计算∆1c∗(λ∗) = 0, ∂

∂λ∆1c∗(λ) |λ=λ∗= 0得到(λ∗, c∗) ≈ (0.5074, 0.8113).
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令波速c = 1 > c∗, 通过计算方程∆1c(λ) = 0可以得到λ11 ≈ 0.0717, λ12 ≈ 1.1457. 可以验证条
件(H3) ∆2c(λ11) ≈ −0.2026 < 2(αv − c2αu

βu
) = −0.2 成立. 由定理3.3连接系统(1.2)半平凡平衡

点Êu和Êv之间存在波速为1的行波解.
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Traveling wave solutions for Lotka-Volterra competitive systems with
nonlocal delay
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Abstract: This article considers the traveling wave solutions of a two-species competition
system with nonlocal delay. By means of the theory of existence for the traveling wave solutions
of reaction-diffusion equations with nonlocal delay, the existence of the traveling wave solutions
connecting two semi-trivial equilibria of the systems is proved when a particular kernel function
is selected and the wave velocity c is greater than a critical value.
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