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一类带有非线性阻尼项的磁流体动力学方程

组的光滑解的整体存在性

李林锐, 洪明理

(防灾科技学院 基础部, 河北三河 065201)

摘 要: 此文研究了一类带有非线性阻尼项的不可压缩磁流体动力学方程组解的存在
性和唯一性的定性性质, 通过古典的能量方法和Sobolev紧性嵌入方法获得了解的整体
存在性, 利用Gagliardo-Nirenberg插值不等式和其它的一些重要不等式得到了解的正
则性结果, 这些结果在很大程度改善了之前相关文献的结果, 揭示了磁流体运动的物
理现象, 为磁流体动力学的发展提供了必要的理论基础.
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§1 引 言

磁流体动力学方程组描述了导电流体在电磁场中运动的状态, 在地球物理学、空气动力
学、天体物理或宇宙等离子体物理学等领域中具有非常重要的应用. 与其相关的解的存在性、
唯一性和稳定性问题因其物理背景的重要性、复杂性, 其数学方面的挑战性, 吸引了许多学者的
研究兴趣, 同时也取得了很好的结果[1-6]. 本文考虑带有非线性阻尼项的不可压缩磁流体动力学
方程组的初始值问题




∂tu + (u · ∇)u + a|u|4u +∇p−B · ∇B = ν∆u + f, (01)
∂tB + (u · ∇)B = κ∆B + B · ∇u, (02)

divu = divB = 0, (03)
u(x, 0) = u0, B(x, 0) = B0. (04)

(I)

其中u(x, t), B(x, t)分别表示磁流体动力学方程组中未知的速度场和磁场, p(x, t)表示未知的压
力, 所有的函数自变量定义在空间x ∈ Ω = T 2和时间t ∈ R+, 压力函数p(x, t)能够从能量方程中
通过两边取散度并且利用不可压条件然后取Laplace算子的逆运算可求出. 方程组中的非线性阻
尼项a|u|4u表示Brinkman-Forchheimer扩展Darcy定律, 这一项在描述流体在多孔介质中的运动
平衡中具有重要的作用. 方程组中的参数ν > 0, κ > 0分别表示粘性系数和磁扩散系数, 分别是
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流体中古典Reynolds数和磁Reynolds数的倒数. 磁流体动力学方程组中如果没有非线性阻尼项,
则忽略了磁流体中的惯性力或加速度对磁流体实际运动的影响, 与经典的磁流体动力学方程组
相比, 非线性阻尼项的存在使得磁流体动力学方程组能够更准确地描述流体在实际运动中的真
实行为, 包括涡旋的形成、传播和相互作用等. 另一方面, 非线性阻尼项是导致磁流体系统不稳
定性的重要原因之一, 这些不稳定性可能导致湍流、波的传播和破碎等现象. 通过研究磁流体动
力学方程组中的非线性阻尼项, 可以更深入地理解这些不稳定性的产生机制, 以及它们对磁流体
系统的影响. 另外, 非线性阻尼项在证明弱解的唯一性方面也起着非常重要的作用, 也可以借助
非线性阻尼项的先验估计获得强解的整体存在性. 此外, 非线性阻尼项的存在使得磁流体动力
学方程组能够更准确地预测流体在电磁场中的行为, 包括流速、压力分布、温度分布等. 这对
于设计和优化磁流体设备、预测等离子体行为等具有重要意义. 事实上, 假设在多孔的介质, 一
个具有大孔隙表面积的大物体, 暴露在磁流体中流动, 使粘性阻力大大超过流体中的加速力, 除
非出现湍流. 然而, 一些物理情况(例如在存在重要分子和离子效应的情况下, 在非Newton流体
的存在等)违反了Darcy的线性关系规律, 从而使用Forchheimer对Darcy定律的修正, 就是加上在
达西定律之外的一个额外的非线性项阻尼仍然有效, 然后引申为Brinkman Forcheheimer扩展达
西定律, 从而应用非线性项描述流体在多孔介质中的运动.

在系统(I)中如果a = 0, f = 0, ν > 0, κ > 0, Sermange和Temam[1]研究了方程组(I)对于任
意的初始条件(u0, B0) ∈ Hm(m ≥ 2)都有唯一的整体古典解存在; 2016年, 辛思和夏烨[2]研究了

有界区域上的非齐次的不可压的磁流体动力学方程组的初边值问题, 其中的粘性系数和电阻系
数是与密度函数相关的, 获得了在速度场和磁场较小初始条件下强解的整体适定性; 随后, 刘慧
敏、边东芬和蒲学科[3]研究了不带有热扩散项的三维的Boussinesq-MHD方程组的解的整体适
定性, 并且通过速度场和温度场的联合估计式得到了温度场的高阶正则性结果; Rahman和朱茂
春[4]利用抛物正则化过程和在流动模型中流体的Darcy定律研究了以不断吹/吸方式通过孔道流
体的二维磁流体动力学方程弱解的全局正则性. 然后, Titi和Trabelsi[5]通过Faedo-Galerkin方法
构造近似解序列, 借助于能量方法获得方程组解的一致先验估计, 结合Aubin紧性理论研究了
三维磁流体动力学方程组在多孔介质中对于任意初始条件下的弱解的整体存在性和光滑解的

整体适定性. 与此同时, 关于磁流体动力学方程组的解的正则性问题也得到了广泛的关注[6-10],
尤其是对带有部分耗散项和部分粘性项的方程组解的整体正则性, 近些年得到了很多相关的结
果[11-13]. 2013年, 吴家宏、吴奕飞和许孝精[15]获得了二维的不可压缩的、无粘性的、非电阻性

的、仅仅在速度场上带有阻尼项的磁流体动力学方程组带有小初始扰动的Cauchy问题解的整体
存在性和整体解的代数衰减率结果; 随后, 江飞、江松和赵友义[16]研究了三维磁流体动力学方

程组在水平方向上周期性区域带有有限高度的初边值问题的解的整体存在性, 他们开创了一种
两层能量结构的方法克服了在研究三维非线性磁流体动力学方程组过程中出现的新的困难, 从
而证明了初始边界具有小初始情形下的全局平滑解的存在性, 并且解会随着时间呈现指数衰减
到某个静止状态, 两层能量结构显示出了两个特点, 低阶能量(泛函)不能被高阶能量控制, 在低
阶能量的先验假设下, 可以先关闭高阶能量估计, 然后再进一步关闭低阶能量估计. 2024年, 肖
跃龙和李红民[17]研究了在磁场方向和速度方向分别带有非线性阻尼项的三维磁流体动力学方

程组的Cauchy问题, 分别讨论了两种情形下不同阻尼项参数对方程组解的影响, 此外也给出了
弱解的唯一性和弱解的衰减性以及强解的导数的上确界. 在本文中, 主要聚焦于同时带有粘性
和电阻性的两类耗散项, 并且在运动方程中带有Brinkman Forcheheimer扩展Darcy定律阻尼项
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的磁流体动力学方程组的整体光滑解的存在性和唯一性, 这是之前相关参考文献的推广和继续
深入研究, 之前的文献要么只是研究不带有部分耗散项只有一个非线性阻尼项的磁流体动力学
方程组, 要么是只带有耗散项但是不带有非线性阻尼项的磁流体动力学方程组, 而本文中将两者
结合起来进行研究, 能够更加真实的模拟流体的实际运动, 也对磁流体动力学的发展提供了进一
步的理论深化.

本文研究带有非线性阻尼项的磁流体动力学模型的解的存在性问题, 相比之前文献中的
一般方程, 需要处理对应的非线性项, 能量估计需要更加精细和深入, 进一步获得关于解序
列(uε, Bε)的一致先验估计, 对比于古典的磁流体动力学方程组, 研究的系统牵扯到动量方程中
带有非线性阻尼项, 这是由于在多孔介质中的Brinkman-Forchheimer扩展Darcy定律所引起的
非线性项, 同时由于方程组中磁场和速度场的相互耦合, 使得先验估计过程中将会遇到更多的困
难, 因此在本文中通过前面几个命题首先获得关于解的时间导数的估计, 然后通过Sobolev嵌入
定理和巧妙的插值不等式最终得到了速度场和磁场的期望的先验估计.

§2 预备知识及主要结果
首先给出一些在证明过程中用到的引理.
引理1[1] 若f, g ∈ Hk ∩ L∞, 则

‖fg‖Hk ≤ C‖f‖L∞‖g‖Hk + ‖f‖Hk‖g‖L∞ ,

当|α| ≤ k时, 有

‖Dα(fg)− fDαg‖L2 ≤ C(‖f‖Hk‖g‖L∞ + ‖∇f‖L∞‖g‖Hk−1).

如果F是光滑函数并且F (0) = 0, 则对于任意的f ∈ Hk ∩ L∞, 有

‖F (f)‖Hk ≤ Ck(‖f‖L∞)(1 + ‖f‖Hk
).

引理2[14] 若f(x)是定义在Rn上的光滑函数, 如果1 ≤ q, r ≤ ∞,m是自然数, 假设实数α和

自然数j满足
1
p

=
j

2
+ (

1
r
− m

n
)α +

1− α

q
和

j

m
≤ α ≤ 1,

则有

‖Djf‖Lp ≤ C1‖Dmf‖α
Lr‖f‖1−α

Lq + C2‖f‖Ls ,

其中s > 0是任意数, 并且常数C1和C2仅仅依赖于Ω ,m, j和s.

本文的主要结果如下.
定理1 在初始条件u0, B0满足divu0 = divB0 = 0且u0 ∈ Hs(Ω), B0 ∈ Hs(Ω)(s ≥ 3), f ∈

L2, 在系统(I)中参数ν > 0, κ > 0时, 则系统(I)存在唯一整体光滑解(u,B)且满足

(u,B) ∈ C([0, T );Hs(Ω)) ∩ L2([0, T ];Hs+1(Ω)),

其中0 < T < +∞.

§3 主要结果的证明
下面通过以下三个步骤给出定理的证明.



李林锐等: 一类带有非线性阻尼项的磁流体动力学方程组的光滑解的整体存在性 71

证 步骤1 (u,B)的的的L2估估估计计计

命题1 令u0, B0 ∈ L2(Ω), 使得u0和B0满足divu0 = 0,divB0 = 0, 则

sup
t∈[0,T ]

‖(u,B)‖2L2 +
∫ T

0

‖(∇u,∇B)‖2L2 +
∫ T

0

‖u‖5L5 ≤ C1,

其中C1为常数.

证 对系统(I)中的(01)式两边同时乘以u并作内积可得

1
2

d
dt‖u‖2L2 + µ‖∇u‖2L2 + a‖u‖6L6 =

∫
Ω

(B · ∇B) · udx +
∫
Ω

fudx, (1)

对系统(I)中的(02)式两边同时乘以B并在Ω上作内积可得
1
2

d
dt‖B‖22 + κ‖∇B‖2L2 =

∫
Ω

(B · ∇u) ·Bdx = − ∫
Ω

(B · ∇B) · udx, (2)

将上面的式子(1)和式子(2)相加可得
d
dt (‖u‖22 + ‖B‖22) + 2µ‖∇u‖2L2 + 2κ‖∇B‖2L2 + 2a‖u‖6L6 ≤ ‖f‖2L2‖u‖22. (3)

分部积分并利用Gronwall’s不等式可得

(‖u‖22 + ‖B‖22) ≤ et((‖u0‖22 + ‖B0‖22)) ≤ CT , ∀t ∈ [0, T ]. (4)

同时可以得到

µ
∫ t

0
‖∇u‖2L2dτ + κ

∫ t

0
‖∇B‖2L2dτ ≤ CeCt(‖u0‖2L2 + ‖B0‖2L2) ≤ CT , t ∈ [0, T ] (5)

和

a
∫ t

0
‖u(τ)‖6L6dτ ≤ Cect(‖u0‖2L2 + ‖B0‖2L2) ≤ CT , t ∈ [0, T ]. (6)

步骤2 (u,B)的的的H2估估估计计计

命题2 假设u0, B0 ∈ L2(Ω), 并且满足divu0 = 0,divB0 = 0, B0 ∈ L
9
2 , 则

sup
t∈[0,T ]

‖B(t)‖
L

9
2
≤ C1,

∫ t

0
‖∇|B| 94 ‖2L2dt ≤ C1, (7)

其中C1为不依赖于时间t的常数.

证 对系统(I)中的(02)式两边同时乘以|B| 52 B, 然后在Ω上分部积分可得
2
3

d
dt‖B‖

9
2

L
9
2
− κ

∫
Ω

∆B|B| 52 Bdx = − ∫
Ω

B · ∇(|B| 52B) · udx. (8)

其中上式左边第二项可放缩为

−κ
∫
Ω

∆B · |B| 52 Bdx ≥ 5
9κ‖∇|B| 94 ‖2L2 . (9)

对于(8)式右边利用Hölder不等式和Gagliardo-Nirenberg不等式可得

| ∫
Ω

B · ∇(|B| 52 ) · udx| ≤ C2|
∫
Ω
|B| 94 |∇(|B| 94 )|u|dx| ≤

κ
9 ‖∇|B|

9
4 ‖2L2 + C2

κ ‖u|B|
9
4 ‖2L2 ≤

κ
9 ‖∇|B|

9
4 ‖2L2 + C2

κ ‖u‖2L6‖|B| 94 ‖2L3 ≤
κ
9 ‖∇|B|

9
4 ‖2L2 + C2

κ ‖u‖2L6‖∇|B| 94 ‖L2‖|B| 94 ‖L2 ≤
κ
9 ‖∇|B|

9
4 ‖2L2 + C2

κ ‖u‖4L6‖|B| 94 ‖2L2 .

(10)

综合(8)-(10)式可得
2
3

d
dt‖B‖

9
2

L
9
2

+ κ
3 ‖∇|B|

9
4 ‖2L2 ≤ C2

κ (1 + ‖u‖6L6)‖B‖
9
2

L
9
2
.

利用(6)式中
∫ t

0
‖u(τ)‖6L6dτ的有界性可知

‖B‖
9
2

L
9
2
≤ C2

κ

∫ t

0
(1 + |‖u‖6L6)dτ‖B0‖

9
2

L
9
2
≤ C ′2‖B0‖

9
2

L
9
2

(11)
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并且 ∫ ‖∇|B|
L

9
2
‖2L2dτ ≤ CC2(1 + C ′2)‖B0‖

9
2

L
9
2
. (12)

命题3 假设u0, B0 ∈ H1(Ω)并且满足初始条件divu0 = 0,divB0 = 0, B0 ∈ L
9
2 , 则有

sup
t∈[0,T ]

(‖∇u‖2L2 + ‖∇B‖2L2) ≤ C3,
∫ t

0
(‖∆u‖2L2 + ‖∆B‖2L2 + ‖|u|2∇u‖2L2)dτ ≤ C3. (13)

证 在系统(I)中的(01)式两边同时乘以∆u并分部积分可得
1
2

d
dt‖∇u‖2L2 + ν‖∆u‖2L2 − a

∫
Ω
|u|4u ·∆udx =∫

Ω
(u · ∇u) ·∆udx− ∫

Ω
(B · ∇B) ·∆udx− ∫

Ω
f ·∆udx.

(14)

在系统(I)中的(02)式两边同时乘以∆B并分部积分可得

1
2

d
dt‖∇B‖2L2 + κ‖∆B‖2L2 = − ∫

Ω
(u · ∇B) ·∆Bdx− ∫

Ω
(B · ∇u) ·∆Bdx, (15)

对(14)式的阻尼项估计为

−a
∫
Ω
|u|4u ·∆udx = 5a‖|u|2∇u‖2L2 . (16)

对于(14)式右边的第一项, 利用Hölder不等式和Young’s不等式可得

| ∫
Ω

(u · ∇u) ·∆udx| ≤ ‖|u||∇u| 12 ‖L4‖|∇u| 12 ‖L4‖∆u‖L2 ≤
ν
8‖∆u‖2L2 + C

ν ‖|u||∇u| 12 ‖2L4‖|∇u| 12 ‖2L4 ≤
ν
8‖∆u‖2L2 + 5

2a‖|u|2|∇u|‖2L2 + 1
ν2 ‖|∇u|‖2L2 .

(17)

对于(14)式右边的第二项, 应用Hölder不等式、Gagliardo-Nirenberg不等式和引理2可得

| ∫
Ω

(B · ∇B) ·∆udx| ≤ ν
8‖∆u‖2L2 + 2

ν ‖B|∇B|‖2L2 ≤
ν
8‖∆u‖2L2 + 2

ν ‖B‖2L 9
2
‖∇B‖2

L
18
5
≤

ν
8‖∆u‖2L2 + 2

ν ‖B‖2L 9
2
‖∇B‖

2
3
L2‖∆B‖

4
3
L2 ≤

ν
8‖∆u‖2L2 + κ

6 ‖∆B‖2L2 + C‖∇B‖2L2 .

(18)

对于(14)式右边最后一项可得

| ∫
Ω

f∆udx| ≤ ν
8‖∆u‖2L2 + C

ν ‖f‖2L2 . (19)

下面估计(15)式右边第一项, 分部积分两次可得

| ∫
Ω

(u · ∇B) ·∆Bdx| = − ∫
Ω

∂kui∂iB
j∂kBjdx− ∫

Ω
u · ∇∂kB · ∂kBdx =∫

Ω
(∂ku · ∇)∂kB ·Bdx ≤

ν
16‖∆u‖2L2 + 6

ν ‖B|∇B|‖2L2 ≤
ν
16‖∆u‖2L2 + 6

ν ‖B‖2L 9
2
‖∇B‖2

L
18
5
≤

ν
16‖∆u‖2L2 + 6

ν ‖B‖2L 9
2
‖∇B‖

2
3
L2‖∆B‖L

4
3

L2 ≤
ν
16‖∆u‖2L2 + 6

ν ‖∆B‖2L2 + C‖∇B‖2L2 .

(20)

同理可证

| ∫
Ω

(B · ∇u)∆Bdx| ≤ ν
16‖∆u‖2L2 + 6

ν ‖∆B‖2L2 + C‖∇B‖2L2 . (21)
联合(16)-(21)式可得

d
dt (‖∇u‖2L2 + ‖∇B‖2L2) + ν‖∆u‖2L2 + κ‖∆B‖2L2 + 5a‖|u|α∇u‖2L2 ≤
C(‖∇u‖2L2 + ‖∇B‖2L2),

(22)

利用Gronwall’s不等式可得(13).
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命题4 假设(u,B)是方程组(I)的光滑解, 则有
∫ t

0
(‖∂tu‖2L2 + ‖∂tB‖2L2)dτ + (µ‖∇u‖2L2 + κ‖∇B‖2L2) + 2a

3 ‖|u‖6L6 ≤ C4. (23)

证 在系统(I)中的(01)式乘以ut加上系统(I)中的(02)式乘以Bt, 然后在区域Ω上分部积分
可得

‖∂tu‖2L2 + ‖∂tB‖2L2 + ν
2

d
dt‖∇u‖2L2 + κ

2
d
dt‖∇B‖2L2 +

∫
Ω

(u · ∇)u · ∂tudx−∫
Ω

(B · ∇)B · ∂tudx +
∫
Ω

(u · ∇)B · ∂tBdx− ∫
Ω

(B · ∇)u · ∂tBdx + 2a
3

d
dt‖u‖6L6 =∫

Ω
fu · ∂tu.

(24)

对于(24)式中左边的积分项可以做估计∫
Ω

(u · ∇)u · ∂tudx− ∫
Ω

(B · ∇)B · ∂tudx +
∫
Ω

(u · ∇)B · ∂tBdx− ∫
Ω

(B · ∇)u · ∂tBdx ≤
1
4‖∂tu‖2L2 + 1

2‖∂tB‖2L2 + C(‖u|∇u|‖2L2 + ‖B|∇B|‖2L2 + ‖u|∇B|‖2L2 + ‖B|∇u|‖2L2) ≤
1
4‖∂tu‖2L2 + 1

2‖∂tB‖2L2 + C(‖u‖2L∞‖∇u‖2L2+
‖B‖2L∞‖∇u‖2L2 + ‖u‖2L∞‖∇B‖2L2 + ‖B‖L∞‖∇u‖2L2) ≤
1
4‖∂tu‖2L2 + 1

2‖∂tB‖2L2 + C(‖u‖
1
2
L2‖∆u‖

3
2
L2‖∇u‖2L2 + ‖B‖

1
2
L2‖∆B‖

3
2
L2‖∇u‖2L2+

‖u‖
1
2
L2‖∆u‖

3
2
L2‖∇B‖2L2 + ‖B‖

1
2
L2‖∆B‖

3
2
L2‖∇u‖2L2) ≤

1
4‖∂tu‖2L2 + 1

2‖∂tB‖2L2 + C(‖∆u‖2L2 + ‖∆B‖2L2 + ‖∇B‖8L2‖u‖2L2 + ‖∇u‖8L2‖B‖2L2).
(25)

将(25)式代入(24)式可得

‖∂tu‖2L2 + ‖∂tB‖2L2 + d
dt (ν‖∇u‖2L2 + κ‖∇B‖2L2) + 2a

3
d
dt‖u‖6L6 ≤

C(‖∆u‖2L2 + ‖∆B‖2L2) + ‖∇u‖8L2‖u‖2L2 + ‖∇B‖8L2‖B‖2L2 + C‖f‖2L2 .
(26)

将上式从[0, t]上积分可得∫ t

0
‖∂tu‖2L2dτ +

∫ t

0
‖∂tB‖2L2dτ + (ν‖∇u‖2L2 + κ‖∇B‖2L2) + 2a

3 ‖u‖6L6 ≤
C‖u0‖6L6 + C(‖∇u0‖2L2 + ‖∇B0‖2L2) + C

∫ t

0
‖∆u‖2L2dτ + C

∫ t

0
(‖∆B‖2L2+

‖∇u‖8L2‖u‖2L2 + ‖∇B‖8L2‖u‖2L2)dτ ≤ C.

(27)

步骤3 (u,B)的的的高高高阶阶阶的的的能能能量量量估估估计计计

命题5 假设(u,B)是方程组(I)的光滑解, 则有

sup
t∈[0,T ]

(‖∂tu‖2L2 + ‖‖∂tB‖2L2) +
∫ t

0
‖(∇ut,∇Bt)‖2L2)dτ +

∫ t

0
‖|u|2ut‖2L2 ≤ C. (28)

证 对系统(I)中的(01)式两边同时取∂t, 然后方程两边同时乘以∂tu可得
1
2

d
dt‖ut‖2L2 + ν‖∇ut‖2L2 +

∫
Ω

(u · ∇ut) · utdx− ∫
Ω

(B · ∇B)t · utdx+
a

∫
Ω

(|u|4u)t · utdx =
∫
Ω

(fu)t · utdx,
(29)

显然 ∫
Ω

(|u|4u)t · utdx =
∫
Ω
|u|4|ut|2dx + 4

∫
Ω
|u|2|u · ut|2dx ≥ 0.

对于 ∫
(fu)t · utdx = | ∫

Ω
ftu(ut)dx +

∫
Ω

f(ut)2dx ≤ ν
4‖ut‖2L2 + ‖f0‖2L2 + C. (30)

同理对系统(I)中的(02)式两边同时取∂t, 然后方程两边同时乘以∂tB可得

1
2

d
dt‖∂tB‖2L2 + κ‖∇Bt‖2L2 +

∫
Ω

(u · ∇B)t ·Btdx− ∫
Ω

(B · ∇u)t ·Btdx = 0, (31)
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将(29)式和(31)式的积分项共同处理可得∫
Ω

(u · ∇u)t · utdx− ∫
Ω

(B · ∇B)t · utdx +
∫
Ω

(u · ∇B)t ·Btdx− ∫
Ω

(B · ∇u)t ·Btdx =∫
Ω

(ut · ∇u)utdx− ∫
Ω

(Bt · ∇u) ·Btdx− ∫
Ω

Bt · ∇B · utdx ≤
‖∇u‖2L2‖∇B‖2L2‖ut‖2L4‖Bt‖2L4 ≤
C(‖ut‖2L4‖Bt‖2L4) ≤
CC3(‖ut‖

1
2
L2‖∇ut‖

3
2
L2‖Bt‖

1
2
L2‖∇Bt‖

3
2
L2) ≤

ν
4‖∇ut‖2L2 + κ

2 ‖∇Bt‖2L2 + C ′3(‖ut‖2L2 + ‖Bt‖2L2).
(32)

将(29)式和(30)式相加, 并代入(32)式可得
d
dt (‖ut‖2L2 + ‖Bt‖2L2) + κ‖∇ut‖2L2 + 2a

∫
Ω
|u|4|ut|2dx + 4a

∫
Ω

u2|u · ut|2dx ≤
C ′3(‖ut‖2L2 + ‖Bt‖2L2) + C1C

′.
(33)

命题6 假设(u,B)是方程组(I)的光滑解, 则有

sup
t∈[0,T ]

(‖|u|2∇u‖2L2 + ‖∆u‖2L2 + ‖∆B‖2L2) ≤ C5. (34)

证 对系统(I)中的(01)式两边同时与∆u作内积可得

2a× 5‖|u|2∇u‖2L2 + ν‖∆u‖2L2 ≤
‖ut‖2L2 + ‖u · ∇u‖2L2 + ‖B · ∇B‖2L2 ≤
‖ut‖22 + ‖u‖2L4‖∇u‖2L4 + κ

4 ‖∆B‖2L2 + C
κ ‖B‖2‖∇B‖8 ≤

‖ut‖2L2 + C‖u‖ 1
2 ‖∇u‖ 3

2 ‖∇u‖ 1
2 ‖∇2u‖ 3

2 +
κ
4 ‖∆B‖2L2 + C

κ ‖B‖2‖∇B‖8+
κ
4 ‖∆B‖2L2 + C

κ ‖B‖2‖∇B‖8 ≤
‖ut‖2L2 + ν

4‖∆u‖2L2 + C
ν ‖u‖2‖∇u‖8 + κ

4 ‖∆B‖2L2 + C
κ ‖B‖2‖∇B‖8.

(35)

在上面第二步中用到Hölder不等式和Young不等式. 对系统(I)中的(02)式两边同时与∆B作内积

可得

κ‖∆B‖2L2 ≤ ‖Bt‖2L2 + ‖u · ∇B‖2L2 + ‖B · ∇u‖2L2 ≤
‖Bt‖2L2 + ν

4‖∆u‖2L2 + κ
4 ‖∆B‖2L2 + C

κ ‖u‖2‖∇u‖6‖∇B‖2 + C
ν ‖B‖2‖∇B‖6‖∇u‖2. (36)

将(35)式与(36)式相加可得

4a× 5‖|u|2∇u‖2L2 + ν‖∆u‖2L2 + κ‖∆B‖2L2 ≤
2‖ut‖2L2 + 2‖Bt‖2L2 + C(‖u‖2 + ‖B‖2 + ‖∇u‖8‖∇B‖8) ≤
2C5 + CC1C3.

(37)

在上面证明过程中用到命题1-命题4.

命题7 假设(u,B)是(I)的光滑解, 则存在正常数C7 > 0,使得

sup
t∈[0,T ]

‖∇h(t)‖L6 ≤ C7.

证 对系统(I)中的(01)式作用算子∇∆−1div并应用到自由散度条件可得

∆h = −∇∆−1div(u · ∇u) +∇∆−1div(B · ∇B)− a∇∆−1div(|u|4u). (38)

利用Riesz算子估计式可得

‖∇∆−1divf‖Lp ≤ Cp‖f‖Lp , 1 < p < ∞. (39)
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从而有

sup
t∈[0,T ]

‖∇h(t)‖L6 ≤ C6‖u · ∇u‖L6 + C6‖B · ∇B‖L6 + ‖|u|4u‖L6 ≤

C6‖u‖L∞‖∇u‖L6 + C6‖B‖H2‖B‖H2 + ‖u‖4L∞‖u‖L6 ≤
CC6‖u‖2H2 + CC6 + ‖u‖5H2 ≤
CC6 + C

5
2
6 ≤ C7.

(40)

命题8 假设(u,B)是(I)的光滑解, 则有
∫ t

0
(‖∆u‖2Lp + ‖∆B‖2Lp)dτ ≤ C8, 其中1 ≤ p ≤ 6. (41)

证 对系统(I)中的(01)式两边取Lp范数有

ν‖∆u‖Lp ≤ ‖ut‖Lp + ‖u · ∇u‖Lp + ‖B · ∇B‖Lp + a‖|u|4u‖Lp + ‖∇h‖Lp . (42)

由命题6可知∫ t

0
‖∆u‖2L6dτ ≤ C

∫ t

0
(‖ut‖2L6 + ‖u · ∇u‖2L6 + ‖B · ∇B‖2L6 + a‖|u|4u‖2L6 + ‖∇π‖2L6)dτ ≤

CC5 + (CC6 + C
5
2
6 + C7) · t ≤ C8.

(43)
对于一般的情形1 ≤ p ≤ 6同样可以推导出成立.

类似地, 对于系统(I)中的(02)式可得∫ t

0
‖∆B‖2L6dτ ≤ C

∫ t

0
(‖Bt‖2L6 + ‖u · ∇B‖2L6 + ‖B · ∇u‖2L6)dτ ≤

CC5 + (CC6 + C
5
2
6 + C7)t ≤ C8.

(44)

命题9 假设(u,B)是(I)的光滑解, 则有

sup
τ∈[0,t]

(‖∆u‖2L2 + ‖∆B‖2L2) +
∫ t

0
(ν‖∇∆u‖2L2 + κ‖∇∆B‖2L2)dτ ≤ C10. (45)

证 对系统(I)中的(01)式两边同时作用∆算子, 并用∆u作内积可得
1
2

d
dt (‖∆u‖2L2 + ν‖∇∆u‖2L2) +

∫
Ω

∆(u · ∇u) ·∆udx− ∫
Ω

(B · ∇B) ·∆udx+
a

∫
Ω

∆(|u|4u) ·∆udx +
∫
Ω

∆∇h ·∆udx = 0.
(46)

从而有
1
2

d
dt (‖∆u‖2L2 + ν‖∇∆u‖2L2) +

∫
Ω

∆ · ∇h ·∆udx =
− ∫

Ω
∆(u · ∇u) ·∆udx +

∫
Ω

∆(B · ∇B) ·∆udx− a
∫
Ω

∆(|u|4u) ·∆udx ≤
| ∫

Ω
(u · ∇u) ·∆udx|+ | ∫

Ω
∆(B · ∇B) ·∆udx|+ |a ∫

Ω
∆(|u|4u) ·∆udx| ≤

ν
8‖∇∆u‖2L2 + 2

ν ‖∇(u · ∇u)‖2L2 + ν
8‖∇∆u‖2L2 + 2C

ν ‖B‖2H2‖∆B‖2L2+
ν
8 |∇∆u‖2L2 + C‖∇(|u|4u)‖2L2 ≤
ν
8‖∇∆u‖2L2 + 2

ν (‖u‖2L∞‖∇2u‖2L2 + ‖∇u‖2L3‖∇u‖2L6)+
ν
8‖∇∆u‖2L2 + CC2

6 + ν
8‖∇∆u‖2L2 + C‖u‖8L∞‖∇u‖2L2 ≤

ν
8‖∇∆u‖2L2 + CC2

6 + ν
8‖∇∆u‖2L2 + CC2

6 + ν
8‖∇∆u‖2L2 + CC3C

4
6 .

(47)

同样类似过程可以证明
1
2

d
dt‖∆B‖2L2 + κ‖∇∆B‖2L2 ≤ C8. (48)

命题10 假设初始条件(u0, B0) ∈ Hs(Ω)×Hs(Ω)(s ≥ 3), 则有

sup
τ∈[0,t]

(‖u‖Hs(Ω) + ‖B‖Hs(Ω)) +
∫ t

0
(‖u‖2Hs+1(Ω) + ‖B‖2Hs+1(Ω))dτ ≤ Cs. (49)
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证 由前面的命题1-命题4可知

(u,B) ∈ L∞Loc([0,+∞);H2(Ω)) ∩ L2
Loc([0,+∞);H3(Ω)). (50)

令s = |α| ≥ 3, 假设已经证明

(u,B) ∈ L∞Loc([0,+∞);Hs−1(Ω)) ∩ L2
Loc([0,+∞);Hs(Ω)). (51)

下面证明

(u,B) ∈ L∞Loc([0,+∞);Hs(Ω)) ∩ L2
Loc([0,+∞);Hs+1(Ω)). (52)

对系统(I)中的(01)式两边同时取算子∂α
x , 然后两边同时关于∂αu取内积可得

1
2

d
dt‖∂αu‖2L2 + ν‖∇∂αu‖2L2 =

− ∫
Ω

∂α(u · ∇u) · ∂αudx +
∫
Ω

∂α(B · ∇B) · ∂αudx− a
∫
Ω

∂α(|u|4u) · ∂αudx−∫
Ω

∂α∇p · ∂αudx ≤
| ∫

Ω
∂α−1(u∇u)∂α+1udx|+ ∫

Ω
|∂α(B · ∇B)∂αudx|+ |a ∫

Ω
∂α(|u|4u)∂αudx|+

| ∫
Ω

∂α∇p · ∂αudx| ≤
ν
8‖∇∂αu‖2L2 + C‖∂α−1(u · ∇u)‖2L2 + ν

8‖∇∂αu‖2L2 + C‖B‖2H2‖∂α−1∇B‖2L2+
ν
8‖∇∂αu‖2L2 + C‖∇u‖2Hs−1 + ν

8‖∂α+1u‖2L2 ≤
ν
8‖∇∂αu‖2L2 + C(‖u‖2L∞‖∂α−1∇u‖2L2 + ‖∇u‖2L3‖∂α−1u‖2L6)+
C‖∂α−1(u · ∇u)‖2L2 + ν

8‖∇∂αu‖2L2 + C‖B‖2H2‖∂α−1∇B‖2L2+
ν
8‖∇∂αu‖2L2 + C‖∇u‖2Hs−1 + ν

8‖∂α+1u‖2L2 ≤
ν
2‖∇∂αu‖2L2 + C‖u‖2H2‖∂α−1∇u‖2L2+
C(‖u‖2H2 + ‖B‖2H2)(‖∂αu‖2L2 + ‖∂αB‖2L2).

(53)

同样的方法运用到系统(I)中的(02)式可以最终得到
d
dt (‖∂αu‖2L2 + ‖∂αB‖2L2) + ν‖∇∂αu‖2L2 + κ‖∇∂αB‖2L2 ≤
C(‖u‖2H2 + ‖B‖2H2)(‖∂αu‖2L2 + ‖∂αB‖2L2) + C‖∇u‖2Hs−1 .

(54)

由Gronwall’s不等式可得

(u,B) ∈ L∞Loc([0,+∞);Hs(Ω)) ∩ L2
Loc([0,+∞);Hs+1(Ω)). (55)

综合上面的命题1-命题10, 可以得到定理1中解的先验估计式, 从而定理1中的存在性和正则性得
证.

下证唯一性.
假设(u1, B1)和(u2, B2)分别是系统(I)的两个不同的解. 令

(u,B) = (u1, B1)− (u2, B2), h = p1 − p2,
则(u,B)和p满足




ut + u1 · ∇u + u · ∇u2 − ν∆u−B1 · ∇B −B · ∇B2 + a|u1|4u1 − a|u2|4u2 +∇h = 0,

Bt + u1 · ∇B + u · ∇B2 − κ∆B = B1 · ∇u + B · ∇u2,

∇ · u = ∇ ·B = 0.

(II)
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系统(II)中第一个方程乘以u加上系统(II)中第二个方程乘以B可得
1
2

d
dt (‖u‖2L2 + ‖B‖2L2) + ν‖∇u‖2L2 + κ‖∇B‖2L2 ≤∫
Ω

(B1 · ∇B + B · ∇B2 − u · ∇u2) · udx− ∫
Ω

(a|u1|4u1 − a|u2|4u2) · udx+∫
Ω

(B1 · ∇u + B · ∇u2 − u · ∇B) ·Bdx ≤
‖B1‖2L∞(‖u‖2L2 + ‖B‖2L2) + κ

2 ‖∇B‖2L2 + ν
2‖∇u‖2L2+

(‖∇u2‖L∞ + ‖∇B2‖L∞)(‖u‖2L2 + ‖B‖2L2) + (1 + ‖∇B‖L∞)(‖u‖2L2 + ‖B‖2L2).

由于

(|u1|4u1 − |u2|4u2) · (u1 − u2) ≥ C|u1 − u2|2(|u1|+ |u2|)4,
从而非线性阻尼项可显示其非负性

a
∫
Ω

(|u1|4u1 − |u2|4u2) ≥ aC
∫
Ω
|u|2(|u1|+ |u2|)4 ≥ 0,

从而可得
d
dt (‖u‖2L2 + ‖B‖2L2) + ν‖∇u‖2L2 + κ‖∇B‖2L2) ≤
(1 + ‖B1‖2L∞ + ‖∇u2‖L∞ + ‖∇B2‖L∞)(‖u‖2L2 + ‖B‖2L2).

由前面命题中获得的解的先验估计式和解的正则性可得到解的唯一性结果.

§4 结论
1) 研究了带有Brinkman Forcheheimer扩展Darcy定律阻尼项的磁流体动力学方程组的光

滑解的整体存在性和唯一性.
2) 借助于古典的能量方法和Sobolev紧性嵌入方法获得了解的整体存在性, 利用Gagliardo-

Nirenberg插值不等式和其它的一些重要的不等式得到了解的正则性结果, 这些结果表面: 当初
始条件给予较高的光滑性时, 尤其是在带有较小的粘性系数或者耗散系数时, 其方程组对应的解
也具有较高的光滑性, 这些结果揭示了磁流体运动的物理现象, 为磁流体动力学的发展提供了进
一步深入的理论.

3) 关于带有非线性阻尼项的磁流体动力学方程组, 只在其中一个速度方向或者磁场方向上
带有粘性项或者耗散项的相应方程组的解的适定性问题, 或者是相应的可压的磁流体动力学方
程组的解的适定性问题有待于下一步继续深入研究.
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The global existence result for a class of magnetohydrodynamic
equations with nonlinear damping term

LI Lin-rui, HONG Ming-li

(Institute of Disaster Prevention, Basic Courses Department, Sanhe 065201, China)

Abstract: In order to survey the existence and uniqueness of solution as well as the relevant

qualitative properties for a class of magnetohydrodynamic equations with nonlinear damping term,

classical energy method and Sobolev compactness embedding method were used to obtain the global

existence for the magnetohydrodynamic equations, the regularized results was studied with the aid of

Gagliardo-Nirenberg interpolation inequality and the others important inequalities. The results of study

improve and extend the ones in the previous works to a large extent, reveal the physical phenomenon of

fluid motion, and provide the necessary theoretical basis for the development of magnetohydrodynamic.
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