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分数阶惯性时滞BAM神经网络全局

Mittag-Leffler稳定和全局渐近ω-周期

徐丹宁, 蒋望东

(绍兴文理学院元培学院 公共基础教育分院, 浙江绍兴 312000)

摘 要: 该文研究分数阶惯性时滞BAM神经网络的全局Mittag-Leffler稳定和全局渐
近ω-周期问题. 首先, 利用Riemann-Liouville分数阶微积分性质, 通过引入适当的变量
代换, 将含有两个不同分数阶导数的分数阶惯性时滞BAM神经网络模型简化为只含
一个分数阶导数神经网络模型. 其次, 运用积分区间可加性和初始值条件, 当时间变
量分别在小于等于时间迟滞有限区间和大于等于时间迟滞无限区间内变化时, 推导出
含有时间迟滞和不含时间迟滞的状态函数分数阶积分之间的关系, 给出了判定分数阶
惯性时滞BAM神经网络系统解全局Mittag-Leffler稳定和全局渐近ω-周期的充分条件.
最后, 通过数值模拟验证所得到理论结果的正确性.
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§1 引 言

Kosko在1987年首次提出了双向联想记忆神经网络(BAM神经网络), BAM神经网络是由两
层神经网络构成的特殊神经网络, 层与层之间是相互联系的, 在模式识别、人工智能和自动化控
制等领域得到广泛的应用[1-4]. 1986年, Babcock和Westervelt将电感引入到神经网络模型中, 揭
示了惯性的本质, 产生以二阶微分方程为特征的惯性神经网络[5], 对于整数阶惯性神经网络的动
力学行为的研究已有不少的研究结果, 如文[6-15]. 2008年, Boroomand和Mohamma[16]在电路

系统应用中, 首次使用分数阶电抗, 成功替换一般整数阶神经网络中的电容器, 由此掀开了分数
阶神经网络研究的热潮, 如文[17-19]分别研究了分数阶四元数值不确定神经网络、分数阶模糊
神经网络等同步稳定问题. 目前, 对于分数阶惯性神经网络的研究也有不少成果, 如文[20-24]分
别研究了分数阶惯性神经网络的全局渐近稳定性、有限时间稳定性、Mittag-Leffler稳定及
周期稳定性问题; 分数阶时滞惯性Cohen-Grossberg神经网络的有界性和全局Mittag-Lefler同
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步[25]; 分数阶惯性神经网络动力学分析研究[26]; 分数阶时滞模糊惯性神经网络有界性、全
局Mittag-Lefler稳定性和S-渐近ω-周期性[27]等.

分数阶惯性时滞BAM神经网络的Mittag-Leffler稳定和全局渐近ω-周期是其动力特性研究
的重要内容, 这对于理论上探讨以及为应用提供理论依据都具有一定的意义和价值. 从所查阅到
的资料显示, 到目前为止尚未看到对这一系统的Mittag-Leffler稳定和全局渐近ω-周期的研究成
果, 这将是一个新的课题. 探究的思路主要从以下几个方面展开.

1) 通过适当的变量代换, 将含有两个不同分数阶导数的分数阶惯性时滞BAM神经网络模型
简化为只含一个分数阶导数的分数阶神经网络模型.

2) 当时间变量分别在小于等于时间迟滞有限区间和大于等于时间迟滞无限区间内变化时,
推导出含有时间迟滞和不含时间迟滞状态函数的分数阶积分之间的关系.

3) 给出了判定分数阶惯性时滞BAM神经网络系统解全局Mittag-Leffler稳定和全局渐
近ω-周期的充分条件.

4) 通过仿真模拟检验理论推导结果与模拟结果的一致性.

§2 预备知识
定定定义义义2.1[28] 设q > 0是任意正实数, 对于函数f(t)的q阶分数阶积分(Riemann-Liourille积

分)定义为

D−q
t f(t) =

1
Γ(q)

∫ t

0

(t− r)q−1f(r)dr,

其中Γ(·)是Gamma函数, 即Γ(r) =
∫ +∞
0

tr−1e−tdt, r > 0.
定定定义义义2.2[28] 对于函数f(t)的q阶分数阶导数(Riemann-Liourille导数)定义为

Dq
t f(t) =

1
Γ(n− q)

dn

dtn

∫ t

0

f(s)
(t− s)q−n+1

ds,

其中n− 1 ≤ q < n, n ∈ Z+, Γ(·)是Gamma函数.
定定定义义义2.3[29] 含一个参数q的Mittag-Leffler函数定义为

Eq(z) =
+∞∑

k=0

zk

Γ(kq + 1)
,

其中复数q的实部Re(q) > 0, z是复数, Γ(.)是Gamma函数.
考虑分数阶惯性时滞BAM神经网络




D2α
t xi(t) = −ciD

α
t xi(t)− αixi(t) +

n∑
j=1

aijfj(yj(t)) +
n∑

j=1

bijfj(yj(t− τij)) + Ii(t),

D2α
t yj(t) = −djD

α
t yj(t)− βjyj(t) +

n∑
i=1

gjifi(xi(t)) +
n∑

i=1

hjifi(xi(t− σji)) + Jj(t),
(1)

其中t ≥ 0, i, j = 1, 2, · · · , n, D2α
t , Dα

t分别是2α阶和α阶Riemann-Liouville分数阶导数, 0 < α <

1, xi(t)和yj(t)表示第i和j个神经元在t时刻的状态. ci > 0, dj > 0, αi > 0, βj > 0, aij , bij , gji, hji

分别表示神经元之间的连接权重, fi(·)表示第i个神经元的激励函数, Ii(t)和Jj(t)表示第i个和

第j个神经元在t时刻的外部输入, τij和σji表示t时刻第i个神经元和第j个神经元的信号传输时

滞, 且满足0 < τij ≤ τ, 0 < σji ≤ σ.
给定(1)的初始条件为{

xi(s) = ϕ1i(s), Dα
t xi(s) = ϕ2i(s),−σ ≤ s ≤ 0,

yj(s) = ψ1j(s), Dα
t yj(s) = ψ2j(s),−τ ≤ s ≤ 0,

(2)
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其中i, j = 1, 2, · · · , n, ϕ1i(s), ϕ2i(s), ψ1j(s), ψ2j(s)在[−δ, 0]上连续有界, δ = max{σ, τ}.
在本文讨论中, 作以下的假设.

(H1) 激励函数fi(·)满足Lipschitz条件且有界, 即存在常数li > 0, f i > 0, 使得

|fi(ξ1)− fi(ξ2)| ≤ li|ξ1 − ξ2|, |fi(·)| ≤ f i, ξ1, ξ2 ∈ R, i = 1, 2, · · · , n.

本文中所涉及到的范数, 作以下定义.

对于x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))T ∈ R, 其范数定义为‖x(t)‖ =
n∑

i=1

|xi(t)|.
定定定义义义2.4 若存在正常数ρ1 > 0和ρ2 > 0, 对于系统(1), 设X(t), X(t)分别为在初始条件{

xi(s) = ϕ1i(s), Dα
t xi(s) = ϕ2i(s),−σ ≤ s ≤ 0,

yj(s) = ψ1j(s), Dα
t yj(s) = ψ2j(s),−τ ≤ s ≤ 0

和 {
xi(s) = ϕ1i(s), Dα

t xi(s) = ϕ2i(s),−σ ≤ s ≤ 0,

yj(s) = ψ1j(s), Dα
t yj(s) = ψ2j(s),−τ ≤ s ≤ 0

下的两个解, 如果X(t), X(t)满足
‖X(t)−X(t)‖ ≤ [M(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|)Eq(−ρ1t

q)]ρ2 , t ≥ 0,

则称系统(1)是全局Mittag-Leffler稳定的, 其中
X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t), y1(t), y2(t), · · · , yn(t))T,

X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t), y1(t), y2(t), · · · , yn(t))T,

ϕ(t) = (ϕ11(t), ϕ12(t), · · · , ϕ1n(t), ψ11(t), ψ12(t), · · · , ψ1n(t))T,

ϕ(t) = (ϕ11(t), ϕ12(t), · · · , ϕ1n(t), ψ11(t), ψ12(t), · · · , ψ1n(t))T,

‖X(t)−X(t)‖ =
n∑

i=1

|xi(t)− xi(t)|+
n∑

j=1

|yj(t)− yj(t)|,

|ϕ− ϕ| = sup
−σ≤s≤0

n∑
i=1

|ϕ1i − ϕ1i|, |ψ − ψ| = sup
−σ≤s≤0

n∑
i=1

|ψ1i − ψ1i|,
M(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|) ≥ 0,M(0, 0) = 0, Eq(·)表示一个参数的Mittag-Leffler函数.

设Cb([0,+∞), X)表示从[0,+∞)到Banach空间X的连续有界泛函的集合并赋予一致收敛

范数‖ · ‖∞, 参见[30].

定定定义义义2.5[30] 设函数ξ(t) ∈ (Cb[0,+∞),R), 如果存在常数ω > 0, 使得

lim
t→+∞

[ξ(t + ω)− ξ(t)] = 0,

则称ω是函数ξ(t)一个渐近周期, ξ(t)称为是S-渐近ω-周期的.

定定定义义义2.6[30] 如果存在以ω为周期的周期函数X∗(t), 使得系统(1)的所有解X(t)都收敛
到X∗(t), 即 lim

t→+∞
X(t) = X∗(t), 则称系统(1)的解是全局渐近ω-周期的, 其中

X∗(t) = (x∗1(t), x
∗
2(t), · · · , x∗n(t), y∗1(t), y∗2(t), · · · , y∗n(t))T.

在Riemann-Liouville分数阶导数和积分定义下, 有下列结果.

引引引理理理2.7[24] 如果x(t) ∈ Cr[0,+∞), n − 1 ≤ q < n,m − 1 ≤ p < m,n, m ∈ Z+, r =
max{n,m}, 那么
(1) Dq

t C = Ct−q

Γ(1−q) , C是常数.
(2) Dq

t (ax1(t) + bx2(t)) = aDq
t x1(t) + bDq

t x2(t), a, b是常数.

引引引理理理2.8[24] 如果x(t) ∈ R在[0, δ](δ > 0)上连续可微, 0 < q < 1, n− 1 ≤ p < n, n ∈ Z+, 那

么有
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(1) Dp
t Dq

t x(t) = Dp+q
t x(t).

(2) D−p
t Dq

t x(t) = D−p+qx(t).
引引引理理理2.9[22] 设u(t)是定义在[0,+∞)上的连续函数, 若存在常数d1 > 0和d2 > 0, 使得

u(t) ≤ −d1D
−q
t u(t) + d2, t ≥ 0,

则u(t) ≤ d2Eq(−d1t
q), 其中0 < q < 1, Eq(·)表示一个参数的Mittag-Leffler函数.

对系统(1), 引入变量替换{
ui(t) = Dα

t xi(t) + γixi(t),
vj(t) = Dα

t yj(t) + γjyj(t),
γi > 0, γj > 0, i, j = 1, 2, · · · , n.

由引理2.8, (1)可变换为



Dα
t xi(t) = −γixi(t) + ui(t),

Dα
t ui(t) = −(αi + γ2

i − γici)xi(t)− (ci − γi)ui(t)+
n∑

j=1

aijfj(yj(t)) +
n∑

j=1

bijfj(yj(t− τij)) + Ii(t),

Dα
t yj(t) = −γjyj(t) + vj(t),

Dα
t vj(t) = −(βj + γ2

j − γjdj)yj(t)− (dj − γj)vj(t)+
n∑

i=1

gjifi(xi(t)) +
n∑

i=1

hjifi(xi(t− σji)) + Jj(t).

(3)

§3 主要结果
本节主要研究分数阶惯性时滞BAM神经网络的全局Mittag-Leffler稳定性和全局渐近ω-周

期, 利用分数阶微积分性质, 通过对时间区间的有效划分和借助一些分析知识, 给出其判定的充
分条件.

定定定理理理3.1 对于系统(1), 假设条件(H1)成立, 如果

η = min
{

min
1≤i≤n

{γi − |αi + γi
2 − γici| −

n∑
j=1

|gji|li −
n∑

j=1

|hji|li, ci − γi − 1},

min
1≤j≤n

{γj − |βj + γj
2 − γjdj | −

n∑
i=1

|aij |lj −
n∑

i=1

|bij |lj , dj − γj − 1}} > 0,

那么系统(1)的解是全局Mittag-Leffler稳定的.
证 设X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t), y1(t), y2(t), · · · , yn(t))T和X(t) = (x1(t), x2(t), · · · ,

xn(t), y1(t), y2(t), · · · , yn(t))T分别是系统(1)在初值xi(s) = ϕ1i(s), Dq
t xi(s) = ϕ2i(s), yi(s) =

ψ1i(s), Dq
t xi(s) = ψ2i(s)和xi(s) = ϕ1i(s), Dq

t xi(s) = ϕ2i(s), yi(s) = ψ1i(s), Dq
t yi(s) =

ψ2i(s)下的两个解. 令
zi(t) = xi(t)−xi(t), wi(t) = yi(t)−yi(t), pi(t) = ui(t)−ui(t), qi(t) = vi(t)−vi(t), i = 1, 2, · · · , n.

由系统(3)可得



Dα
t zi(t) = −γizi(t) + pi(t),

Dα
t pi(t) = −(αi + γi

2 − γici)zi(t)− (ci − γi)pi(t)+
n∑

j=1

aij(fj(yj(t))− fj(yj(t))) +
n∑

j=1

bij(fj(yj(t− τij))− fj(yj(t− τij))),

Dα
t wj(t) = −γjwj(t) + qj(t),

Dα
t qj(t) = −(βj + γj

2 − γjdj)wj(t)− (dj − γj)qj(t)+
n∑

i=1

gji(fi(xi(t))− fi(xi(t))) +
n∑

i=1

hji(fi(xi(t− σji))− fi(xi(t− σji))).

(4)
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对于任意连续函数g(x), 由定义2.2知Dα
t |g(t)| ≤ sgn(g(t))Dα

t g(t), 从(4)得



Dα
t |zi(t)| ≤ −γi|zi(t)|+ |pi(t)|,

Dα
t |pi(t)| ≤ |αi + γi

2 − γici)||zi(t)| − (ci − γi)|pi(t)|+
n∑

j=1

|aij |lj |wj(t)|+
n∑

j=1

|bij |lj |wj(t− τij)|,

Dα
t |wj(t)| ≤ −γj |wj(t)|+ |qj(t)|,

Dα
t |qj(t)| ≤ |βj + γj

2 − γjdj ||wj(t)| − (dj − γj)|qj(t)|+
n∑

i=1

|gji|li|zi(t)|+
n∑

i=1

|hji|li|zi(t− σji)|.

(5)

由引理2.8, 从(5)可得



|zi(t)| ≤ −γiD
−α
t |zi(t)|+ D−α

t |pi(t)|,
|pi(t)| ≤ |αi + γi

2 − γici)|D−α
t |zi(t)| − (ci − γi)D−α

t |pi(t)|+
n∑

j=1

|aij |ljD−α
t |wj(t)|+

n∑
j=1

|bij |ljD−α
t |wj(t− τij)|,

|wj(t)| ≤ −γjD
−α
t |wj(t)|+ D−α

t |qj(t)|,
|qj(t)| ≤ |βj + γj

2 − γjdj |D−α
t |wj(t)| − (dj − γj)D−α

t |qj(t)|+
n∑

i=1

|gji|liD−α
t |zi(t)|+

n∑
i=1

|hji|liD−α
t |zi(t− σji)|.

(6)

当t ∈ [0, τij ]时, 有t− τij ≤ 0, 则

D−α
t |wj(t− τij)|= 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|wj(s− τij)|ds =

1
Γ(α)

∫ t−τij

−τij

(t− u− τij)α−1|wj(u)|du ≤

w∗j
Γ(α)

∫ t−τij

−τij

(t− u− τij)α−1du =

−w∗j (t− u− τij)α

αΓ(α)
|t−τij

−τij
=

w∗j tα

Γ(α + 1)
≤ w∗j τα

Γ(α + 1)
,

其中wj(s) = yj(s)− yj(s) = ψ1j(s)− ψ1j(s), w∗j = sup
−τ≤s≤0

{|ψ1j(s)− ψ1j(s)|}.
当t ∈ [τij ,+∞)时, 有t− τij ≥ 0, 则

D−α
t |wj(t− τij)| = 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|wj(s− τij)|ds =

1
Γ(α)

∫ t−τij

−τij

(t− u− τij)α−1|wj(u)|du =

1
Γ(α)

∫ 0

−τij

(t− u− τij)α−1|wj(u)|du +
1

Γ(α)

∫ t−τij

0

(t− u− τij)α−1|wj(u)|du ≤

w∗j τα

Γ(α + 1)
+

1
Γ(α)

∫ t

0

(t− u)α−1|wj(u)|du =

w∗j τα

Γ(α + 1)
+ D−α

t |wj(t)|.



48 高 校 应 用 数 学 学 报 第40卷第1期

从上述推导结果, 可得

D−α
t |wj(t− τij)| ≤

w∗j τα

Γ(α + 1)
+ D−α

t |wj(t)|. (7)

同理可推得

D−α
t |zi(t− σji)| ≤ z∗i σα

Γ(α + 1)
+ D−α

t |zi(t)|, (8)

其中z∗i = sup
−σ≤s≤0

{|ϕ1i(s)− ϕ1i(s)|}.
由(6)-(8)式, 可得

n∑

i=1

[|zi(t)|+ |pi(t)|] +
n∑

j=1

[|wj(t)|+ |qj(t)|] ≤

n∑

i=1

{[−γi + |αi + γi
2 − γici|]D−α

t |zi(t)| − [ci − γi − 1]D−α
t |pi(t)|+

n∑

j=1

|aij |ljD−α
t |wj(t)|+

n∑

j=1

|bij |lj [
w∗j τα

Γ(α + 1)
+ D−α

t |wj(t)|]}+

n∑

j=1

{[−γj + |βj + γj
2 − γjdj |]D−α

t |wi(t)| − [(dj − γj)− 1]D−α
t |qj(t)|+

n∑

i=1

|gji|liD−α
t |zi(t)|+

n∑

i=1

|hji|li[ z∗i σα

Γ(α + 1)
+ D−α

t |zi(t)|]} =

n∑

i=1

[−γi + |αi + γi
2 − γici|+

n∑

j=1

|gji|li +
n∑

j=1

|hji|li]D−α
t |zi(t)| −

n∑

i=1

[ci − γi − 1]D−α
t |pi(t)|+

n∑

j=1

[−γj + |βj + γj
2 − γjdj |+

n∑

i=1

|aij |lj +
n∑

i=1

|bij |lj ]D−α
t |wj(t)| −

n∑

j=1

[(dj − γj)− 1]D−α
t |qj(t)|+

n∑

i=1

n∑

j=1

[|bij |lj [
w∗j τα

Γ(α + 1)
+ |hji|li z∗i σα

Γ(α + 1)
] ≤

−η{
n∑

i=1

[D−α
t |zi(t)|+ D−α

t |pi(t)|] +
n∑

j=1

[D−α
t |wj(t)|+ D−α

t |qj(t)|]}+ M(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|),

其中η = min
{

min
1≤i≤n

{γi − |αi + γi
2 − γici| −

n∑
j=1

|gji|li −
n∑

j=1

|hji|li, ci − γi − 1},

min
1≤j≤n

{γj − |βj + γj
2 − γjdj | −

n∑
i=1

|aij |lj −
n∑

i=1

|bij |lj , dj − γj − 1}},

ξ(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|) =
n∑

i=1

n∑
j=1

[|bij |lj
w∗j τα

Γ(α + 1)
+ |hji|li z∗i σα

Γ(α + 1)
].

即有
n∑

i=1

[|zi(t)|+ |pi(t)|] +
n∑

j=1

[|wj(t)|+ |qj(t)|] ≤

−ηD−α
t {

n∑

i=1

[|zi(t)|+ |pi(t)|] +
n∑

j=1

[|wj(t)|+ |qj(t)|]}+ ξ(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|). (9)
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由引理2.9, 从(9)知
n∑

i=1

[|zi(t)|+ |pi(t)|] +
n∑

j=1

[|wj(t)|+ |qj(t)|] ≤ M(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|)Eα(−ηtα).

从而可得

‖X(t)−X(t)‖ =
n∑

i=1

|xi(t)− xi(t)|+
n∑

j=1

|yj(t)− yj(t)| ≤ ξ(|ϕ− ϕ|, |ψ − ψ|)Eα(−ηtα).

显然ξ(0, 0) = 0, ξ(|ϕ − ϕ|, |ψ − ψ|) ≥ 0. 由定义2.4知, 系统(1)的解X(t)是全局Mittag-Leffler稳
定的.

定定定理理理3.2 对于系统(1), 假设定理3.1条件成立, 如果存在常数ω > 0, Ii > 0, Jj > 0, 使
得Ii(t + ω) = Ii(t), Jj(t + ω) = Jj(t), |Ii(t)| ≤ Ii, |Ji(t)| ≤ Jj , i, j = 1, 2 · · ·n, 那么系统(1)的解
是全局渐近ω-周期的.

证 由系统(3)可得



Dα
t |xi(t)| ≤ −γi|xi(t)|+ |ui(t)|,

Dα
t |ui(t)| ≤ |αi + γ2

i − γici||xi(t)| − (ci − γi)|ui(t)|+
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii,

Dα
t |yj(t)| ≤ −γj |yj(t)|+ |vj(t)|,

Dα
t |vj(t)| ≤ |βj + γ2

j − γjdj ||yj(t)| − (dj − γj)|vj(t)|+
n∑

i=1

(|gji|+ |hji|)f i + Jj .

(10)

由(10)得
Dα

t [|xi(t)|+ |ui(t)|] ≤

−(γi − |αi + γ2
i − γici|)|xi(t)| − (ci − γi − 1)|ui(t)|+

n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii ≤

−η1i[|xi(t)|+ |ui(t)|] +
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii, (11)

其中η1i = min{γi − |αi + γ2
i − γici|, ci − γi − 1} > 0.

令zi(t) = |xi(t)|+ |ui(t)| − 1
η1i

[
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii], 由引理2.7及(11)可推得

Dα
t zi(t) = Dα

t [|xi(t)|+ |ui(t)|]−Dα
t { 1

η1i
[

n∑
j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii]} =

Dα
t [|xi(t)|+ |ui(t)|]− 1

η1iΓ(1−α) [
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii]t−α ≤

−η1i[|xi(t)|+ |ui(t)|] +
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii + 1
η1iΓ(1−α) [

n∑
j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii] =

−η1izi(t) + 1
η1iΓ(1−α) [

n∑
j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii].

由引理2.9可得zi(t) ≤ 1
η1iΓ(1− α)

[
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii]Eα(−η1it
α), 即

|xi(t)|+ |ui(t)| ≤
1

η1iΓ(1− α)
[

n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii]Eq(−η1it
α) +

1
η1i

[
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)f j + Ii].

于是得到xi(t)和ui(t)有界, i = 1, 2, · · · , n.
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同理可推得

|yj(t)|+ |vj(t)| ≤
1

η2jΓ(1− α)
[

n∑

i=1

(|gji|+ |hji|)f j + Jj ]Eα(−η2jt
α) +

1
η2j

[
n∑

i=1

(|gji|+ |hji|)f j + Jj ],

其中η2j = min{γj − |βj + γ2
j − γjdj |, dj − γj − 1} > 0. 可知yj(t)和vj(t)有界, j = 1, 2, · · · , n.

由引理2.8, 从(3)可得



xi(t) =
1

Γ(α)
∫ t

0
(t− s)α−1[−γixi(s) + ui(s)]ds,

ui(t) =
1

Γ(α)
∫ t

0
(t− s)α−1[−(αi + γ2

i − γici)xi(s)− (ci − γi)ui(s)+
n∑

j=1

aijfj(yj(s)) +
n∑

j=1

bijfj(yj(s− τij)) + Ii(s)]ds,

yj(t) =
1

Γ(α)
∫ t

0
(t− s)α−1[−γjyj(s) + vj(s)]ds,

vj(t) =
1

Γ(α)
∫ t

0
(t− s)α−1[−(βj + γ2

j − γjdj)yj(s)− (dj − γj)vj(s)+
n∑

i=1

gjifi(xi(s)) +
n∑

i=1

bjifi(xi(s− σji)) + Jj(s)]ds.

(12)

由(12)可得

xi(t + ω) =
1

Γ(α)

∫ t+ω

0

(t + ω − s)α−1[−γixi(s) + ui(s)]ds =

1
Γ(α)

∫ t

−ω

(t− s)α−1[−γixi(s + ω) + ui(s + ω)]ds =

1
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[−γixi(s + ω) + ui(s + ω)]ds +

1
Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[−γixi(s + ω) + ui(s + ω)]ds. (13)

同理可得

ui(t + ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[−(αi + γ2
i − γici)xi(s + ω)− (ci − γi)ui(s + ω) +

n∑

j=1

aijfj(yj(s + ω)) +
n∑

j=1

bijfj(yj(s + ω − τij)) + Ii(s)]ds +

1
Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[−(αi + γ2
i − γici)xi(s + ω)− (ci − γi)ui(s + ω) +

n∑

j=1

aijfj(yj(s + ω)) +
n∑

j=1

bijfj(yj(s + ω − τij)) + Ii(s)]ds, (14)

yj(t + ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[−γjyj(s + ω) + vj(s + ω)]ds +

1
Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[−γjyj(s + ω) + vj(s + ω)]ds, (15)
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vj(t + ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[−(βj + γ2
j − γjdj)yj(s + ω)− (dj − γj)vj(s + ω) +

n∑

i=1

gjifi(xi(s + ω)) +
n∑

i=1

bjifi(xi(s + ω − σji)) + Jj(s + ω)]ds +

1
Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[−(βj + γ2
j − γjdj)yj(s + ω)− (dj − γj)vj(s + ω) +

n∑

i=1

gjifi(xi(s + ω)) +
n∑

i=1

bjifi(xi(s + ω − σji)) + Jj(s + ω)]ds. (16)

从(12)-(13)可得
xi(t + ω)− xi(t) = D−α

t [−γi(xi(t + ω)− xi(t)) + ui(t + ω)− ui(t)]+
1

Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[−γjxi(s + ω) + ui(s + ω)]ds. (17)

由于xi(t)和ui(t)有界, ∃Mi > 0, 使得|xi(t)| ≤ Mi, |ui(t)| ≤ Mi, i = 1, 2, · · · , n. 从(17)可得
|xi(t + ω)− xi(t)| ≤ D−α

t [−γi|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +

1
Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1[γj |xi(s + ω)|+ |ui(s + ω)|]ds ≤

D−α
t [−γi|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +

(γi + 1)Mi

Γ(α)

∫ 0

−ω

(t− s)α−1ds ≤

D−α
t [−γi|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +

(γi + 1)Mi

Γ(α)

∫ 0

−ω

(−s)α−1ds =

D−α
t [−γi|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +

ωα

Γ(α + 1)
(γi + 1)Mi. (18)

由于yj(t)和vj(t)有界, ∃Nj > 0, 使得|yj(t)| ≤ Nj , |vj(t)| ≤ Nj , 类似于(18)结果的推导过程,
从(12), (14)-(16)可推得
|ui(t + ω)− ui(t)| ≤ D−δ

t [|αi + γ2
i − γici||xi(t + ω)− xi(t)| − (ci − γi)|ui(t + ω)− ui(t)|+

n∑

j=1

|aij |lj |yj(t + ω)− yi(t)|+
n∑

j=1

|bij |lj |yj(t + ω − τij)− yj(t− τij)|+

ωα

Γ(α + 1)
[(|αi + γ2

i − γici|+ |ci − γi|)Mi +
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)fj + Ii], (19)

|yj(t+ω)−yj(t)| ≤ D−δ
t [−γj |yj(t+ω)−yj(t)|+ |vj(t+ω)−vj(t)|]+ ωα

Γ(α + 1)
(γj +1)Nj , (20)

|vj(t + ω)− vj(t)| ≤ D−δ
t [|βj + γ2

j − γjdj ||yj(t + ω)− yj(t)| − (dj − γj)|vj(t + ω)− vj(t)|+
n∑

i=1

|gji|lj |xi(t + ω)− xi(t)|+
n∑

i=1

|hji|li|xi(t + ω − σji)− xi(t− σji)|+

ωα

Γ(α+1) [(|βj + γ2
j − γjcj |+ |dj − γj |)Nj +

n∑
i=1

(|gji|+ |hji|)fj + Jj ]. (21)

类似于(7)结果的推导过程, 可得



D−α
t |yj(t + ω − τij)− yj(t− τij)| ≤

2ψ∗1jτ
α

Γ(α + 1)
+ D−α

t |yj(t + ω)− yj(t)|,

D−α
t |xi(t + ω − σij)− xi(t− σij)| ≤

2ϕ∗1jτ
α

Γ(α + 1)
+ D−α

t |xi(t + ω)− xi(t)|,
(22)
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其中ψ∗1j = sup
−τ≤s≤0

{|ψ1j(s)|}, ϕ∗1i = sup
−σ≤s≤0

{|ϕ1i(s)|}.
从(18)-(22)可得

n∑

i=1

[|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +
n∑

j=1

[|yj(t + ω)− yj(t)|+ |vj(t + ω)− vj(t)|] ≤

n∑

i=1

{D−α
t [−γi + |αi + γ2

i − γici|+
n∑

i=1

(|gji|+ |hji|li)]|xi(t + ω)− xi(t)|+ D−α
t [1− ci + γi]|ui(t + ω)− ui(t)|}+

n∑

j=1

{D−α
t [−γi + |βj + γ2

j − γjdj |+

n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)]|yj(t + ω)− yj(t)|+ D−α
t [1− dj + γj ]|vj(t + ω)− vj(t)|}+

n∑

i=1

ωα

Γ(α + 1)
(γi + 1)Mi +

n∑

j=1

ωα

Γ(α + 1)
(γj + 1)Nj +

n∑

i=1

ωα

Γ(α + 1)
[(|αi + γ2

i − γici|+ |ci − γi|)Mi +
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)fj + Ii] +

n∑

j=1

ωα

Γ(α + 1)
[(|βj + γ2

j − γjcj |+ |dj − γj |)Nj +
n∑

i=1

(|gji|+ |hji|)fj + Jj ] ≤

−ηD−α
t {

n∑

i=1

[|xi(t + ω)− xi(t)|+ |ui(t + ω)− ui(t)|] +

n∑

j=1

[|yj(t + ω)− yj(t)|+ |vj(t + ω)− vj(t)|]}+ δ, (23)

其中η由定理2.1所给定,

δ =
n∑

i=1

ωα

Γ(α + 1)
[(γi + 1)Mi + (|αi + γ2

i − γici|+ |ci − γi|)Mi +
n∑

j=1

(|aij |+ |bij |)fj + Ii] +

n∑
j=1

ωα

Γ(α + 1)
[(γj + 1)Nj + (|βj + γ2

j − γjcj |+ |dj − γj |)Nj +
n∑

i=1

(|gji|+ |hji|)fj + Jj ].

由引理2.9, 从(23)可推得
n∑

i=1

[|xi(t+ω)−xi(t)|+|ui(t+ω)−ui(t)|]+
n∑

j=1

[|yj(t+ω)−yj(t)|+|vj(t+ω)−vj(t)|] ≤ δEα(−ηtα).

(24)

从(24)可得 lim
t→+∞

n∑
i=1

|xi(t) − xi(t + ω)| = 0, lim
t→+∞

n∑
j=1

|yj(t) − yj(t + ω)| = 0. 由定义2.5知, 系

统(1)的解X(t)在(0,+∞)上是S-渐近ω-周期解.
设X(t)是系统(1)的S-渐近ω-周期解, 那么对于任意k ∈ N, X(t + kω)也是系统(1)的解, 由

于X(t)有界, 则可得函数序列{X(t + kω)}k∈N是等度连续且一致有界的, 利用Arzela-Asoli定
理, 可选取一个子序列{kω}k∈N使得{X(t + kω)}k∈N一致收敛于[0,+∞)内紧集上的连续函数
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X∗(t) = (x∗1(t), x
∗
2(t), · · · , x∗n(t), y∗1(t), y∗2(t), · · · , y∗n(t))T.

下证X∗(t)是周期函数. 事实上
X∗(t + ω) = lim

k→+∞
X(t + ω + kω) = lim

k→+∞
X(t + (k + 1)ω) = X∗(t). (25)

即X∗(t)是ω-周期函数. 由于
|xi(t)− x∗i (t)| ≤ |xi(t)− xi(t + ω)|+ |xi(t + ω)− xi(t + kω)|+ |xi(t + kω)− x∗i (t)|. (26)

因为xi(t)是S-渐近ω-周期的, 可得

lim
t→+∞

n∑

i=1

|xi(t)− xi(t + ω)| = 0. (27)

又因为系统(1)是Mittag-Leffler稳定, 那么有
lim

t→+∞
|xi(t + ω)− xi(t + kω)| = 0. (28)

利用X∗(t)的定义可得
lim

k→+∞
|xi(t + kω)− x∗i (t)| = 0. (29)

从(26)-(29)可得
lim

t→+∞
|xi(t)− x∗i (t)| = 0, i = 1, 2, · · · , n. (30)

同理可得

lim
t→+∞

|yj(t)− y∗j (t)| = 0, i = 1, 2, · · · , n. (31)

从(30)-(31)式, 由定义2.6可知, 系统(1)的解是全局渐近ω-周期的.

§4 数值例子
例例例4.1 考虑分数阶惯性时滞BAM神经网络




D2α
t xi(t) = −ciD

α
t xi(t)− αixi(t) +

2∑
j=1

aijfj(yj(t)) +
2∑

j=1

bijfj(yj(t− τij)) + Ii(t),

D2α
t yj(t) = −djD

α
t yj(t)− βjyj(t) +

2∑
i=1

gjifi(xi(t)) +
2∑

i=1

hjifi(xi(t− σji)) + Jj(t),
(32)

其中t ≥ 0, i, j = 1, 2.

α = 0.8, fi(xi) = 1
2 (|xi + 1| − |xi − 1|), τij = σij = 1, i, j = 1, 2. I1(t) = 0.02 sin(t), I2(t) =

0.05 sin(t), J1(t) = 0.02 cos(t), J2(t) = 0.05 cos(t), α1 = 5, α2 = 4, β1 = 4, β2 = 3, c1 =
5, c2 = 4.5, d1 = 3.2, d2 = 3.5, a11 = 1, a12 = 0.5, a21 = 0.5, a22 = 0.8, b11 =
−0.1, b12 = 0.1, b21 = 0.2, b22 = 0.2, g11 = 1, g12 = 0.5, g21 = 0.5, g22 = 0.8, h11 =
0.1, h12 = 0.5, h21 = 0.4, h22 = 0.2.

根据给定的fi(xi), 取li = 1, i = 1, 2. 选取γi = 2, i = 1, 2. 通过计算得到

η = min
{

min
1≤i≤2

{γi − |αi + γi
2 − γici| −

2∑
j=1

|gji|li −
2∑

j=1

|hji|li, ci − γi − 1},

min
1≤j≤2

{γj − |βj + γj
2 − γjdj | −

2∑
i=1

|aij |lj −
2∑

i=1

|bij |lj , dj − γj − 1}} = 0.2 > 0,

由此可知, 系统(32)满足定理3.1和定理3.2的所有条件, 故其解是Mittag-Leffler稳定的, 且是S-渐
近2π-周期解.

通过计算机数值模拟, 可得到系统x1(t), x2(t), y1(t), y2(t)在t时刻的变化状态, 如图1和
图2所示. 从图可知所得到数值模拟的结果与定理结果相一致, 从而验证了理论推导所得结果的
正确性.
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图 1 例4.1中系统(32) x1(t), x2(t)在t时刻的变化轨迹

图 2 例4.1中系统(32) y1(t), y2(t)在t时刻的变化轨迹

§5 结 论

本文是对分数阶惯性时滞BAM神经网络的动力学行为进行研究. 通过引入变量代换, 对含
有二个不同分数阶导数的BAM神经网络模型转化为只含一个分数阶导数神经网络的模型. 利用
积分的区间可加性和系统的初始值, 推导出含有时间迟滞和不含时间迟滞的状态函数分数阶积
分之间的关系. 分别给出了系统解全局Mittag-Leffler稳定和全局渐近ω-周期判定的充分条件, 即
定理3.1-定理3.2, 所得到研究结果是新的. 同时通过数值模拟例子验证了本文理论推导所得结果
的正确性. 这对于进一步研究分数阶惯性神经网络的动力学特性具有理论意义和应用价值. 利
用本文研究的思路和方法, 可进一步研究其他类型的分数阶惯性神经网络的稳定性和周期性问
题.
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Global Mittag-Leffler stability and global asymptotic ω-period for
fractional inertial BAM neural network with time-delay

XU Dan-ning, JIANG Wang-dong

(Yuanpei College, Shaoxing University, Shaoxing 312000, China)

Abstract: The paper investigates the global Mittag-Leffler stability and global asymptotic ω-

periodicity of fractional-order inertial BAM neural networks with time delays. Firstly, by utilizing the

properties of Riemann-Liouville fractional calculus and introducing appropriate variable substitutions,

the fractional-order inertial BAM neural network model, which involves two different fractional-order

derivatives, is simplified to a model containing only one fractional-order derivative. Next, by applying

the additivity of integral intervals and initial value conditions, the relationship between the fractional-

order integrals of the state functions with and without time delays is derived when the time variable

varies within finite intervals less than or equal to the time delay and within infinite intervals greater than

or equal to the time delay. Sufficient conditions for determining the global Mittag-Leffler stability and

global asymptotic ω-periodicity of the solutions for the fractional-order inertial BAM neural network

system are provided. Finally, numerical simulations are conducted to verify the effectiveness and

correctness of the theoretical results obtained.

Keywords: fractional; inertial; BAM neural networks; global Mittag-Leffler stability; global

asymptotic ω-period
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