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延迟索赔数目随机的时依更新风险模型

破产概率的渐近估计
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摘 要: 考虑带有延迟索赔的非标准更新风险模型, 其中每个(主)索赔都伴有随机个
延迟索赔, 在索赔额与索赔发生时间存在某种相依关系且索赔额服从次指数分布的条
件下, 得到了该风险模型有限时间破产概率的渐近估计.
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§1 引 言

由于保险公司经营多种业务, 一旦有事故发生往往会触发多种类型的索赔, 其中有些索赔
可以立即进行赔付(称为主索赔), 还有一些索赔则需要延迟一段时间后才申请赔付(比如因台风
暴雨等极端天气导致房屋浸泡而产生的系列损失). 基于上述情况, 本文考虑延迟索赔数目随机
的一类风险模型.

记第i(i ≥ 1)次事故引起的额度为Xi的主索赔发生于τi时刻, 同时伴有Mi个延迟索赔且索

赔额分别为Yij , 1 ≤ j ≤ Mi, 其中{Mi, i ≥ 1}为一列独立同分布(i.i.d.)的非负整值随机变量序
列且与一般随机变量M同分布. 令主索赔的发生时间间隔{θi, i ≥ 1}为i.i.d.的非负随机变量序
列, 其共同分布为G且均值有限, 其中θi = τi − τi−1, τ0 = 0, 则由{τi, i ≥ 1}序列构成的计数过
程{Nt, t ≥ 0}为一更新过程, 相应的更新函数记为λt = ENt. 令Qij为Yij相对于其主索赔Xi发生

时刻的随机延后时间, 假设{Xi, i ≥ 1}, {Yij , i ≥ 1, j ≥ 1}和{Qij , i ≥ 1, j ≥ 1} 均为i.i.d.的非负
随机变量序列, 其共同分布分别为F1, F2和H. 于是, 截止到t(≥ 0)时刻, 保险公司的盈余过程可
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表示为

U(t) = xert + c

∫ t

0

er(t−s)ds−
Nt∑

i=1

Xier(t−τi) −
Nt∑

i=1

Mi∑

j=1

Yijer(t−τi−Qij)1{τi+Qij≤t}, (1)

其中x为保险公司初始盈余, r为常数利息力, c表示保费收入率. 记

D(t) =
Nt∑

i=1

(
Xie−rτi +

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤t}
)
, t ≥ 0 (2)

为保险公司截至时刻t的理赔总额. 由此, 模型(1)在时刻T > 0之前的有限时间破产概率可定义
为

ψ(x, T ) = P
(

inf
0≤s≤T

U(s) < 0 | U(0) = x
)
.

带有延迟索赔的风险模型由于较符合保险实务, 是众多学者广泛关注的热点问题, 具体可见
参考文献[1-7]. 需要注意的是, 上述文献仅考虑了主副索赔成对发生的情况, 而在实际意外中是
极有可能触发一系列延迟索赔的. 于是文献[8]提出了延迟索赔数目随机的风险模型, 并在重尾
情形下得到了有限时间破产概率的渐近估计. 随后, 文献[9]在文献[8]模型的基础上考虑了索赔
额为相依随机变量序列, 并放宽了索赔时间间隔序列间的独立性假设. 同时, 考虑到保险实务中
的不确定因素, 文献[10]提出了一类带扰动的延时索赔数目随机的风险模型. 然而, 文献[8-10]中
关于主(延迟)索赔额与相应的索赔发生时间之间的独立性假设可能是不现实的. 以车险为例, 上
一年的多次索赔往往会导致次年保费折扣率降低, 因此投保人选择小额索赔不上报, 从而人为延
长了索赔发生的等待时间, 也就导致了索赔额度与索赔发生时间的某种相依性. 有鉴于此, 本文
在主(延迟)索赔与其发生时间之间具有某种相依结构的条件下, 考虑带随机个延迟索赔的风险
模型(1)的有限时间渐近破产概率. 本文剩余部分结构如下: §2介绍模型相关假设条件及主要结
论, §3则给出结论的主要证明过程.

§2 预备知识及主要结论
先给出下文常用的符号表述. 对于正值函数l(x)和s(x), 若limx→∞ sup l(x)/s(x) ≤ 1, 则记

作l(x) . s(x); 若limx→∞ inf l(x)/s(x) ≥ 1, 则记作l(x) & s(x); 若limx→∞ l(x)/s(x) = 1, 则记
作l(x) ∼ s(x); 若limx→∞ l(x)/s(x) = 0, 则记作l(x) = o

(
s(x)

)
; 若limx→∞ l(x)/s(x) = C < ∞,

则记作l(x) = O
(
s(x)

)
, 其中C为一正值常数. 若l(x) = O

(
s(x)

)
和s(x) = O

(
l(x)

)
同时成立, 则记

作l(x) ³ s(x)(弱渐近等价). 此外, 若无特别说明, 下文所涉及极限均是关于x →∞所求.

为结合保险实务, 更好地刻画实际运营中的极端事件, 还需引入几类重尾分布子族. 若对任
意的n ≥ 2, 有V n∗(x) ∼ nV (x), 则称V属于次指数分布族, 记作V ∈ S, 其中V n∗(x) = 1− V n∗,
V n∗表示V的n重卷积. 若对任意的y > 0, 有V (x + y) ∼ V (x), 则称V属于长尾分布族, 记
作V ∈ L. 金融保险背景下, 关于重尾分布的性质及更多子族介绍, 可参考文献[11-12].

对于索赔额与其发生时间之间的相依关系, 本文拟采用文献[13]中提出的相依结构. 首先,
在主索赔与其对应的发生时间间隔之间建立如下的相依关系.

假假假设设设A {(Xi, θi), i ≥ 1}构成i.i.d.随机对序列且与一般随机对(X, θ)同分布, 其中(X, θ)的
分量满足

P(X > x | θ = t) ∼ P(X > x)h(t) (3)
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对所有的t ∈ [0,∞)一致成立, 其中h(·) : [0,∞) → (0,∞)可测且满足 inf0≤t h(t) > 0.

对延迟索赔Yij和其延迟时间则建立如下的相依关系.

假假假设设设B {(Yij , θi + Qij), i ≥ 1, j ≥ 1}构成i.i.d.随机对序列且与一般随机对(Y, θ + Q)同分
布, 其中(Y, θ + Q)满足

P(Y > x | θ + Q = t) ∼ P(Y > x)ϕ(t) (4)

对所有的t ∈ [0,∞)一致成立, 其中ϕ(·) : [0,∞) → (0,∞)可测且满足 inf06t ϕ(t) > 0.

注注注2.1 在(3)-(4)式中, 若t不是θ或θ + Q的可能取值, 则上述条件概率可视为无条件概率,
即对应这类t有h(t) = 1或ϕ(t) = 1. 此外, 需要指出的是假设A-假设B中的时依假设条件是
温和的, 如文献[13]中所述, 这类相依结构包含了一部分常用作刻画相依结构的函数, 诸如:
Ali-Mikhail-Haq copula函数, Farlie-Gumbel-Morgenstern copula函数以及Frank二元copula函
数.

假假假设设设C 序列{Xi, i ≥ 1}与序列{Yij , i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ Mi}相互独立, {θi, i ≥ 1}与序
列{Qij , i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ Mi}也是相互独立的, 而{Mi, i ≥ 1}与上述任何序列互为独立序
列.

注注注2.2 模型(1)中的两类理赔虽同时触发, 但两者分布函数各异且对应着保险公司不同类
型的理赔形式. 假设A和假设B所定义的相依结构是指在给定时间下理赔额的条件尾概率, 并不
会影响主索赔额与延迟索赔额之间的独立性假设.

下面给出本文的主要结论.

定定定理理理2.1 考虑延迟索赔数目随机的更新风险模型(1), 其中F1 ∈ S, F2 ∈ S. 假设存在某
个δ > 0使得EeδM < ∞. 在假设A-假设C成立的条件下, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T ,

(i) 如果F 2(x) ³ F 1(x), 则有

ψ(x, T ) ∼
∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s + EM ·

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−
F 2(xer(s+u∗))dλ̂sH(du∗), (5)

其中

λ̃t =
∫ t

0−
(1 + λt−s∗)h(s∗)G(ds∗), λ̂t =

∫ t

0−
(1 + λt−s∗)ϕ(s∗ + u∗)G(ds∗).

(ii) 如果F 2(x) = o(F 1(x)), 则有

ψ(x, T ) ∼
∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s. (6)

当模型(1)中的随机数目Mi退化成常数m时, 定理2.1则简化成如下形式.

推推推论论论2.1 对于风险模型(1), 令Mi = m. 如果F1 ∈ S, F2 ∈ S, 那么在假设A-假设C成立的
条件下, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T ,

(i) 如果F 2(x) ³ F 1(x), 则有

ψ(x, T ) ∼
∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s + m ·

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−
F 2(xer(s+u∗))dλ̂sH(du∗),

其中

λ̃t =
∫ t

0−
(1 + λt−s∗)h(s∗)G(ds∗), λ̂t =

∫ t

0−
(1 + λt−s∗)ϕ(s∗ + u∗)G(ds∗).
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(ii) 如果F 2(x) = o(F 1(x)), 则有

ψ(x, T ) ∼
∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s.

注注注2.3 当m = 1时, 即可得到文献[14]的定理2.1. 本文中的定理2.1和推论2.1中允许主索赔
伴随有随机个和多个延迟索赔, 将文献[14]中的结论推广至更贴近保险业实务的情形中, 一定程
度上丰富了带有延迟索赔风险模型的研究.

§3 主要结论的证明
在给出定理2.1的证明之前, 首先给出几个引理, 其中引理3.1来自文献[13].

引引引理理理3.1 支撑在[0,∞)上的分布函数F , 如果F ∈ L当且仅当存在函数
l(·) : (0,∞) → (0,∞)

满足

(i) 对于所有x > 0, 有l(x) < x/2;
(ii) l(x) →∞;
(iii) l(·)在∞处缓慢变化, 使得对每个K > 0, 有F (x−Kl(x)) ∼ F (x).

引引引理理理3.2 令Mi = mi, i ≥ 1, 其中mi ≥ 0为实数. 在定理2.1的条件下, 对所有满足P(τ1 ≤
T ) > 0的T , 有

(i) P
( n∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n
)
∼

n∑

i=1

mi∑

j=1

P
(
Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n

)

和

(ii) P
( n∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n
)
∼

n∑

i=1

P
( mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n
)
,

其中
∑0

j=1 = 0.

证证证 根据文献[14]中引理4.2类似的证明方法, 稍作修改, (i)和(ii)即可得证.

引引引理理理3.3 考虑模型(1), 在定理2.1的条件下, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有
∞∑

n=1

P
( n∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n
)
∼

EM ·
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
. (7)

证证证 为方便表述, 对任意非负整数集B, 记
−→
b B = (bi; i ∈ B), b̆B =

∨

i∈B

bi.
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选取充分大的整数N , 根据

M̆{1,··· ,n} =
∨
{M1,M2, · · · ,Mn} ≤ N

是否成立, 对(7)式左侧进行分拆, 分拆后的两部分分别记作A1(x, t)和A2(x, t). 对于A1(x, t), 记
M{1,2,··· ,n} = {M1, · · · ,Mn},m{1,2,··· ,n} = {m1, · · · ,mn}, n ≥ 1,

其中0 ≤ mi ≤ N, 利用引理3.2中的(i), 可得

A1(x, T ) =
∞∑

n=1

P
( n∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n, M̆{1,··· ,n} ≤ N
)

=

∞∑
n=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,··· ,N}n

P
( n∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n
)
×

P
(
M{1,2,··· ,n} = m{1,2,··· ,n}

)
∼

∞∑
n=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,··· ,N}n

n∑

i=1

mi∑

j=1

P
(
Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n

)
×

P
(
M{1,2,··· ,n} = m{1,2,··· ,n}

)
∼

∞∑
n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
×

N∑
mi=0

miP
(
M = mi

)
P

(
M̌{1,2,··· ,n}\{i} ≤ N

)
, (8)

其中

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,··· ,N}n

:=
N∑

m1=0

N∑
m2=0

· · ·
N∑

mn=0

.

由此可得

A1(x, T ) .
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

) ∞∑
mi=0

miP(M = mi) =

EM ·
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
. (9)

由于EM < ∞, 对任意充分小ε > 0, 存在着充分大的N , 使得

P
(
M̌{1,2,··· ,n}\{i} > N

)
≤ P

(
M̌{1,2,··· ,n} > N

)
≤

NP(M > N) ≤
∞∑

m=N+1

mP(M = m) < ε, (10)



20 高 校 应 用 数 学 学 报 第40卷第1期

其中1 ≤ i ≤ n ≤ N . 因此, 结合(8)式与(10)式可知, 存在充分大的N , 使得

A1(x, T ) =
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

) N∑
mi=0

miP(M = mi)×
(
1− P

(
M̌{1,2,··· ,n}\{i} > N

))
&

∞∑
n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
(EM − ε)(1− ε) :=

(1− εK1)EM
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
, (11)

因此, 由(9)式和(11)式可知

(1− εK1)EM ·
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
. A1(x, T ) .

EM ·
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
. (12)

关于A2(x, T ), 由引理3.1中的(ii)可得

A2(x, T ) =
∞∑

n=1

P
( n∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n, M̆{1,··· ,n} > N
)
≤

∞∑
n=1

n∑

k=1

P
( n∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n,Mk > N
)
≤

∞∑
n=1

n∑

k=1

∞∑

mk=N+1

∑

m{1,2,··· ,n}\{k}∈{0,1,··· }n−1

P(
n∑

i=1

mi+1∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = n)×

P(M{1,··· ,n} = m{1,··· ,n}).

记

Ωn,t = {(s1, · · · , sn) ∈ [0, t]n : tn ≤ t},
其中ti =

∑i
k=1 sk, 1 ≤ i ≤ n. 根据文献[14]中的引理4.4可得, 对任意的ε > 0, 存在常数C, 对所

有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有

A2(x, T ) .
∞∑

n=1

n∑

k=1

∞∑

mk=N+1

∑

m{1,2,··· ,n}\{k}∈{0,1,··· }n−1

n∑

i=1

∫
· · ·

∫

Ωn,T

∫ T−ti

0−
C×

(1 + ε)m1+m2+···+mn+nP
(
Yi1e−r(ti+ui1) > x

)
G(T − tn)ϕ(si + ui1)×

H(dui1)
n∏

k=1

G(dsk)P(M{1,··· ,n} = m{1,··· ,n}) .

CE
(
(1 + ε)M1{M>N}

)
E

[(
NT + 1

)(
(1 + ε)E(1 + ε)M

)NT
]
×

∞∑
n=1

n∑

i=1

∫
· · ·

∫

Ωn,T

∫ T−ti

0−
P

(
Yi1e−r(ti+ui1) > x

)
G(T − tn)ϕ(si + ui1)H(dui)

n∏

k=1

G(dsk),
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其中在第一步中利用了引理3.2中的(i). 由于存在某个δ > 0, 使得EeδM < ∞, 那么对任意
的ε > 0, 存在充分大的N与充分小的ε, 使得

E
(
(1 + ε)M1{M>N}

)
< ε.

由{Nt, t ≥ 0}为更新过程可知, 存在δ′, 使得Eeδ′Nt < ∞. 于是利用Cauchy-Schwarz不等式, 选
取充分小的ε, 使得

E
[(

NT + 1
)(

(1 + ε)E(1 + ε)M
)NT

]
< ∞.

因此, 对任意的ε > 0, 存在充分大的N和充分小的ε, 使得

A2(x, T ) . εCE
[(

NT + 1
)(

(1 + ε)E(1 + ε)M
)NT

]
×

∞∑
n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
≤

εK2EM
∞∑

n=1

n∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = n

)
,

其中

K2 = C · E
[(

NT + 1
)(

(1 + ε)E(1 + ε)M
)NT

]
.

由此再结合(12)式, 可得(7)式成立, 引理3.3得证.
引引引理理理3.4 考虑模型(1), 在定理2.1的条件下, 如果

F 2(x) ³ F 1(x),

那么对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)
∼

∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
))

. (13)

证 由

F 2(x) ³ F 1(x)

可知, 存在慢变函数

l(·) : (0,∞) → (0,∞)

满足引理3.1(iii)中的条件. 因此, 通过
∑k

i=1
Xie−rτi

取值分别属于

(0, l(x)], (x− l(x),∞), (l(x), x− l(x)]
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这三个区间上, 将(13)左侧拆分成
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)

:=

U1(x, T ) + U2(x, T ) + U3(x, T ).

对于U1(x, T ), 由引理3.1中的(iii)可推出

U1(x, T ) ≤
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x− l(x), NT = k
)

=

∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,k}∈{0,1,··· }k

P
( k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)
×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}) ∼
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)
, (14)

其中在第二步中利用了{Mi, i ≤ 1}与任何序列之间的独立性.
对于U2(x, T ), 由文献[13]中的引理4.2可得

U2(x, T ) ≤
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi > x− l(x), NT = k
)
∼

∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
. (15)

对于U3(x, T ), 记

Ωm,t,tk
= {u1,(1,2,··· ,m1) ∈ [0, t− t1]m1 ,

u2,(1,2··· ,m2) ∈ [0, t− t2]m2 , · · · , uk,(1,2,··· ,mk) ∈ [0, t− tk]mk}, k ≥ 1.

采用引理3.3中类似的证明方法, 选取充分大的整数N , 由

M̆{1,··· ,n} ≤ N

是否成立, 将U3(x, T )拆成U31(x, T )和U32(x, T )两个部分.
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采用A1(x, T )相类似的证明方法可得

U31(x, T ) =
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x,
k∑

i=1

Xie−rτi > l(x),

k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > l(x), NT = k, M̆{1,··· ,n} ≤ N
)

=

∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,1,··· ,N}k

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x,

k∑

i=1

Xie−rτi > l(x),
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > l(x), NT = k
)
×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}) ∼
∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,k}∈{0,1,··· ,N}k

∫
· · ·

∫

Ωk,T

∫
· · ·

∫

Ωk,T,tk

P
( k∑

i=1

Xie−rti +
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > x,

k∑

i=1

Xie−rti > l(x),
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > l(x)
) k∏

i=1

h(si)
k∏

i=1

mi∏

j=1

ϕ(si + uij)×

G(T − tk)
k∏

p=1

mp∏
q=1

H(dupq)
k∏

p=1

G(dsp) · P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}). (16)

由引理3.1(i)可知, 对任意函数α(x) = o(1), 存在慢变函数γ(x)使得

α(x) = o(1)F1(γ(x)) = o(1)F2(γ(x))

成立. 于是采用文献[14]中引理4.3类似的证明方法, 利用引理3.1中的(i)可得

P
( k∑

i=1

Xie−rti +
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > x,

k∑

i=1

Xie−rti > l(x),

k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > l(x)
)
∼

o(1)
(

P
( k∑

i=1

Xie−rti > x
)

+ P
( k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > x
))

. (17)

结合(16)式和(17)式可知

U31(x, T ) ∼

o(1)
∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k, M̆{1,··· ,n} ≤ N
))

. (18)
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对于U32(x, T ), 对任意ω > 0和所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有

U32(x, T ) ≤
∞∑

k=1

k∑
g=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x,
k∑

i=1

Xie−rτi > l(x),

k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > l(x), NT = k, Mg > N
)
≤

∞∑

k=1

k∑
g=1

∞∑

mg=N+1

∑

m{1,2,··· ,n}\{g}∈{0,1,··· }k−1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x,

k∑

i=1

Xie−rτi > l(x),
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > l(x), NT = k
)
×

P(M{1,··· ,n} = m{1,··· ,n}) .
∞∑

k=1

k∑
g=1

∞∑

mg=N+1

∑

m{1,2,··· ,n}\{g}∈{0,1,··· }k−1

∫
· · ·

∫

Ωk,T

∫
· · ·

∫

Ωk,T,tk

P
( k∑

i=1

Xie−rti+

k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > x,

k∑

i=1

Xie−rti > l(x),
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(ti+uij) > l(x)
)
×

k∏

i=1

h(si)
k∏

i=1

mi∏

j=1

ϕ(si + uij)G(t− tk)
k∏

p=1

mp∏
q=1

H(dupq)
k∏

p=1

G(dsp)×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}).

利用(16)式中类似的证明方法, 结合(17)式可得

U32(x, T ) . o(1)
∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k, M̆{1,··· ,n} > N
))

. (19)

由此, 结合(14)-(15)以及(18)-(19)式可知
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)

.

∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
))

. (20)



刘 扬等: 延迟索赔数目随机的时依更新风险模型破产概率的渐近估计 25

利用文献[14]中(4.11)式类似的证明方法, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)

=

∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,1,··· ,}k

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)
×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}) ≥
∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,1,··· ,}k

P
(( k∑

i=1

Xie−rτi > x
) ⋃

( k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x
)
, NT = k

)
×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}) ≥
∞∑

k=1

∑

m{1,2,··· ,n}∈{0,1,··· ,}k

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)
−

P
( k∑

i=1

Xie−rτi > x,

k∑

i=1

mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij) · 1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
))
×

P(M{1,2,··· ,k} = m{1,2,··· ,k}) ∼

(1− o(1))
∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
))

.

因此
∞∑

k=1

P
( k∑

i=1

Xie−rτi +
k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
)

&

∞∑

k=1

(
P

( k∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = k
)
+

P
( k∑

i=1

Mi∑

j=1

Yije−r(τi+Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = k
))

. (21)

最后, 结合(20)式和(21)式即得(13)式成立. 引理3.4证毕.
接下来, 开始定理2.1的证明.
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定定定理理理2.1的的的证证证明明明 通过简单变形, 风险模型(1)等价于

U(t) = ert
(
x + c

∫ t

0

e−rsds−
Nt∑

i=1

Xie−rτi −
Nt∑

i=1

Mi∑

j=1

Yijer(−τi−Qij)1{τi+Qij≤t}
)
.

因此对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有

ψ(x, T ) = P inf
0≤s≤T

U(s) < 0 | U(0) = x).

这意味着

P
(
D(T ) > x + c

∫ ∞

0

e−rsds
)
≤ ψ(x, T ) ≤ P

(
D(T ) > x

)
. (22)

根据(2)式和引理3.4, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T , 有

P
(
D(T ) > x

)
=

∞∑
m=1

P
( m∑

i=1

Xie−rτi +
m∑

i=1

Mi∑

j=1

Yijer(−τi−Qij)1{τi+Qij≤T} > x, NT = m
)
∼

∞∑
m=1

P
( m∑

i=1

Xie−rτi > x, NT = m
)
+

∞∑
m=1

P
( m∑

i=1

Mi∑

j=1

Yijer(−τi−Qij)1{τi+Qij≤t} > x, NT = m
)
. (23)

令β = lim supF 2(x)/F 1(x), 根据引理3.3可得

P
(
D(T ) > x

) ∼
∞∑

m=1

m∑

i=1

P
(
Xie−rτi > x, NT = m

)
+

EM

∞∑
m=1

m∑

i=1

P
(
Yi1e−r(τi+Qi1)1{τi+Qi1≤T} > x, NT = m

)
∼

∞∑

i=1

∫ T

0−

∫ T−s∗

0−
F 1

(
xer(v+s∗))P(

τi−1 ∈ dv
)
h
(
s∗

)
G

(
ds∗

)
+

EM ·
∞∑

i=1

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−

∫ T−s∗

0−
F 2

(
xer(v+s∗+u∗))P(

τi−1 ∈ dv
)×

ϕ
(
s∗ + u∗

)
G

(
ds∗

)
H

(
du∗

) · 1{β>0} =
∫ t

0−

(
F 1

(
xers∗) +

∫ t−s∗

0−
F 1

(
xer(v+s∗))dλυ

)
h
(
s∗

)
G

(
ds∗

)
+

EM ·
∫ T

0−

∫ T−u∗

0−

(
F 2

(
xer(s∗+u∗)) +

∫ T−s∗

0−
F 2

(
xer(v+s∗+u∗))dλυ

)
×

ϕ
(
s∗ + u∗

)
G

(
ds∗

)
H

(
du∗

) · 1{β>0} =
∫ T

0−
F 1

(
xers

)
dλ̃s + EM ·

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−
F 2

(
xer(s+u∗))dλ̂sH(du∗) · 1{β>0}, (24)
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其中在最后一步利用了类似文献[15]中将跳跃与积分相加的技巧. 因此有

P
(
D(T ) > x

) ∼
( ∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s + EM ·

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−
F 2(xer(s+u∗))dλ̂sH(du∗) · 1{β>0}

)
. (25)

记

c

∫ ∞

0

e−rsds : = y,

由(25)式可得, 对所有满足P(τ1 ≤ T ) > 0的T有

P
(
D(T ) > x + y

) ∼ P
(
D(T ) > x(1 + o(1))

) ∼
( ∫ T

0−
F 1

(
xers

)
dλ̃s + EM ·

∫ T

0−

∫ T−u∗

0−
F 2

(
xer(s+u∗))dλ̂sH(du∗) · 1{β>0}

)
,

其中最后一步利用了F1 (F2) ∈ S ⊂ L及S族性质. 由1{β>0} = 1即得(5)式成立. 至于(6)式,
F 2(x) = o(F 1(x))可知1{β>0} = 0. 进而可得

ψ(x, T ) ∼
∫ T

0−
F 1(xers)dλ̃s.

即定理2.1证毕.
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Abstract: This paper considers a nonstandard renewal risk model with delayed claims, in which
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claim sizes are heavy-tailed. When the initial surplus tends to infinity, the asymptotic estimation of

the finite-time ruin probability of the risk model is obtained.
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