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加权Lebesgue空间中超齐次核积分算子的最佳

搭配参数
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摘 要: 文中引入了超齐次函数的概念, 以超齐次核统一了齐次核、广义齐次核及若
干非齐次核, 然后利用权函数方法, 讨论具有超齐次核积分算子在加权Lebesgue空间
中的有界性及算子范数问题, 得到了该类积分算子最佳搭配参数的充分必要条件和算
子范数的计算公式, 统一了之前的诸多结果.
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§1 引言与超齐次函数

Hardy[1]通过引入一对共轭参数(p, q), 给出了Hilbert积分不等式的推广形式: 若 1
p + 1

q =
1 (p > 1), f ∈ Lp(0,+∞), g ∈ Lq(0,+∞), 则∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(x)g(y)
x + y

dxdy ≤ π

sin(π
p )
‖f‖p‖g‖q, (1)

其中的常数因子 π
sin( π

p )是最佳值, 利用式(1), 可得到关于积分算子

T (f)(y) =
∫ +∞

0

1
x + y

f(x)dx (2)

的等价不等式‖T (f)‖p ≤ π
sin( π

p )‖f‖p, 于是可知算子T是Lebesgue空间Lp(0,+∞)中的有界算子,

且T的算子范数‖T‖ = π
sin( π

p ) .

为了进一步的推广研究, Lp(0,+∞)被推广为带幂权的加权Lebesgue空间: 设r > 1, α ∈ R,
定义

Lα
r (0,+∞) =

{
f(x) : ‖f‖r,α =

( ∫ +∞

0

xα|f(x)|rdx

) 1
r

< +∞
}

.
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考虑到式(2)中算子T的核 1
x+y是−1阶齐次函数, 文[2-3]考虑了−λ阶齐次核 1

xλ+yλ及
1

(x+y)λ的情

况, 推广了相关结果, 之后人们考虑了广义齐次核 1
xλ1+yλ2

的情况, 得到更具普遍意义的结论[4].

在讨论齐次核和广义齐次核积分算子的同时, 学者们也常讨论如 1
1+xy及

| ln(xy)|
(xy)λ+1

等非齐次核

的情形[5-6].

上述问题的讨论, 都有一个共同的特征, 就是只针对一个具体的特定核, 技巧性地引入两
个适当的搭配参数, 利用权函数方法得到相应的Hilbert型不等式, 然后证明常数因子最佳, 最
后得到相应的算子范数. 为了对抽象的齐次核和广义齐次核找到最佳搭配参数的规律, 2008年,
文[7]首次讨论了齐次核情形的最佳搭配参数问题, 得到最佳搭配参数的充分条件, 但当时并未
证明该条件是否必要, 2016年文[8]获得了充分必要条件, 并将齐次核推广到广义齐次核情形. 目
前Hilbert型不等式及其算子问题已形成了比较完整的理论体系(见[9-16]).

为了对齐次核, 广义齐次核和非齐次核G(xλ1yλ2)统一进行研究, 本文引入超齐次函数概念,
设有四个参数σ1, σ2, τ1及τ2, 使函数K(x, y)满足: ∀t > 0, 有

K(tx, y) = tσ1K(x, tτ1y), K(x, ty) = tσ2K(tτ2x, y),

则称K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}的超齐次函数.

若K(x, y)是λ阶齐次函数, 则K(x, y)是具有参数{λ, λ,−1,−1}的超齐次函数, 可见超齐次
函数是齐次函数的一种自然推广.

若G(u, v)是λ阶齐次函数, 则广义齐次函数K2(x, y) = G(xλ1 , yλ2)是具有参数

{λλ1, λλ2,−λ1

λ2
,−λ2

λ1
}

的超齐次函数.

对任何实函数G(u), 非齐次函数K3(x, y) = G(xλ1yλ2)是具有参数{0, 0, λ1
λ2

, λ2
λ1
}的超齐次函

数.

综上所述, 超齐次函数概念高度统一了常见的Hilbert型不等式及相应算子研究中的核函数,
能使笔者站在更高更广的角度抽象地讨论问题, 获得更具普遍意义的结果.

对于具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}的超齐次函数K(x, y), 由于

K(tx, y) = tσ1K(x, tτ1y) = tσ1+τ1σ2K(tτ1τ2x, y),

可见在一般情况下都有τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 因此本文的讨论均在τ1τ2 = 1及σ1 + τ1σ2 = 0的
条件下进行.

为了避免不必要的重复, 本文中始终记

A(K, f, g) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

K(x, y)f(x)g(y)dxdy.

W1(s) =
∫ +∞

0

K(1, t)tsdt, W2(s) =
∫ +∞

0

K(t, 1)tsdt.

§2 预备引理
引引引理理理1 设K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1,τ2}的超齐次函数, τ1τ2 6= 0, 那么

(i) 若τ1b− a = τ1 − σ1 − 1, 则

W2(−a) =
∫ +∞

0

K(t, 1)t−adt =
1
|τ1|

∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt =
1
|τ1|W1(−b);
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(ii) 若τ2a− b = τ2 − σ2 − 1, 则

W1(−b) =
∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt =
1
|τ2|

∫ +∞

0

K(t, 1)t−adt =
1
|τ2|W2(−a);

(iii)

ω1(x, b) =
∫ +∞

0

K(x, y)y−bdy = xσ1+τ1(b−1)W1(−b),

ω2(y, a) =
∫ +∞

0

K(x, y)x−adx = yσ2+τ2(a−1)W2(−a).

证 (i) 因为τ1b− a = τ1 − σ1 − 1, 故 1
τ1

(σ1 − a) + 1
τ1
− 1 = −b, 从而

W2(−a) =
∫ +∞

0

K(1, tτ1)tσ1−adt =
1
|τ1|

∫ +∞

0

K(1, u)u
1

τ1
(σ1−a)+ 1

τ1
−1du =

1
|τ1|

∫ +∞

0

K(1, u)u−bdu =
1
|τ1|W1(−b).

(ii) 同理可证W1(−b) = 1
|τ2|W2(−a).

(iii)

ω1(x, b) = xσ1

∫ +∞

0

K(1, xτ1y)y−bdy =

xσ1+τ1(b−1)

∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt = xσ1+τ1(b−1)W1(−b).

同理可证ω2(y, a) = yσ2+τ2(a−1)W2(−a).
引引引理理理2 τ1b− a = τ1 − σ1 − 1与τ2a− b = τ2 − σ2 − 1等价的充分必要条件是

τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0.
证 τ1b− a = τ1 − σ1 − 1与τ2a− b = τ2 − σ2 − 1等价相当于二元线性方程组




x1 − τ1x2 = −τ1 + σ1 + 1

τ2x1 − x2 = τ2 − σ2 − 1

有无穷多解, 即方程组增广矩阵的秩满足

1 = Rank

(
1 −τ1 −τ1 + σ1 + 1
τ2 −1 τ2 − σ2 − 1

)
= Rank

(
1 −τ1 σ1

τ2 −1 −σ2

)
=

Rank

(
1 −τ1 σ1

0 τ1τ2 − 1 −τ2σ1 − σ2

)
,

这等价于τ1τ2 = 1, τ2σ1 + σ2 = 0, 即τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0.
引引引理理理3 设 1

p + 1
q = 1 (p > 1), K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1,τ2}的超齐次函数, τ1τ2 = 1,

σ1 + τ1σ2 = 0, τ1b− a = τ1 − σ1 − 1, 则

W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a) =
(

1
|τ1|

) 1
q

W1(−b) =
(

1
|τ2|

) 1
p

W2(−a).

证 根据引理2, 可知τ1b− a = τ1− σ1− 1与τ2a− b = τ2− σ2− 1同时成立, 从而由引理1可
得引理3的结论.

§3 超齐次核的Hilbert型积分不等式的最佳搭配参数

定定定理理理1 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), a, b ∈ R, τ1τ2 6= 0, K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}的超
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齐次非负可测函数, 0 < W1(−b) < +∞, 0 < W2(−a) < +∞, 存在δ0 > 0使W1(−b ± δ0) <

+∞或W2(−a± δ0) < +∞.

(i) 记α = a(p− 1)+σ1 + τ1(b− 1), β = b(q− 1)+σ2 + τ2(a− 1), 则有Hilbert型积分不等式

A(K, f, g) ≤ W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)‖f‖p,α‖g‖q,β , (3)

其中f ∈ Lα
p (0,+∞), g ∈ Lβ

q (0,+∞). 当τ1τ2 = 1, σ1 +τ1σ2 = 0, τ1b−a = τ1−σ1−1时,式(3)化
为

A(K, f, g) ≤
(

1
|τ1|

) 1
q

W1(−b)‖f‖p,ap−1‖g‖q,bq−1 =

(
1
|τ2|

) 1
p

W2(−a)‖f‖p,ap−1‖g‖q,bq−1. (4)

(ii)若τ1τ2 = 1, σ1+τ1σ2 = 0,则当且仅当τ1b−a = τ1−σ1−1,式(3)的常数W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)
因子是最佳值.

证 不妨设W1(−b± δ0) < +∞.

(i) 根据Hölder不等式及引理1, 有

A(K, f, g) ≤
∫ +∞

0

∫ +∞

0

(
x

a
q

y
b
p

|f(x)|
)(

y
b
p

x
a
q
|g(y)|

)
K(x, y)dxdy ≤

(∫ +∞

0

∫ +∞

0

xa(p−1)

yb
|f(x)|pK(x, y)dxdy

) 1
p

×
(∫ +∞

0

∫ +∞

0

yb(q−1)

xa
|g(y)|qK(x, y)dxdy

) 1
q

=

(∫ +∞

0

xa(p−1)|f(x)|pω1(x, b)dx

) 1
p

(∫ +∞

0

yb(q−1)|g(y)|qω2(y, a)dy

) 1
q

≤

W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)
(∫ +∞

0

xa(p−1)+σ1+τ1(b−1)|f(x)|pdx

) 1
p

×
(∫ +∞

0

yb(q−1)+σ2+τ2(a−1)|g(y)|qdy

) 1
q

=

W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)‖f‖p,α‖g‖q,β .

故式(3)成立.

若τ1τ2 = 1, σ1 +τ1σ2 = 0, τ1b−a = τ1−σ1−1,根据引理2,也有τ2a− b = τ2−σ2−1,再根
据引理3, W

1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a) = ( 1
|τ1| )

1
q W1(−b) = ( 1

|τ2| )
1
p W2(−a),同时经简单计算可知α = ap−1,

β = bq − 1, 于是式(3)化为式(4).

(ii) 充分性 设τ1b− a = τ1 − σ1 − 1, 根据(i)可知式(3)已化为式(4), 若式(4)的常数因子不是
最佳的, 则存在常数M0 > 0使

M0 <

(
1
|τ1|

) 1
q

W1(−b), A(K, f, g) ≤ M0‖f‖p,ap−1‖g‖q,bq−1.
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若τ1 < 0, 取ε > 0及δ > 0充分小, 令

f(x) =





x−(ap−τ1ε)/p, x ≥ 1,

0, 0 < x < 1,

g(y) =





y−(bq+ε)/q, x ≥ δ,

0, 0 < x < δ,

则有

M0‖f‖p,ap−1‖g‖q,bq−1 =

M0

(∫ +∞

1

x−1+τ1εdx

) 1
p

(∫ +∞

δ

y−1−εdy

) 1
q

=
M0

ε

(
1
|τ1|

) 1
p

δ−
ε
q ,

A(K, f, g) =
∫ +∞

1

x−a+
τ1ε

p

(∫ +∞

δ

K(x, y)y−b− ε
q dy

)
dx =

∫ +∞

1

xσ1−a+
τ1ε

p

(∫ +∞

δ

K(1, xτ1y)y−b− ε
q dy

)
dx =

∫ +∞

1

xσ1−a+
τ1ε

p +τ1(b−1)+
τ1ε

q

(∫ +∞

δxτ1

K(1, t)t−b− ε
q dt

)
dx ≥

∫ +∞

1

x−1+τ1ε

(∫ +∞

δ

K(1, t)t−b− ε
q dt

)
dx =

1
|τ1|ε

∫ +∞

δ

K(1, t)t−b− ε
q dt,

于是得到

1
|τ1|

∫ +∞

δ

K(1, t)t−b− ε
q dt ≤ M0

(
1
|τ1|

) 1
p

δ−
ε
q , (5)

令

F1(t) =





K(1, t)t−b−δ0 , 0 < t ≤ 1,

K(1, t)t−b, t > 1,

则K(1, t)t−b− ε
q ≤ F1(t), 且∫ +∞

δ

F1(t)dt =
∫ 1

δ

K(1, t)t−b−δ0dt +
∫ +∞

1

K(1, t)t−bdt ≤

W1(−b− δ0) + W1(−b) < +∞,

于是根据Lebesgue控制收敛定理, 有

lim
ε→0+

∫ +∞

δ

K(1, t)t−b− ε
q dt =

∫ +∞

δ

K(1, t)t−bdt,

在式(5)中令ε → 0+, 得
1
|τ1|

∫ +∞

δ

K(1, t)t−bdt ≤ M0

(
1
|τ1|

) 1
p

,

再令δ → 0+, 得 (
1
|τ1|

) 1
q

W1(−b) =
(

1
|τ1|

) 1
q

∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt ≤ M0,
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这与M0 < ( 1
|τ1| )

1
q W1(−b)矛盾, 故此时式(4)中的常数因子是最佳的.

若τ1 > 0, 取ε > 0充分小, n足够大, 令

f(x) =





x−(ap+τ1ε)/p, x ≥ 1,

0, 0 < x < 1,

g(y) =





y−(bq−ε)/q, 0 < y ≤ n,

0, y > n,

则有

M0‖f‖p,ap−1‖g‖q,bq−1 =

M0

(∫ +∞

1

x−1−τ1εdx

) 1
p

(∫ n

0

y−1+εdy

) 1
q

=
M0

ε

(
1
τ1

) 1
p

n
ε
q ,

A(K, f, g) =
∫ +∞

1

x−a− τ1ε
p

(∫ n

0

K(x, y)y−b+ ε
q dy

)
dx =

∫ +∞

1

xσ1−a− τ1ε
p

(∫ n

0

K(1, xτ1y)y−b+ ε
q dy

)
dx =

∫ +∞

1

x−1−τ1ε

(∫ nxτ1

0

K(1, t)t−b+ ε
q dt

)
dx ≥

∫ +∞

1

x−1−τ1ε

(∫ n

0

K(1, t)t−b+ ε
q dt

)
dx =

1
τ1ε

∫ n

0

K(1, t)t−b+ ε
q dt,

于是

1
τ1

∫ n

0

K(1, t)t−b+ ε
q dt ≤ M0

(
1
τ1

) 1
p

n
ε
q , (6)

令

F2(t) =





K(1, t)t−b, 0 < t ≤ 1,

K(1, t)t−b+δ0 , t > 1.

则K(1, t)t−b+ ε
q ≤ F2(t), 且∫ n

0

F1(t)dt =
∫ 1

0

K(1, t)t−bdt +
∫ n

1

K(1, t)t−b+δ0dt ≤

W1(−b) + W1(−b + δ0) < +∞,

根据Lebesgue控制收敛定理, 在式(6)中令ε → 0+, 有

1
τ1

∫ n

0

K(1, t)t−bdt ≤ M0

(
1
τ1

) 1
p

,

再令n → +∞, 得
(

1
|τ1|

) 1
q

W1(−b) =
(

1
τ1

) 1
q

∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt ≤ M0,

这与M0 < ( 1
|τ1| )

1
q W1(−b)矛盾, 故此时式(4)中的常数因子也是最佳的.
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必要性 设式(3)中的常数因子W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)是最佳常值. 因为τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0,
可知σ1σ2 6= 0或σ1 = σ2 = 0.

对于σ1σ2 6= 0的情形, 有τ1 = −σ1
σ2

, τ2 = −σ2
σ1

, 于是τ1b − a = τ1 − σ1 − 1化为σ1b + σ2a =
σ1 + σ2 + σ1σ2. 记

σ1b + σ2a− (σ1 + σ2 + σ1σ2) = c1, a1 = a− c1

σ2p
, b1 = b− c1

σ1q
,

则经简单的计算可知σ1b1 + σ2a1 = σ1 + σ2 + σ1σ2, α = a1p− 1, β = b1q − 1, 且

W2(−a) =
∫ +∞

0

K(t, 1)t−adt =
∫ +∞

0

K(1, t−
σ1
σ2 )tσ1−adt =

∣∣∣∣
σ2

σ1

∣∣∣∣
∫ +∞

0

K(1, u)u−b+
c1
σ1 du =

∣∣∣∣
σ2

σ1

∣∣∣∣W1(−b +
c1

σ1
),

于是式(3)化为等价式

A(K, f, g) ≤
∣∣∣∣
σ2

σ1

∣∣∣∣
1
q

W
1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c1

σ1
)‖f‖p,a1p−1‖g‖q,b1q−1, (7)

由于式(3)的常数因子最佳, 故式(7)的最佳常数因子是
∣∣∣∣
σ2

σ1

∣∣∣∣
1
q

W
1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c1

σ1
).

又因为σ1b1 + σ2a1 = σ1 + σ2 + σ1σ2, 即τ1b1 − a1 = τ1 − σ1 − 1, 根据前面充分性的证明, 可知
式(7)的最佳常数因子应为

(
1
|τ1|

) 1
q

W1(−b1) =
∣∣∣∣
σ2

σ1

∣∣∣∣
1
q

W1(−b +
c1

σ1q
),

从而可得

W1(−b +
c1

σ1q
) = W

1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c1

σ1
). (8)

根据Hölder积分不等式, 有

W1(−b +
c1

σ1q
) =

∫ +∞

0

t
c1

σ1q K(1, t)t−bdt ≤
( ∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt

) 1
p
( ∫ +∞

0

t
c1
σ1 K(1, t)t−bdt

) 1
q

=

W
1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c1

σ1
), (9)

由式(8)知式(9)取等号, 根据Hölder积分不等式取等号的条件, 有t
c1
σ1 =常数, 故c1 = 0, 即σ1b +

σ2a = σ1 + σ2 + σ1σ2, 即τ1b− a = τ1 − σ1 − 1.
对于σ1 = σ2 = 0的情形, τ1b − a = τ1 − σ1 − 1化为τ1b − a = τ1 − 1. 因为τ1τ2 = 1, 可

令τ1 = λ1
λ2

, τ2 = λ2
λ1

, 于是τ1b− a = τ1 − 1又化为了λ1(b− 1) = λ2(a− 1). 记

λ1(b− 1)− λ2(a− 1) = c2, a2 = a +
c2

λ2p
, b2 = b− c2

λ1q
,



116 高 校 应 用 数 学 学 报 第40卷第1期

则经简单计算, 可得λ1(b2 − 1) = λ2(a2 − 1), α = a2p− 1, β = b2q − 1, 且

W2(−a) =
∫ +∞

0

K(t, 1)t−adt =
∫ +∞

0

K(1, t
λ1
λ2 )t−adt =

∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
∫ +∞

0

K(1, u)u−b+
c2
λ1 du =

∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣W1(−b +
c2

λ1
),

于是式(3)等价地化为

A(K, f, g) =
∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
1
q

W
1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c2

λ1
)‖f‖p,a2p−1‖g‖q,b2q−1, (10)

由于式(3)的常数因子最佳, 故式(10)的最佳常数因子是
∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
1
q

W
1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c2

λ1
).

又因为λ1(b2 − 1) = λ2(a2 − 1), 即τ1b2 − a2 = τ1 − 1, 根据上面充分性的证明, 可知式(10)的最
佳常数因子应为 (

1
|τ1|

) 1
q

W1(−b2) =
∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
1
q

W1(−b +
c2

λ1q
),

从而可得

W1(−b +
c2

λ1q
) = W

1
p

1 (−b)W
1
q

1 (−b +
c2

λ1
).

与前面证明相似, 利用Hölder积分不等式取等号的条件,也可得到t
c2
λ1 =常数, 故c2 = 0, 即λ1(b−

1) = λ2(a− 1), 所以τ1b− a = τ1 − 1.

§4 加权lebesgue空间中积分算子的最佳搭配参数

设K(x, y) ≥ 0, 在加权Lebesgue空间中定义积分算子

T (f)(y) =
∫ +∞

0

K(x, y)f(x)dx, f ∈ Lα
p (0,+∞). (11)

讨论算子T的有界性及算子范数是算子理论的一个重要问题.

若K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}超齐次函数, 1
p + 1

q = 1 (p > 1), 根据Hilbert不等式的
基本理论, Hilbert型不等式(3)等价于算子不等式

‖T (f)‖p,β(1−p) ≤ W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a)‖f‖p,α. (12)

若T的算子范数‖T‖ = W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a), 则称搭配参数a, b为最佳搭配参数, a, b与式(12)中涉及
的参数p, q, σ1, σ2, τ1及τ2应满足什么条件才能成为最佳搭配参数, 这是本文要解决的问题.

由于式(3)与式(12)等价, 于是根据定理1, 可得下面的定理2.

定定定理理理2 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), a, b ∈ R, τ1τ2 6= 0, K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}的超
齐次非负可测函数, 0 < W1(−b) < +∞, 0 < W2(−a) < +∞, 存在δ0 > 0使W1(−b ± δ0) <

+∞或W2(−a± δ0) < +∞, 积分算子T由式(11)定义.

(i) 记
α = a(p− 1) + σ1 + τ1(b− 1), β = b(q − 1) + σ2 + τ2(a− 1),

则T是Lα
p (0,+∞)到L

β(1−p)
p (0,+∞)的有界算子, 且T的算子范数

‖T‖ ≤ W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a).
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(ii) 若τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 则当且仅当τ1b − a = τ1 − σ1 − 1时, a, b是最佳搭配

参数, 即‖T‖ = W
1
p

1 (−b)W
1
q

2 (−a), 且当τ1b − a = τ1 − σ1 − 1时, 算子T : Lap−1
p (0,+∞) →

L
(bq−1)(1−p)
p (0,+∞)的算子范数为

‖T‖ =
(

1
|τ1|

) 1
q

W1(−b) =
(

1
|τ2|

) 1
p

W2(−a).

在定理2中取a = 1
p , b = 1

q , 则α = 1
q − τ1

p + σ1, β = 1
p − τ2

q + σ2, 且τ1b− a = τ1 − σ1 − 1化
为了 τ1

p − 1
q = σ1, 于是根据定理2, 可得下面推论1.

推推推论论论1 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), τ1τ2 6= 0, K(x, y)是具有参数{σ1, σ2, τ1, τ2}的超齐次非负函
数, 0 < W1(− 1

q ) < +∞, 0 < W2(− 1
p ) < +∞,存在δ0 > 0使W1(− 1

q±δ0) < +∞或W2(− 1
p±δ0) <

+∞, 积分算子T由式(11)定义.

(i) 记α = 1
q − τ1

p + σ1, β = 1
p − τ2

q + σ2, 则T是Lα
p (0,+∞)到L

β(1−p)
p (0,+∞)的有界算子,

且T的算子范数

‖T‖ ≤ W
1
p

1 (−1
q
)W

1
q

2 (−1
p
).

(ii) 若τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 则当且仅当 τ1
p − 1

q = σ1时, ‖T‖ = W
1
p

1 (− 1
q )W

1
q

2 (− 1
p ), 且

当 τ1
p − 1

q = σ1时, 有

‖T‖ =
(

1
|τ1|

) 1
q

W1(−1
q
) =

(
1
|τ2|

) 1
p

W2(−1
p
).

推推推论论论2 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), 0 < 1−a
λ1

< 1, 0 < 1−b
λ2

< 1, 1−a
λ1

+ 1−b
λ2

= 1, 则积分算子

T (f)(y) =
∫ +∞

0

ln(xλ1

yλ2
)

xλ1 − yλ2
f(x)dx, f ∈ Lap−1

p (0,+∞)

是Lap−1
p (0,+∞)到L

(bq−1)(1−p)
p (0,+∞)的有界算子, 且T的算子范数为

‖T‖ =
1

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

(
π

sin π
λ1

(1− a)

)2

.

证 令

K(x, y) =
ln(xλ1

yλ2
)

xλ1 − yλ2
, (x > 0, y > 0)

则K(x, y)是具有参数{−λ1,−λ2,−λ1
λ2

,−λ2
λ1
}的超齐次非负函数. 因为σ1 = −λ1, σ2 = −λ2,

τ1 = −λ1
λ2

, τ2 = −λ2
λ1

,故有τ1τ2 = 1, σ1+τ1σ2 = 0. 又因为 1−a
λ1

+ 1−b
λ2

= 1,从而τ1b−a = τ1−σ1−1.

由于0 < 1−a
λ1

< 1, 0 < 1−b
λ2

< 1, 1−a
λ1

+ 1−b
λ2

= 1, 根据Beta函数性质, 有

W1(−b) =
∫ +∞

0

K(1, t)t−bdt =
∫ +∞

0

ln(t−λ2)
1− tλ2

t−bdt =

1
|λ2|

∫ +∞

0

lnu

u− 1
u

1−b
λ2
−1du =

1
|λ2|B

2

(
1− b

λ2
, 1− 1− b

λ2

)
=

1
|λ2|B

2

(
1− a

λ2
,
1− b

λ2

)
=

1
|λ2|

(
π

sin π
λ1

(1− a)

)2

< +∞,

同理也可得

W2(−a) =
1
|λ1|

(
π

sin π
λ2

(1− b)

)2

=
1
|λ1|

(
π

sin π
λ1

(1− a)

)2

< +∞.
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因为0 < 1−a
λ1

< 1, 0 < 1−b
λ2

< 1, 由实数的稠密性, 存在δ0 > 0使0 < 1−a
λ1

∓ δ0
λ2

< 1, 0 <
1−b
λ2

± δ0
λ2

< 1, 于是类似于前面的计算可得

W1(−b± δ0) =
1
|λ2|B

2

(
1
λ2

[1− (b∓ δ0)], 1− 1
λ2

[1− (b∓ δ0)]
)

=

1
|λ2|B

2

(
1− b

λ2
± δ0

λ2
, 1− 1− b

λ2
∓ δ0

λ2

)
=

1
|λ2|B

2

(
1− b

λ2
± δ0

λ2
,
1− a

λ1
∓ δ0

λ2

)
< +∞.

综上所述, 根据定理2, 知本推论的结论成立.
在推论2中, 取a = 1

p , b = 1
q , 则可得下面推论3.

推推推论论论3 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), λ1 > 1
q , λ2 > 1

p , 1
λ1q + 1

λ2p = 1, 则积分算子

T (f)(y) =
∫ +∞

0

ln(xλ1

yλ2
)

xλ1 − yλ2
f(x)dx, f ∈ Lp(0,+∞)

是Lp(0,+∞)中的有界算子, 且T的算子范数为

‖T‖ =
1

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

(
π

sin π
λ1q

)2

.

设 1
r + 1

s = 1 (r > 1), 在推论2中取a = 1− λ1
r , b = 1− λ2

s , 则可得推论4.
推推推论论论4 设 1

p + 1
q = 1 (p > 1), 1

r + 1
s = 1 (r > 1), α = p( 1

q − λ1
r ), γ = p(λ2

s − 1
p ), 则积分算子

T (f)(y) =
∫ +∞

0

ln(xλ1

yλ2
)

xλ1 − yλ2
f(x)dx, f ∈ Lα

p (0,+∞)

是Lα
p (0,+∞)到Lγ

p(0,+∞)的有界算子, 且T的算子范数为

‖T‖ =
1

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

(
π

sin π
r

)2

.
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Optimal matching parameters for the super-homogeneous kernel
integral operator in weighted Lebesgue space
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Abstract: The super-homogeneous function is introduced to unify the homogeneous ker-
nel, generalized homogeneous kernel and several non-homogeneous kernels with the super-
homogeneous kernel, and then the boundeness of integral operators with super-homogeneous
kernel in the weighted Lebesgue space and the operator norm problem are discussed by using
the weight function method, and the sufficient necessary conditions for the best matching pa-
rameters of this class of integral operators and the formula for the operator norm are obtained,
which unifies many previous results.
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