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关于树补图的Aα-谱半径的一些极值结论

彭家荣, 朱艳丽, 张 蓝

(华南农业大学 数学与信息学院, 广东广州 510642)

摘 要: 设A(G)和D(G)分别表示图G的邻接矩阵和度对角矩阵,称Aα(G) = αD(G)+
(1− α)A(G)为图G的Aα-矩阵, 并称Aα(G)的最大特征值为图G的Aα-谱半径, 其中α ∈
[0, 1). 图G的Aα-矩阵是图G的邻接矩阵和无符号Laplacian矩阵的共同推广. 该文研
究了树的补图中谱半径的排序问题, 分别确定了最大度为∆的n阶树的补图中Aα-谱半
径的唯一极大和唯一极小图, 还确定了n阶树的补图中唯一的Aα-谱半径极小图. 在此
基础上, 得到了n阶树的补图中邻接谱半径的标尺定理(The Scalar Theorem).
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§1 引 言

本文仅讨论有限简单无向图. 设G = (V (G), E(G))是一个n阶简单的无向连通图, 其
中V (G) = {v1, v2, · · · , vn}和E(G)分别为图G的顶点集和边集. 令NG(vi)和dG(vi)分别表示
图G中的顶点vi(1 ≤ i ≤ n)的邻接点集和度, 称度至少为3的顶点为一个分支点, 并记∆(G) =
max{dG(vi) : 1 ≤ i ≤ n}为图G的最大度. 用G表示图G的补图. A(G)和D(G)分别表示图G的邻

接矩阵和度对角矩阵, 称Q(G) = D(G) + A(G)为图G的无符号Laplacian矩阵. 为了研究图G的

邻接矩阵和无符号Laplacian矩阵的共同性质, Nikiforov构造了图G的Aα-矩阵Aα(G)(参见[1]),
其中

Aα(G) = αD(G) + (1− α)A(G), 0 ≤ α < 1.

由定义可知A0(G) = A(G), 且A 1
2
(G) = 1

2Q(G). 以下称Aα-矩阵的最大特征值为图G的Aα-
谱半径, 并记作ρα(G). 特别地, ρ(G) = ρ0(G)等于A(G)的谱半径(最大特征值), 而2ρ 1

2
(G)等

于Q(G)的谱半径. 若图G是一个连通图, 则根据非负矩阵的Perron-Frobenius定理, 必存在唯
一的正单位特征向量与ρα(G)对应[1-2], 用f = (f(v1), f(v2), · · · , f(vn))T表示该特征向量, 并称
之为图G的Perron向量. 在给定图类G的所有图中, 若图G ∈ G拥有最大(最小)的Aα-谱半径, 则
称G为G中的一个ρα-极大图(ρα-极小图).
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分别记Pn, K1,n−1为n阶路和n阶星图. 记Pxy为从始点x到终点y的一条路(包含x和y).
若n阶连通图G具有n + c − 1条边, 则称G为一个c圈图. 当c = 0, 1, 2, 3时, G分别被称为树,
单圈图, 双圈图和三圈图. 令G(n,∆; c)表示所有最大度为∆的n阶c圈图的补图集合, 即

G(n,∆; c) = {G : G为最大度等于∆的n阶c圈图}.
特别地, 当c = 0时, G(n,∆; 0)表示所有最大度为∆的n阶树的补图集合, 记为T (n,∆), 即

T (n,∆) = G(n,∆; 0) = {T : T为最大度等于∆的n阶树}.
依图谱对图进行排序是图谱理论中一个十分活跃的研究课题, 据不完全统计[3], 有不少

于40篇论文研究了树、单圈图、双圈图和三圈图的谱半径或(无符号)Laplacian谱半径的极值
排序结果. 后来, 张晓东、林文水、袁西英和刘木伙等人发现了图谱的标尺定理(The Scalar
Theorem)和优超理论(Majorization Theory)是解决图谱极值排序问题的理想工具, 利用这些工
具可以得到树、单圈图、双圈图和三圈图中谱半径的任意前k大的排序结果[3]. 受已有研究问题
的启发, 郭曙光等人率先提出了研究双圈图补图的谱半径的排序问题[4], 接着张昭等人[5]研究了

单圈图补图的谱半径的排序问题, 后来郭曙光等人进一步研究了三圈图补图的谱半径的排序问
题[6]. 最近郭曙光等人还进一步研究了单圈图和双圈图的补图中Aα-谱半径的排序结果[7]. 注意
到Aα-矩阵包含了邻接矩阵和无符号Laplacian矩阵两种情况, 由此可见郭曙光等人已经开始了
对已有结果的统一性问题的研究.

最近, 刘木伙等人在已有结果的基础上进一步考虑更一般化的结果[8], 他们证明了c较小时

一般的n阶c圈图的补图中具有最大Aα-谱半径的极图的最大度等于n − 1, 并且得到了树、单圈
图的补图中前两大Aα-谱半径以及三圈图补图的最大Aα-谱半径; 而陈超辉等人在郭曙光等人
的研究基础上进一步确定了双圈图补图的前三大Aα-谱半径和三圈图的补图的前六大Aα-谱半
径[9].

图 1 最大度等于∆的n阶树Tm(n,∆)和TM (n,∆)

图 2 n阶树T1, T2, T3, T4, T5

以下令Tm(n,∆), TM (n,∆)为如图1所示的两棵最大度等于∆的n阶树,并且令T1, T2, T3, T4,
T5为如图2所示的五棵n阶树. 本文分别确定了最大度为∆的n阶树的补图中Aα-谱半径的唯一
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极大图和唯一极小图, 还确定了n阶树的补图中唯一的Aα-谱半径极小图. 在此基础上, 还证明
了n阶树的补图中邻接谱半径的标尺定理. 本文的主要结果如下所示.

定定定理理理1.1 设T是T (n,∆)中的一个图. 若n+1
2 ≤ ∆ ≤ n− 2且0 ≤ α < 1, 则

ρα(Tm(n,∆)) ≤ ρα(T ) ≤ ρα(TM (n,∆)),

其中左边等号成立当且仅当T = Tm(n,∆), 而右边等号成立当且仅当T = TM (n,∆).
文[7]已经确定了K1,n−1是所有n阶树的补图中的唯一具有最大的Aα-谱半径的极图, 下面的

定理1.2说明了Pn是其中唯一的最小极图.
定定定理理理1.2 ∀0 ≤ α < 1, 设T是n ≥ 3阶树, 则n − 3 < ρα(Pn) ≤ ρα(T ) ≤ n − 2, 并

且ρα(T ) = ρα(Pn)当且仅当T = Pn.
如之前所说, 图谱的标尺定理和优超理论是解决图谱极值排序问题的理想工具, 下面的结

论表明了树的补图中邻接谱半径也存在标尺定理.
定定定理理理1.3 设T和T ′为两棵n阶树且∆(T ) > ∆(T ′). 对于任意给定的与n无关的正整数k,

若n ≥ k2

2 + k
2 + 2且∆(T ) ≥ n− k, 则ρ(T ) > ρ(T ′).

当k = 4时, 若n = k2

2 + k
2 + 1 = 11, 则ρ(Tm(11, 7)) < 8.525 < 8.533 < ρ(TM (11, 6)), 因此

定理1.3给出n的下界“k2

2 + k
2 + 2”是最优的.

定理1.3表明了要得到n阶树的补图中邻接谱半径的极大排序, 只需对树中具有较大的最大
度的图类的补图进行排序即可. 根据这个思想, 可以得到以下推论1.1的简单排序结果. 实际上,
由类似的想法, 很容易就可以把推论1.1的排序结果进行扩充.

推推推论论论1.1 设T为一棵n ≥ 9阶树, 若T /∈ {K1,n−1, T1, T2, T3, T4, T5}, 则
ρ(K1,n−1) > ρ(T1) > ρ(T2) > ρ(T3) > ρ(T4) > ρ(T5) > ρ(T ).

§2 定理1.1的证明

根据后文的性质2.1和性质2.2可知, 定理1.1成立.
引引引理理理2.1[7] 设0 ≤ α < 1, G是一个连通图且{u, v} ⊂ V (G). 设vwi /∈ E(G), 且uwi ∈

E(G) (i = 1, 2, · · · , k). 令G′ = G + vw1 + vw2 + · · · + vws − uw1 − uw2 − · · · − uws, 其
中1 ≤ s ≤ k. 若f是图G的Perron向量且f(u) ≥ f(v), 则ρα(G′) > ρα(G).

引引引理理理2.2[8] 设G ∈ G(n,∆; c). 若0 ≤ c ≤ n− 4且∆ ≤ n− 2, 则G是一个连通图.
引引引理理理2.3 设T ∈ T (n,∆), 其中∆ ≥ n+1

2 , 则T具有唯一的最大度点.
证证证 用反证法. 假设T中至少存在两个最大度点u, v. 若uv /∈ E(T ), 因为T为树, 所

以|NT (u) ∩NT (v)| ≤ 1. 由容斥原理可知, n = |V (T )| ≥ |NT (u) ∪NT (v) ∪ {u, v}| = dT (u) +
dT (v)+2−|NT (u)∩NT (v)| ≥ 2∆+1 ≥ n+2, 矛盾. 因此uv ∈ E(T ). 此时NT (u)∩NT (v) = ∅.
再根据容斥原理可得n = |V (T )| ≥ |NT (u) ∪NT (v)| = dT (u) + dT (v) = 2∆ ≥ n + 1, 矛盾.

引引引理理理2.4 设T是T (n,∆)中的一个ρα-极大图, 其中2 ≤ ∆ ≤ n− 2且0 ≤ α < 1. 设u,v为T的

两个点, 且f是T的Perron向量. 若dT (u) > dT (v), 则f(u) < f(v).
证证证 用反证法. 假设dT (u) > dT (v), 但是f(u) ≥ f(v)成立. 设Puv是T中从u到v的一条

路. 因为dT (u) > dT (v), 故存在点集{w1, w2, . . . , ws} ⊆ NT (u) \ NT (v)使得{w1, w2, . . . , ws} ∩
V (Puv) = ∅,其中s = dT (u)−dT (v). 令T ′ = T +vw1+vw2+· · ·+vws−uw1−uw2−· · ·−uws. 由
于T与T ′有相同的度序列, 所以T ′ ∈ T (n,∆). 根据引理2.1, 有ρα(T ′) > ρα(T ), 与T为T (n,∆)中
的ρα-极大图矛盾.
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性性性质质质2.1 设T是T (n,∆)中的一个图. 若n+1
2 ≤ ∆ ≤ n − 2且0 ≤ α < 1, 则ρα(T ) ≤

ρα(TM (n,∆)), 等号成立当且仅当T = TM (n,∆).

证证证 只需证明: 若T是T (n,∆)中的一个ρα-极大图, 则T = TM (n,∆).

根据引理2.3, 不妨设u0为T中唯一的最大度点, 即dT (u0) = ∆. 设dT (v0) = max{dT (v) :
v ∈ V (T ) \ {u0}} = s0, 即v0为T中的次大度点, 且次大度为s0. 又∆ ≤ n − 2, 则s0 ≥ 2. 根
据引理2.2, T是连通图, 因此可以记f是T的Perron向量. 不失一般性, 不妨进一步设f(v0) =
min{f(w) : w ∈ V (T )且dT (w) = s0}, 即v0是次大度点中Perron向量分量最小的点.

要证T = TM (n,∆), 由TM (n,∆)的结构可知只需证: 若w ∈ V (T ) \ {u0, v0}, 则dT (w) = 1.

采用反证法, 假设存在w0使得dT (v0) ≥ dT (w0) ≥ 2. 下证

f(v0) ≤ f(w0). (1)

实际上, 若dT (v0) = dT (w0), 则由v0的取法可知f(v0) ≤ f(w0), 此时(1)成立. 若dT (v0) >

dT (w0), 则根据引理2.4可知f(v0) < f(w0), 此时(1)也成立. 综上所述(1)成立.

由于T是一棵树, 因此可设Pv0w0为T中从v0到w0的一条路. 由于dT (w0) ≥ 2, 因此可设w1 ∈
NT (w0) \ V (Pv0w0). 易知w1 /∈ NT (v0). 令T ′ = T + v0w1 − w0w1. 由于u0是唯一的最大度点

且dT (v0) ≥ dT (w0), 所以dT (v0) < ∆. 因此T ′ ∈ T (n,∆). 再结合引理2.1和(1)可知ρα(T ′) >

ρα(T ), 这与T是T (n,∆)中的ρα-极大图矛盾.

图 3 图Gs,t和图Gs+1,t−1

设v是非平凡连通图G的一个顶点. 如图3所示, 令Gs,t(t ≥ s ≥ 1)表示在点v增加两条

边vw1和vu1连接G外的两条顶点互不相交的路Ps = w1w2 · · ·ws和Pt = u1u2 · · ·ut所得的图, 且
令Gs+1,t−1 = Gs,t − ut−1ut + wsut.

直观而言, 从图Gs,t到图Gs+1,t−1的变换操作就是将Gs,t中的点ut从路Pt转移到路Ps上. 显
然这样的图类变换操作至多只能进行t次, 不妨记经过t次这样的图类变换后得到的图为Gs+t,0,
并定义Gs+t,0 = Gs,t + wsut − vu1.

引引引理理理2.5 设0 ≤ α < 1, 当t ≥ s ≥ 1时, 若Gs+t,0连通, 则ρα(Gs,t) > ρα(Gs+t,0).

证证证 因为Gs+t,0连通, 可设f为Gs+t,0的Perron向量. 由于G为连通图, 则记NGs+t,0(v) \
{w1} = {x1, x2, . . . , xdG(v)} 6= ∅. 若f(v) ≥ f(ws), 则Gs,t = Gs+t,0 − vx1 − vx2 − · · · −
vxdG(v) + wsx1 + wsx2 + · · · + wsxdG(v), 由引理2.1得ρα(Gs,t) > ρα(Gs+t,0). 若f(v) < f(ws),
则Gs,t = Gs+t,0 − wsut + vut, 再由引理2.1得ρα(Gs,t) > ρα(Gs+t,0).

引引引理理理2.6[2] 设M是一个n阶非负方阵, 其最大特征值为θ(M), y > 0是一个n维列向量,
α和β是两个非负实数. 若αy ≤ My ≤ βy, 则α ≤ θ(M) ≤ β. 进一步, 若αy < My, 则α <
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θ(M); 若My < βy, 则θ(M) < β.
由Rayleigh-Ritz定理(参见[2]中的定理4.2.2)可直接得出以下的引理2.7.
引引引理理理2.7 ∀0 ≤ α < 1, 设G是n阶图而ϕ是定义在V (G)上的单位列向量. 记λ1(G) ≥

λ2(G) ≥ · · · ≥ λn(G)为Aα(G)的特征值, 则有λ1(G) ≥ ϕTAα(G)ϕ ≥ λn(G), 其中左边的等号成
立当且仅当ϕ是λ1(G)的一个特征向量, 而右边的等号成立当且仅当ϕ是λn(G)的一个特征向量.

引引引理理理2.8 设0 ≤ α < 1且图G的补图G是一个连通图. 设f是G的Perron向量, uv ∈ E(G),
xy ∈ E(G), ux /∈ E(G)且vy /∈ E(G). 令G′ = G+ux+vy−uv−xy. 若f(u) ≥ f(y)且f(v) ≥ f(x),
则ρα(G′) ≥ ρα(G), 其中等号成立当且仅当f(u) = f(y)且f(v) = f(x).

证证证 由引理2.7可得
ρα(G′)− ρα(G) ≥ fTAα(G′)f − fTAα(G)f =

fT
[
Aα(G′)−Aα(G)

]
f =

fT
[
α(D(G′)−D(G)) + (1− α)(A(G′)−A(G))

]
f =

fT
[
(1− α)(A(G′)−A(G))

]
f =

(1− α)
[
fTA(G′)f − fTA(G)f

]
=

(1− α)
[
2 (f(u)f(v) + f(x)f(y))− 2 (f(u)f(x) + f(v)f(y))

]
=

2(1− α)(f(u)− f(y))(f(v)− f(x)) ≥ 0.

因此ρα(G′) ≥ ρα(G).
若f(u) = f(y)且f(v) = f(x), 则ρα(G)f = Aα(G)f = Aα(G′)f , 即ρα(G)f = Aα(G′)f . 根

据引理2.6有ρα(G′) = ρα(G).
反之, 若ρα(G′) = ρα(G), 则根据引理2.7可知f也是G′的Perron向量. 进而有

0 = ρα(G′)f(u)− ρα(G)f(u) = (ρα(G′)f)(u)− (ρα(G)f)(u) =

(Aα(G′)f)(u)− (Aα(G)f)(u) = f(v)− f(x),

因此f(v) = f(x). 同理可得f(u) = f(y).
引引引理理理2.9 设0 ≤ α < 1, 当s = 1, t ≥ 3时, 若Gs+1,t−1连通, 则ρα(Gs,t) > ρα(Gs+1,t−1).
证证证 用反证法, 假设ρα(Gs,t) ≤ ρα(Gs+1,t−1). 设f为Gs+1,t−1的Perron向量.
若f(w1) ≥ f(ut−1), 则

Gs,t = Gs+1,t−1 − w1ut + ut−1ut,
根据引理2.1可得ρα(Gs,t) > ρα(Gs+1,t−1), 矛盾. 因此f(w1) < f(ut−1).

若f(v) ≤ f(ut−2), 则
Gs,t = Gs+1,t−1 − ut−1ut−2 − w1v + ut−1v + w1ut−2,

于是由引理2.8可得ρα(Gs,t) > ρα(Gs+1,t−1), 矛盾. 因此f(v) > f(ut−2).
记NGs+1,t−1(v) \ {w1, u1} = {x1, x2, · · · , xdG(v)}. 注意到
Gs,t = Gs+1,t−1 − vx1 − vx2 − · · · − vxdG(v) + ut−2x1 + ut−2x2 + · · ·+ ut−2xdG(v),

故由引理2.1可知ρα(Gs,t) > ρα(Gs+1,t−1), 矛盾.
引引引理理理2.10 设G ∈ G(n,∆; c). 若0 ≤ c ≤ n− 2且∆ ≤ n− 2, 则当s ≥ 2且t ≥ 0时, Gs,t是连

通图.
证证证 当s ≥ 2且t ≥ 0时, 易知Gs,t ∈ G(n + s + t,∆(Gs,t); c), 其中0 ≤ c ≤ n − 2 ≤
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(n + s + t)− 4且∆(Gs,t) ≤ ∆ + 2 ≤ (n− 2) + 2 ≤ (n + s + t)− 2. 根据引理2.2可知, Gs,t也是一

个连通图.
性性性质质质2.2 设T是T (n,∆)中的一个图. 若n+1

2 ≤ ∆ ≤ n − 2且0 ≤ α < 1, 则ρα(T ) ≥
ρα(Tm(n,∆)), 等号成立当且仅当T = Tm(n,∆).

证证证 只需证明: 若T是T (n,∆)中的一个ρα-极小图, 则T = Tm(n,∆).
设dT (u0) = ∆ ≥ n+1

2 . 首先给出如下断言2.1.
断断断言言言2.1 若v ∈ V (T ) \ {u0}, 则dT (v) ≤ 2.
用反证法证明断言2.1. 假设存在点v0 ∈ V (T ) \ {u0}使得dT (v0) ≥ 3, 即v0是一个分支点.

令x0和y0为图T中距离最远的两个分支点且设Px0y0表示图T中连接x0和y0的唯一的路. 不妨
设dT (x0) ≥ dT (y0) ≥ 3, 则至少存在两条与y0相连而不包含x0, y0且顶点互不相交的路Ps和Pt,
即V (Ps ∪ Pt) ∩ V (Px0y0) = ∅. 不妨设t ≥ s ≥ 1, 易知存在G使得T = Gs,t. 令T ′ = Gs+t,0, 由引
理2.10可知T ′连通, 再由引理2.5可知ρα(Gs,t) > ρα(Gs+t,0), 即ρα(T ) > ρα(T ′).

如果dT (y0) = ∆ ≥ n+1
2 , 则|V (T )| = n ≥ 2∆ ≥ n + 1, 矛盾. 因此dT (y0) < ∆. 于

是T ′ ∈ T (n,∆), 这和T是T (n,∆)的一个ρα-极小图矛盾. 于是断言2.1成立.
根据断言2.1, T是把∆条路粘贴到一个公共点u0得到的似星图. 不妨设这∆条路分别

为Ps1 , Ps2 , . . . , Ps∆且s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ s∆ ≥ 1. 要证T = Tm(n,∆), 由Tm(n,∆)的结构可知只需
证: s1 ≤ 2.

用反证法,假设s1 ≥ 3. 如果s∆ ≥ 2,则|V (T )| = n = 1+
∑∆

i=1 si ≥ 1+3+2(∆−1) ≥ n+3,
矛盾. 因此, s∆ = 1. 由此可见存在G′使得T = G′s∆,s1

. 令T ′′ = G′s∆+1,s1−1, 则T ′′ ∈ T (n,∆).
由引理2.10可知T ′′连通, 再根据引理2.9得ρα(G′s∆,s1

) > ρα(G′s∆+1,s1−1), 即ρα(T ) > ρα(T ′′), 这
与T的定义矛盾.

§3 定理1.2的证明

引引引理理理3.1[2] 设M是一个n阶非负不可约方阵, 其最大特征值为θ(M). 记M的第i行的行和

为Ri(M), 则有

min
{
Ri(M) : 1 ≤ i ≤ n

} ≤ θ(M) ≤ max
{
Ri(M) : 1 ≤ i ≤ n

}
,

左边或者右边的等号成立当且仅当M的所有行的行和都相等.
引引引理理理3.2 若0 ≤ α < 1且T是n阶树的补图中的一个ρα-极小图, 则T = Pn.
证证证 只需要证明: ∆(T ) ≤ 2. 用反证法, 假设∆(T ) ≥ 3.

若存在唯一的分支点v0 ∈ V (T ), 则至少存在两条与v0相连且顶点互不相交的路Ps和Pt(不
妨设t ≥ s ≥ 1), 即存在G使得T = Gs,t. 由引理2.5可知必存在T ′ = Gs+t,0使得ρα(T ) > ρα(T ′).
注意到T ′也是n阶树, 因此与T的定义矛盾.

若至少存在两个分支点, 则令x0和y0为T中距离最远的两个分支点. 于是, 至少存在两条
仅与x0相连(或仅与y0相连)而不包含x0, y0且顶点互不相交的路Pr和Pq(不妨设q ≥ r ≥ 1), 故存
在G′使得T = G′r,q. 由引理2.5可知, 存在T ′′ = G′q+r,0使得ρα(T ) > ρα(T ′′). 由于T ′′也是n阶树,
与T的定义矛盾.

引引引理理理3.3[7] 对任意0 ≤ α < 1, 设T为一棵n ≥ 2阶树, 则ρα(T ) ≤ n− 2, 其中等号成立当且
仅当T = K1,n−1.

定定定理理理1.2的的的证证证明明明 由引理3.1可得ρα(Pn) > n− 3. 再结合引理3.2和引理3.3, 定理1.2得证.
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§4 定理1.3和推论1.1的证明

引引引理理理4.1[8] 设0 ≤ α < 1, 且设G1和G2分别是G(n, s; c)和G(n, t; c)中的ρα-极大图. 若0 ≤
c ≤ n− 4且2 ≤ s < t ≤ n− 1, 则ρα(G2) > ρα(G1).

定定定理理理1.3的的的证证证明明明 若k = 1, 则n ≥ k2

2 + k
2 + 2 = 3且∆(T ) = n − 1. 若n = 3, 则∆(T ′) <

∆(T ) = 2, 于是∆(T ′) = 1. 这说明3阶图T ′中存在一个孤立点, 与T ′为树矛盾. 因此n ≥ 4, 于
是T = K1,n−1且T ′ 6= T , 由定理1.2可知结论成立.

若k ≥ 2, 先证明如下断言4.1.

断断断言言言4.1 若n ≥ k2

2 + k
2 + 2且n− k ≤ ∆ ≤ n− 2, 则ρ(TM (n,∆− 1)) < ρ(Tm(n,∆)).

如果k = 2, 则∆ = n − 2, 此时TM (n,∆) = Tm(n,∆), 再结合引理4.1得ρ(TM (n,∆− 1)) <

ρ(TM (n,∆)) = ρ(Tm(n,∆)), 即断言4.1成立.

下来讨论k ≥ 3的情形, 则n ≥ k2

2 + k
2 + 2 ≥ 8.

由定理1.2知
{ρ(TM (n,∆− 1)), ρ(Tm(n,∆))} ⊂ (n− 3, n− 2).

通过计算发现, ρ(TM (n,∆− 1)), ρ(Tm(n,∆))分别与Φ1(x), Φ2(x)的最大零点相同, 并且有

Φ1(x) = Φ2(x) + ϕ(x), x ∈ (n− 3, n− 2),

其中Φ1(x) = x4 + (4−n)x3 + (5− 2n)x2 + (4∆− 5n + 2n∆− 2∆2 + 2)x + 2∆− 2n + n∆−∆2,
Φ2(x) = x4 + (4 − n)x3 + (3 − n − ∆)x2 + (∆ − 2n + n∆ − ∆2 + 2)x − n + n∆ − ∆2 + 1,
ϕ(x) = (∆− n + 2)x2 + (3∆− 3n + n∆−∆2)x + 2∆− n− 1.

记θ1(∆) = ϕ(n−3) = (3−n)∆2+(2n2−6n+2)∆−n3+5n2−13n+17, θ2(∆) = ϕ(n−2) =
(2− n)∆2 + (2n2 − 3n)∆− n3 + 3n2 − 7n + 7, 其中∆ ∈ [n− k, n− 2].

注意到θ1(∆)是关于∆的开口向下的二次函数. 因为θ1(n− k) = 2n2 + (−k2 − 11)n + 3k2 −
2k +17 ≥ 2(k2

2 + k
2 +2)2 +(−k2− 11)(k2

2 + k
2 +2)+3k2− 2k +17 = 1

2 (k +3)(k− 1)(k− 2) > 0,
且θ1(n− 2) = 2n2− 15n + 25 = (2n− 5)(n− 5) > 0, 所以θ1(∆)在∆ ∈ [n− k, n− 2]上恒大于零.

易知θ2(∆)也是关于∆的开口向下的二次函数. 因为θ2(n − k) = 2n2 + (−k2 − k − 7)n +
2k2 + 7 ≥ 2(k2

2 + k
2 + 2)2 + (−k2 − k − 7)(k2

2 + k
2 + 2) + 2k2 + 7 = 1

2 (k − 1)(k − 2) > 0,
且θ2(n− 2) = 2n2− 13n + 15 = (2n− 3)(n− 5) > 0, 所以θ2(∆)在∆ ∈ [n− k, n− 2]上恒大于零.

ϕ(x)是关于x的一次函数(若∆ = n − 2), 或开口向下的二次函数(若∆ < n − 2). 结
合ϕ(n− 3) > 0, ϕ(n− 2) > 0可知, 无论如何ϕ(x) > 0在x ∈ [n− 3, n− 2]上恒成立.

当ρ(Tm(n,∆)) ≤ x ≤ n − 2时, 因为Φ1(x) = Φ2(x) + ϕ(x) > 0, 所以ρ(TM (n,∆− 1)) <

ρ(Tm(n,∆)), 即断言4.1成立.

为了简洁, 下面分别用∆和∆′来代替∆(T )和∆(T ′).

若∆ = n− 1, 则T = K1,n−1且T ′ 6= T , 由定理1.2可知结论成立.

若∆ ≤ n − 2, 则∆′ ≤ ∆ − 1. 若∆′ = ∆ − 1, 则ρ(TM (n,∆′)) = ρ(TM (n,∆− 1)). 若∆′ <

∆− 1, 根据引理4.1得ρ(TM (n,∆′)) < ρ(TM (n,∆− 1)). 因此

ρ(TM (n,∆′)) ≤ ρ(TM (n,∆− 1)). (2)

结合定理1.1, 断言4.1和(2)可得ρ(T ) ≥ ρ(Tm(n,∆)) > ρ(TM (n,∆− 1)) ≥ ρ(TM (n,∆′)) ≥
ρ(T ′), 于是ρ(T ) > ρ(T ′).
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推论1.1的证明 在定理1.3中,取k = 3,则n ≥ 9 > 8 = k2

2 + k
2 +2,且∆(K1,n−1) > ∆(T1) >

∆(T2) = ∆(T3) = ∆(T4) = n− k = n− 3 > ∆(T5).
因为∆(K1,n−1) > ∆(T1), 由定理1.3可得ρ(K1,n−1) > ρ(T1). 同理可得ρ(T1) > ρ(T2)以

及ρ(T4) > ρ(T5). 再根据∆(T2) = ∆(T3) = ∆(T4) = n− 3和定理1.1可得ρ(T2) > ρ(T3) > ρ(T4).
因此ρ(K1,n−1) > ρ(T1) > ρ(T2) > ρ(T3) > ρ(T4) > ρ(T5).

因为T /∈ {K1,n−1, T1, T2, T3, T4, T5}, 所以∆(T ) ≤ n− 4 = ∆(T5). 若∆(T ) = ∆(T5), 又T 6=
T5, 由定理1.1可得ρ(T5) > ρ(T ). 若∆(T ) < ∆(T5), 由引理4.1可得ρ(T5) > ρ(TM (n,∆(T ))), 再
由定理1.1可得ρ(TM (n,∆(T ))) ≥ ρ(T ), 故ρ(T5) > ρ(T ). 从而恒有ρ(T5) > ρ(T ).
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Some extremal results on the Aα-spectral radius of
the complement graphs of trees
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Abstract: Let A(G) and D(G) denote the adjacency matrix and the diagonal matrix of the

degrees of a simple graph G, respectively. For α ∈ [0, 1), let Aα(G) = αD(G) + (1 − α)A(G) be the

Aα-matrix of the graph G, and the largest eigenvalue of Aα-matrix is called the Aα-spectral radius of G.

The Aα-matrix of a graph G is a unified definition of the adjacency matrix and the signless Laplacian

matrix of G. In this paper, the unique maximal and unique minimal extremal graph in the class of

the complement graphs of trees with n vertices and maximum degree ∆ is determined, respectively.

Consequently, the unique minimal graph in the class of the complement graphs of trees with n vertices

is also determined. The Scalar Theorem of spectral radius in the class of the complement graphs of

trees with n vertices is proved.
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