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区间线性不等式组的AE区间解
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摘 要: 区间线性系统中描述问题的参数带有不确定性, 因而在工程及科技实践中更
具有实际应用价值和理论研究意义. 文中主要探讨区间不等式系统的区间解问题, 首
次基于逻辑量词提出AE区间解的概念, 并刻画了区间线性不等式系统AE区间解的解
集特征. 主要结果涵盖了区间线性不等式系统中若干类型区间解的既有判别条件为其
特例, 为统一研究约束域为区间线性不等式组的区间优化问题提供了重要的理论基础.
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§1 引 言

传统的数学规划模型中的参数一般是确定的. 而在实际决策问题中, 常常会得到一些不确
定的信息, 因此模型中相应的参数是模糊的, 随机的或有变动范围的. 称之为不确定性参数. 含
有不确定性参数的优化问题为不确定优化问题. 对于不确定性规划模型, 很多学者采用随机或模
糊技术加以研究. 但是此类技术中需要的概率分布和隶属函数往往不容易得知. 通常情况下, 只
知道模型参数在某个区间内变化, 于是形成了区间优化模型. 近年来, 鉴于其实用性和易操作性,
区间线性规划模型和区间二次规划模型已经取得了长足的发展[1-5].

无论是区间线性规划模型还是区间二次规划模型, 它们的约束域都是区间线性系统. 因此,
要想充分研究区间线性规划问题和区间二次规划问题, 首先要对区间线性系统做深入探讨. 关
于区间线性系统的研究, 目前基本上都是围绕各种解的定义和可解性展开的. 基于不同的研究
背景, 学者们研究了区间线性系统的各种不同解, 其中研究较早的有弱解和强解. 在此基础上,
俄罗斯数学家Shary进一步提出了容许解、控制解、AE解的概念. 值得注意的是, 上述讨论的
都是实向量形式的解. 近二十年, 区间线性系统实数解的研究已经发展得比较成熟[6-12].

然而在现实中, 特别是工程系统中, 设计者需要对区间系统的解进行内部估计. 所以在区间
系统中, 还有另外一种解的类型: 区间解. 区间解不是实向量, 而是区间向量. 迄今为止, 关于区

收稿日期: 2023-11-14 修回日期: 2024-07-11
∗通讯作者, Email: hhli@zufe.edu.cn

基金项目: 浙江省自然科学基金(LY21A010021); 校一流学科B类(浙江财经大学数学)资助



486 高 校 应 用 数 学 学 报 第39卷第4期

间解的研究成果相对较少, 主要讨论了区间线性系统的弱区间解、强区间解、容许区间解和控
制区间解[13-19].

在本文中, 首次提出区间线性不等式系统AE区间解的概念, 并刻画了AE区间解的解集特
征. 文献[19]中讨论的关于弱区间解, 强区间解, 容许区间解和控制区间解的相关结论都是本文
主要结果的特例. 本文的结果为统一研究约束域为区间线性不等式组的区间优化问题最优解的
特征提供了重要的理论基础.

§2 预备知识
本节主要介绍一些常用符号并给出若干引理.
矩阵A = (aij)的绝对值定义为|A| = (|aij |). 称a = [a, a] = {a ∈ R|a ≤ a ≤ a}为一个区间

数. 实数a可被视为一个退化的区间数a = [a, a]. 称

A = [A,A] = {A ∈ Rm×n|A ≤ A ≤ A}
为一个区间矩阵, 其中A,A ∈ Rm×n. 矩阵

Ac =
1
2
(A + A), A∆ =

1
2
(A−A)

分别称为区间矩阵A的中点矩阵和半径矩阵. 易知区间矩阵A = [Ac − A∆, Ac + A∆]. 区间向
量b = [b, b] = {b ∈ Rm : b ≤ b ≤ b}可理解为一个单列的区间矩阵, 且b = [bc − b∆, bc + b∆].

所有m× n型区间矩阵的集合记为IRm×n, 所有m维区间向量的集合记为IRm.
区间数的基本算数运算定义如下.

a + b = [a + b, a + b],

a− b = [a− b, a− b],
a · b = [min{ab, ab, ab, ab}, max{ab, ab, ab, ab}],

a/b = a[1/b, 1/b],其中0 /∈ b.

a ⊆ b ⇐⇒ a ≥ b和 a ≤ b.

目前区间数的集合IR上尚没有实用的全序关系, 研究者根据各自研究体系提出了不同的偏
序关系. 本文采用的是文献[7]中定义的一种得到普遍应用的偏序关系.

定定定义义义2.1[7] 设a = [a, a]与b = [b, b]是两个区间数, a ≤ b当且仅当a ≤ b且a ≤ b.
进一步, 对于区间向量x = (x1,x2, · · · ,xn)与y = (y1,y2, · · · ,yn), x ≤ y当且仅当区间

数xi ≤ yi(i = 1, · · · , n). 易知x ≥ 0当且仅当x ≥ 0.
区间线性不等式系统

Ax ≤ b (1)
表示区间线性不等式组的集合

Ax ≤ b1, (2)
其中

A ∈ IRm×n, b ∈ IRm, A ∈ A, b1 ⊆ b. (3)
为了得到本文的结果, 需要下述引理.
引引引理理理2.1[19] 设A ∈ Rm×n,x ∈ IRn, 则Ax = [Axc − |A|x∆, Axc + |A|x∆].
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§3 区间线性不等式系统的AE区间解及其特征

本节首先给出区间线性不等式系统AE区间解的定义. 通过引入逻辑量词“任意”和“存在”,
区间矩阵分解成A = A∀+A∃, 其中A∀是由“任意”量词系数组成的区间矩阵, A∃ 表示“存在”量
词系数部分的区间矩阵. 与之类似, 区间向量可分解成b = b∀ + b∃.

定定定义义义3.1 若对任意的A∀ ∈ A∀, b∀1 ⊆ b∀, 都存在A∃ ∈ A∃, b∃1 ⊆ b∃, 使得x ∈ IRn满足

(A∀ + A∃)x ≤ b∀1 + b∃1 , (4)

则称区间向量x是区间系统Ax ≤ b的AE区间解.
由上述定义易知, 文献[19]中定义的区间不等式系统的弱区间解、强区间解、容许区间解和

控制区间解均为AE区间解的特例.
下面给出AE区间解在不确定型营养配餐问题中的应用.
例例例3.1 “生之道, 莫先于食”. 饮食不仅为日常所需, 更是民众保健强身, 预防疾病的重要

手段之一. 近年来, 大健康养身意识逐渐在人们的生活中占据重要地位, 对于不同食物(例如: 面
包、蛋糕、饼干等), 不仅要考虑其是否能够充分满足自身所需的各种营养元素(例如: 蛋白质、
维生素等), 同时又要提防所摄入的食品添加剂(例如: 山梨酸钾、卵磷脂等)不能过多, 以免损害
自身健康.

设有n种不同的食物, 所含添加剂共有l种, 人体所需m种营养元素. 其中, xi是要消耗的

第i种食物的数量, b∀i是人体所需的第i种营养元素的含量, b∃i是人体所能摄入的第i种添加剂的含

量, a∃ij是第i种食物单位数量内所具有的第j种营养元素的含量, a∀ij是第i种食物单位数量内所具

有的第j种添加剂的含量. 由于制作工艺的不同, 每种食物中所含的营养元素a∃ij和添加剂a∀ij都

不是恒定的, 但根据调查数据二者分别可以确定在[a∃ij , a∃ij ]以及[a∀ij , a∀ij ]内波动. 同时由于人体受
年龄、性别等各方面因素的影响, 其所需要的营养元素含量b∀i , 所能摄入的第i种食物的单位数

量xi和食品添加剂含量b∃i也都是区间量, 分别记为[b∀i , b∀i ], [xi, xi]和[b∃i , b∃i ]. 事实上, 期望不论人
体所需的营养元素位于哪个区间段, 即任意[b∀i1 , b

∀
i1

] ⊆ [b∀i , b∀i ], 都可以在[a∃ij , a∃ij ]的每一种可能

性里找到一个可行的数值, 使得a∃i1[x1, x1] + a∃i2[x2, x2] + · · ·+ a∃in[xn, xn] ≥ [b∀i1 , b
∀
i1

]. 同时为了

健康着想, 在食品添加剂的[a∀ij , a∀ij ]的每一个可能的取值中, 都能找到一个身体所能承受的区间

段[b∃i1 , b
∃
i1

] ⊆ [b∃i , b∃i ]使得a∀i1[x1, x1] + a∀i2[x2, x2] + · · · + a∀in[xn, xn] ≤ [b∃i1 , b
∃
i1

]. 这个任务相当于
解决以下问题{

a∃i1[x1, x1] + a∃i2[x2, x2] + · · ·+ a∃in[xn, xn] ≥ [b∀i1 , b
∀
i1

], i = 1, · · · ,m,

a∀i1[x1, x1] + a∀i2[x2, x2] + · · ·+ a∀in[xn, xn] ≤ [b∃i1 , b
∃
i1

], i = 1, · · · , l.

上述实际问题的解决就是需要求区间系统


−[a∃11, a∃11] . . . −[a∃1n, a∃1n]
...

...
...

−[a∃m1, a
∃
m1] . . . −[a∃mn, a∃mn]

[a∀11, a∀11] . . . [a∀1n, a∀1n]
...

...
...

[a∀l1, a
∀
l1] . . . [a∀ln, a∀ln]







[x1, x1]
...

[xn, xn]


 ≤




−[b∀1 , b∀1 ]
...

−[b∀m, b∀m]
[b∃1 , b∃1 ]

...
[b∃l , b∃l ]




的一个AE区间解的问题.
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接下来, 具体刻画系统Ax ≤ b中AE区间解的解集特征.

定定定理理理3.1 区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个AE区间解当且仅当∀A∀ ∈ A∀,∃A∃ ∈ A∃,

(A∀ + A∃)xc − bc ≤ −|A∀ + A∃|x∆ + (b∃∆ − b∀∆). (5)

证证证 “必要性” 若x ∈ IRn是区间线性不等式系统Ax ≤ b的一个AE区间解, 即∀A∀ ∈
A∀,∀b∀1 ⊆ b∀,∃A∃ ∈ A∃,∃b∃1 ⊆ b∃, 使得(4)式成立.

由定义3.1和引理2.1有{
(A∀ + A∃)xc − |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀1 + b∃1 ,

(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b
∀
1 + b

∃
1 .

令b∀1 = [b∀c − b∀∆, b∀c − b∀∆] ⊆ b∀, 则由上式可知

(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀c − b∀∆ + b
∃
1 ≤ b∀c − b∀∆ + b∃c + b∃∆ = bc + (b∃∆ − b∀∆),

即(5)式成立.

“充分性” 若(5)式成立, 则对于∀A∀ ∈ A∀,∃A∃ ∈ A∃, 有

(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀c + b∃c + (b∃∆ − b∀∆) = b∀ + b
∃
, (6)

(A∀ + A∃)xc − |A∀ + A∃|x∆ ≤ (A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀ + b
∃
. (7)

令b∃1 = [b
∃
, b
∃
] ⊆ b∃, 故对于∀b∀1 ⊆ b∀,{

(A∀ + A∃)xc − |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀ + b
∃ ≤ b∀1 + b∃1 ,

(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b∀ + b
∃ ≤ b

∀
1 + b

∃
1 .

根据引理2.1和定义3.1知x是Ax ≤ b的AE区间解.

在很多区间理论的应用中, 如控制系统故障诊断中的各种相关问题, 相应数学模型对变量
都有非负约束. 因此接下来, 进一步给出区间线性不等式系统非负AE区间解的特征描述.

定定定理理理3.2 非负区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个AE区间解当且仅当

(A
∀

+ A∃)xc + (|A∀|+ |A∃|)x∆ ≤ b
∃

+ b∀. (8)

证证证 “必要性” 若x ≥ 0是Ax ≤ b的一个AE区间解, 则由定义可知∀A∀ ∈ A∀,∀b∀1 ⊆
b∀,∃A∃ ∈ A∃,∃b∃1 ⊆ b∃, 使得

A∀x− b∀1 + A∃x ≤ b∃1 . (9)
令A∀ = A

∀
, b∀1 = b∀, 结合定义2.1, 由(9)式可知

A
∀
x− b∀ + A∃x ≤ b∃1 ,

即A
∀
x− b∀ + A∃x ≤ b1

∃ ≤ b
∃
.

由引理2.1, A
∀
x = A

∀
xc + |A∀|x∆, 故

A
∀
xc + |A∀|x∆ − b∀ + A∃x ≤ b

∃
. (10)

另一方面, 因为x ≥ 0, 由区间向量的定义易知{
A∃i,·x =

∑
j∈T1

a∃ijxj +
∑

j∈T2
a∃ijxj ,

A∃i,·x =
∑

j∈T3
a∃ijxj +

∑
j∈T4

a∃ijxj ,

其中i = 1, · · · ,m, T1 = {j|a∃ij ≥ 0}, T2 = {j|a∃ij < 0}, T3 = {j|a∃ij ≥ 0}, T4 = {j|a∃ij < 0}. 由
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于a∃ij ≤ a∃ij以及x ≥ 0, 因此T3 ⊆ T1且T2 ⊆ T4. 为了方便讨论, 不妨设

T1 = {1, 2, · · · , t + 1}, T2 = {t + 2, t + 3, · · · , n}
T3 = {1, 2, · · · , t}, T4 = {t + 1, t + 2, · · · , n},

则

A∃i,·x = A∃i,·xc + |A∃i,·|x∆ =
∑

j∈T3

a∃ijxj +
∑

j∈T4

a∃ijxj =

a∃i1x1 + a∃i2x2 + · · ·+ a∃itxt + a∃i,t+1xt+1 + a∃i,t+2xt+2 + · · ·+ a∃inxn ≤
a∃i1x1 + a∃i2x2 + · · ·+ a∃itxt + a∃i,t+1xt+1 + a∃i,t+2xt+2 + · · ·+ a∃inxn ≤
a∃i1x1 + a∃i2x2 + · · ·+ a∃itxt + a∃i,t+1xt+1 + a∃i,t+2xt+2 + · · ·+ a∃inxn =
∑

j∈T1

a∃ijxj +
∑

j∈T2

a∃ijxj =

A∃i,·x.

故A∃x ≥ A∃x. 代入(10)式, 结合引理2.1得

A
∀
xc + |A∀|x∆ − b∀ + A∃xc + |A∃|x∆ ≤ b

∃
, (11)

即(8)式成立.

“充分性” 假设(8)式成立, 即(11)式成立.

因为x ≥ 0, 类似于“必要性”的分析, 可得∀A∀ ∈ A∀, A∀x ≤ A
∀
x. 由引理知

A∀xc + |A∀|x∆ ≤ A
∀
xc + |A∀|x∆.

结合(8)式, 对于∀A∀ ∈ A∀有

A∀xc + |A∀|x∆ + A∃xc + |A∃|x∆ ≤ b
∃

+ b∀,

即(A∀ + A∃)xc + (|A∀|+ |A∃|)x∆ ≤ b
∃

+ b∀. 因为|A∀ + A∃| ≤ |A∀|+ |A∃|, 所以
(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b

∃
+ b∀.

因此 {
(A∀ + A∃)xc + |A∀ + A∃|x∆ ≤ b

∃
+ b∀,

(A∀ + A∃)xc − |A∀ + A∃|x∆ ≤ b
∃

+ b∀.

故对于∀A∀ ∈ A∀,∀b∀1 ⊆ b∀, ∃A∃ = A∃ ∈ A∃, ∃b∃1 = [b
∃
, b
∃
] ⊆ b∃, 有

(A∀ + A∃)x ≤ b∀1 + b∃1 .

因此由定义知, x ≥ 0是Ax ≤ b的AE区间解.

由于以上定理(8)式中的向量及矩阵均为确定型的实向量和实矩阵, 因此相较于定理3.1, 定
理3.2具有更强的实用性.

§4 若干推论及算例
文献[19]中定义的弱区间解、强区间解、容许区间解、控制区间解均为本文定义的AE区间

解之特例. 因此基于定理3.1和定理3.2, 可以得到以下推论.

推推推论论论4.1 区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个弱区间解当且仅当∃A ∈ A,
Axc − bc ≤ −|A|x∆ + b∆.
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证证证 区间线性系统Ax ≤ b中, 令A∀ = 0, b∀ = 0, 由定理3.1即可得证.

以下推论的证明均与推论4.1证明过程类似, 故省略.

推推推论论论4.2 区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个强区间解当且仅当∀A ∈ A,
Axc − bc ≤ −|A|x∆ − b∆.

推推推论论论4.3 区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个容许区间解当且仅当∀A ∈ A,

Axc − bc ≤ −|A|x∆ + b∆.

推推推论论论4.4 区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个控制区间解当且仅当∃A ∈ A,
Axc − bc ≤ −|A|x∆ − b∆.

推论4.1-推论4.4与文献[19]中特征刻画完全吻合. 以下推论4.5-推论4.8则给出了检验非负弱
区间解、非负强区间解、非负容许区间解、非负控制区间解的充要条件.

推推推论论论4.5 非负区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个弱区间解当且仅当Axc + |A|x∆ ≤ b.

推推推论论论4.6 非负区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个强区间解当且仅当Axc + |A|x∆ ≤ b.

推推推论论论4.7 非负区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个容许区间解当且仅当Axc + |A|x∆ ≤ b.

推推推论论论4.8 非负区间向量x ∈ IRn是Ax ≤ b的一个控制区间解当且仅当Axc + |A|x∆ ≤ b.

下面给出利用定理3.1和定理3.2判定AE区间解的两个算例.

例例例4.1 考虑区间线性不等式系统Ax ≤ b, 其中

A∀ =

(
1 [−1, 0]
1 [−1, 1]

)
,A∃ =

(
[0, 1] 1

1 [0, 1]

)
,

b∀ =

(
[−1, 0]
−1

)
, b∃ =

(
[−1, 0]

1

)
.

判断x =

(
[−1, 1]

1

)
是否为不等式系统的AE区间解.

由条件可知

bc = b∃c + b∀c =

(
−1
0

)
, b∃∆ =

(
1
2

0

)
, b∀∆ =

(
1
2

0

)
, xc =

(
0
1

)
, x∆ =

(
1
0

)
.

令A∀ =

(
1 0
1 0

)
∈ A∀,则∀A∃ =

(
a 1
1 b

)
∈ A∃(a, b ≥ 0)有

(A∀ + A∃)xc − bc =

(
1 + a 1

2 b

)(
0
1

)
−

(
−1
0

)
=

(
2
b

)
,

−|A∀ + A∃|x∆ + (b∃∆ − b∀∆) = −
(
|1 + a| 1

2 |b|

)(
1
0

)
+

(
1
2

0

)
−

(
1
2

0

)
=

−
(
|1 + a|

2

)
.

因为

(
2
b

)
> −

(
|1 + a|

2

)
, 所以(A∀ + A∃)xc − bc > −|A∀ + A∃|x∆ + (b∃∆ − b∀∆). 因此由定
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理4.1可知x =

(
[−1, 1]

1

)
不是该系统的AE区间解.

例例例4.2 考虑区间线性不等式系统Ax ≤ b, 其中

A∀ =

(
1 [−1, 0]
1 [−1, 1]

)
, A∃ =

(
[0, 1] [−1, 1]

1 [−1, 0]

)
,

b∀ =

(
[−1, 0]
−1

)
, b∃ =

(
[1, 2]

3

)
.

判断x =

(
[0, 1]

1

)
是否为不等式系统的AE区间解.

由条件可知

A
∀

=

(
1 0
1 1

)
, A∃ =

(
0 −1
1 −1

)
, xc =

(
1
2

1

)
, x∆ =

(
1
2

0

)
.

故

(A
∀

+ A∃)xc + (|A∀|+ |A∃|)x∆ =

(

(
1 0
1 1

)
+

(
0 −1
1 −1

)
)

(
1
2

1

)
+ (

(
1 0
1 1

)
+

(
0 1
1 1

)
)

(
1
2

0

)
=

(
− 1

2

1

)
+

(
1
2

1

)
=

(
0
2

)
.

又由题可知

b∀ =

(
−1
−1

)
, b

∃
=

(
2
3

)
,

所以

b∀ + b
∃

=

(
−1
−1

)
+

(
2
3

)
=

(
1
2

)
.

故(8)式成立, 由定理3.2知区间向量x =

(
[0, 1]

1

)
是该系统的AE区间解.
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AE interval solutions to interval linear inequalities
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Abstract: The mathematical models of various uncertain systems in engineering and scientific

practice can be described by interval systems and interval optimization models, which are of more

practical value and theoretical significance. The article mainly discusses the interval solution problem of

interval inequalities. Based on logical quantifiers, a new concept of AE interval solution is defined for the

first time, and corresponding characterizations are fully proposed. In particular, the characterizations of

weak interval solution, strong interval solution, tolerance interval solution and control interval solution

of the interval inequalities Ax ≤ b are established. The main results may provide an theoretical basis

for the study of interval optimization problems in a general form.
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