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非线性算子方程XAX = BX的可解性及其解

集
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摘 要: 该文讨论Hilbert空间中算子方程XAX = BX解的存在性及其解集的形式.
首先, 在∗-偏序B

∗≤A条件下给出算子方程XAX = BX存在非平凡解的充分条件和

必要条件, 并得到此方程的非平凡解、正规解和自伴解的解集形式. 其次, 在∗-偏
序B

∗≤A且B是正规算子的条件下, 给出算子方程XAX = BX = XB存在非平凡解的

充分条件和必要条件以及方程的解集形式.
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§1 引 言

矩阵方程在控制理论、遥感技术等领域有着广泛应用. 例如, 连续的Lyapunov方程ATP +
PA = −Q常见于系统稳定性的判定[1], Riccati方程用于最优化控制[2]. 算子方程作为矩阵方程
的推广, 很多数学物理问题都可以归结为求算子方程解的问题, 研究算子方程对于解决实际问题
具有重要意义.

算子方程XAX = BX是Riccati方程XAX +XC−BX−D = 0的一类特殊情形[3]. 1954年,
Aronszajn等人[4]给出算子方程XAX = AX存在非平凡解(X 6= 0, I)的充要条件为算子A存

在非平凡不变子空间, 并且得出Banach空间中的完全连续算子存在非平凡不变子空间这一
结论. 1999年, Holbrook等人[5]给出算子方程XAX = AX每一个解都是幂等解的充要条件

是算子A在其不变子空间的限制具有稠值域. 2003年, 安桂梅等人[6]利用算子A的不变子空

间, 给出了算子方程XAX = AX的解的具体表达, 并利用算子A的约化子空间给出算子方

程XAX = AX = XA解存在的充要条件以及解的具体表示. 2010年, 许俊莲[7]利用算子分块技

巧, 对文献[4]中算子方程XAX = AX存在非平凡解的充要条件给出了新的证明, 并讨论了此方
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程有无穷多解的条件. 2016年, Mousavi[8]讨论了Banach空间中算子方程XAX = AX具有非零

秩1幂等解的条件. 2018年, 田学刚等人[9]在C∗代数上, 利用矩阵表示技巧和Moore-Penrose逆的
性质, 给出了方程xax = ax和xax = ax = xa有正则解的充要条件, 并给出了正则解的一般形式.
2022年, 王华等人[10]在左∗-偏序A ∗ ≤B条件下讨论了算子方程XAX = BX有非零解的充分条

件和必要条件, 并在∗-偏序A
∗≤B条件下给出此方程存在幂等解的充分必要条件.

本文在B
∗≤A条件下讨论算子方程XAX = BX解的相关问题. 首先, 在∗-偏序B

∗≤A条

件下, 利用算子A,B的非平凡不变子空间, 给出了算子方程XAX = BX存在非平凡解的充

分条件和必要条件, 之后又给出了此方程的非平凡解、正规解和自伴解的解集形式. 其
次, 在∗-偏序B

∗≤A且B为正规算子的条件下, 利用算子B的非平凡约化子空间, 给出了算子
方程XAX = BX存在与算子B可交换的非平凡解的充分条件和必要条件, 并给出算子方
程XAX = BX = XB的非零解的解集形式.
为了便于叙述, 文中通用以下记号: B(H)表示Hilbert空间H中的所有有界线性算子的集合;

符号A∗,N (A),R(A)和R(A)分别表示算子A的伴随, 零空间, 值域和值域的闭包; I表示空间H上
的恒等算子; IM表示M上的恒等算子; PM表示M上的正交投影算子; 另外本文中涉及的算子均
为非零算子.
下面给出本文用到的定义以及相关引理.

定义1.1 设A ∈ B(H), M是H的闭线性子空间. 若x ∈ M , 有Ax ∈ M , 即AM ⊆ M ,
则称M是A的一个不变子空间. 若M不等于H和{0}, 则称M是A的一个非平凡不变子空间.
若AM ⊆ M , 且AM⊥ ⊆ M⊥, 则称M是A的约化子空间.

定义1.2 设A, B ∈ B(H), 若满足AA∗ = BA∗, A∗A = A∗B, 则记作A
∗≤B, 称

∗≤是B(H)上
的∗-偏序.

定义1.3 设A,B ∈ B(H). 若ABA = A, BAB = B, (AB)∗ = AB, (BA)∗ = BA, 则B称

为A的Moore-Penrose逆. A的Moore-Penrose逆记为A+, 换言之, B = A+. 此外A+存在当且仅

当R(A)是闭的.

引理1.1 [11] 设A, B ∈ B(H), 下面结论成立.
(1) AA∗ = BA∗ ⇔ A = BPR(A∗),

(2) A∗A = A∗B ⇔ A = PR(A)
B,

(3) A
∗≤B ⇔ A = BPR(A∗) = PR(A)

B = PR(A)
BPR(A∗) ⇔ A = A1 ⊕ 0, B = A1 ⊕ B1, 其

中A1 ∈ B(R(A∗),R(A))为单射, B1 ∈ B(N (A),N (A∗)).

引理1.2 [12](Putnam-Fuglede定理) 设A, B ∈ B(H)是正常算子. 若存在X ∈ B(H),
使AX = XB, 则有A∗X = XB∗.

引理1.3 [13] 设A,B, C, D ∈ B(H), 其中A, B具有闭值域, 那么算子方程组
AX = C, XB = D

有解的充要条件是

AA+C = C, DB+B = D, AD = CB.

此时算子方程组的通解可表示为X = A+C + (I − A+A)DB+ + (I − A+A)Y (I − BB+), 其
中Y ∈ B(H)是任意算子.
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§2 B
∗≤A时算子方程XAX = BX的解

本节讨论B
∗≤A时算子方程XAX = BX的解的存在性问题. 注意到当B

∗≤A时, B =
PR(B)

A, 于是PR(B)
APR(B)

= BPR(B)
. 这表明当B

∗≤A时, X = PR(B)
是算子方程XAX =

BX的解. 另外X = 0显然也是此方程的解. 称X = 0和X = PR(B)
为B

∗≤A时算子方程XAX =
BX的平凡解.

定理2.1 令A, B ∈ B(H), 且B
∗≤A. 如果算子A或B存在一个非平凡不变子空间真包含

于R(B), 那么算子方程XAX = BX存在非平凡解.

证 如果算子A存在一个非平凡不变子空间M使得M $ R(B), 令PM为M上的正交投

影算子, 显然PM 6= 0, 且PM 6= PR(B)
, 那么PMAPM = APM且PR(B)

APM = APM . 再

由B
∗≤A知B = PR(B)

A. 于是便有
PMAPM = APM = PR(B)

APM = BPM ,

这表明PM是算子方程XAX = BX的一个非平凡解.
如果算子B存在一个非平凡不变子空间M使得M $ R(B), 那么PMBPM = BPM . 从

而PMPR(B)
APM = BPM . 于是

PMPR(B)
APMPR(B)

= BPMPR(B)
,

这表明PMPR(B)
是算子方程XAX = BX的一个解. 由M $ R(B)知PMPR(B)

6= PR(B)
. 因

此PMPR(B)
是算子方程XAX = BX的一个非平凡解, 结论得证.

注2.1 在定理2.1中, 条件“真包含”是为了使M上的正交投影算子PM 6= PR(B)
, 从而确保

算子方程XAX = BX的解是非平凡的.

若将定理2.1中的条件去掉, 则当R(B) 6= H时PR(B)
是方程XAX = BX的解, 当R(B) =

H时A = B, 此时I是方程XAX = BX的解. 于是可得到下面结论.

定理2.2 令A, B ∈ B(H), 且B
∗≤A. 那么算子方程XAX = BX存在非零解.

定理2.3 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A. 如果算子方程XAX = BX存在非平凡解, 那么算子B存

在非平凡不变子空间.

证 令X0 ∈ B(H)是算子方程XAX = BX的一个非平凡解, 则有

X0AX0 = BX0. (2.1)

若R(X0) 6= H, 则由(2.1)知, R(X0)是算子B的非平凡不变子空间.

若R(X0) = H, 则R(B) 6= H. 事实上, 若R(B) = H, 则PR(B)
= I. 那么由B

∗≤A,
知B = PR(B)

A = A. 这样X0BX0 = BX0, 即(X0B − B)X0 = 0, 从而(X0 − I)B = 0.
由R(B) = H可以得到X0 = I = PR(B)

, 这与X0是非平凡解矛盾. 又注意到R(B) 6= 0, 于
是R(B)是算子B的非平凡不变子空间.
综上所述, 结论得证.

定理2.4 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A. 如果算子A具有稠值域, 算子B的非平凡不变子空间真

包含于R(B), 且 R(B) = R(B∗), 那么算子方程XAX = BX的非平凡解的解集为

E = {X | X = IBM + T + S},
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其中M是B的非平凡不变子空间, M = M1 ⊕BM,T ∈ B(M1,M), S ∈ B(M⊥,M).

证 根据定理2.1知算子方程XAX = BX存在非平凡解, 不妨设为X0. 由X0AX0 = BX0可

知R(X0)是算子B的不变子空间. 若R(X0) = H, 则(X0 − PR(B)
)A = 0. 注意到算子A具有

稠值域, 即R(A) = H, 这样便知X0 = PR(B)
, 这与X0的非平凡性矛盾, 故R(X0) 6= H, 那

么R(X0)是算子B的非平凡不变子空间. 又注意到算子B的非平凡不变子空间包含在R(B)中,

R(B) = R(B∗)和B
∗≤A, 于是

BX0 = APR(B∗)X0 = AX0. (2.2)

令M = R(X0), 则H = BM ⊕M1 ⊕M⊥, 其中M = BM ⊕M1. 定义
T = X0|M1 , S = X0|M⊥ ,

则有T ∈ B(M1,M), S ∈ B(M⊥,M). 由X0AX0 = BX0和(2.2)知X0BX0 = BX0,从而X0|BM =
IBM . 综上所述有X0 = IBM + T + S ∈ E.

下面来验证E = {X | X = IBM + T + S}中的任意X都是算子方程XAX = BX的非平

凡解, 其中M是B的非平凡不变子空间, M = M1 ⊕ BM , T ∈ B(M1,M), S ∈ B(M⊥,M). 任
取X0 ∈ E, 那么在H = BM ⊕M1 ⊕M⊥的空间分解下, X0具有矩阵形式

X0 =




I T1 S1

0 T2 S2

0 0 0


 :




BM

M1

M⊥


 →




BM

M1

M⊥


 , (2.3)

由M是B的非平凡不变子空间, 则算子B有矩阵形式

B =




B11 B12 B13

0 0 B23

0 0 B33


 :




BM

M1

M⊥


 →




BM

M1

M⊥


 , (2.4)

通过计算得到

X0BX0 = BX0 =




B11 B11T1 + B12T2 B11S1 + B12S2

0 0 0
0 0 0


 :




BM

M1

M⊥


 →




BM

M1

M⊥


 .

由上式X0BX0 = BX0可知R(X0)是算子B的不变子空间. 又注意到X0的矩阵形式(2.3), 于
是R(X0) ⊆ M $ R(B) = R(B∗), 便有BX0 = APR(B∗)X0 = AX0. 因此X0AX0 = BX0,
即X0是算子方程XAX = BX的非平凡解.

综上所述, E = {X | X = IBM + T + S}是算子方程XAX = BX的非平凡解所构成的解集.

定理2.5 设A,B ∈ B(H), B
∗≤A. 如果算子A具有稠值域, 算子B的非平凡不变子空间真包

含于R(B), 且R(B) = R(B∗), 那么算子方程XAX = BX非平凡的正规解的解集为

F = {X|X = IBM ⊕ T ⊕ 0, TT ∗ = T ∗T},
其中M是B的非平凡不变子空间, M = M1 ⊕BM , T ∈ B(M1,M).
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证 由算子B的非平凡不变子空间真包含于R(B), 则根据定理2.1的证明可知, 算子方
程XAX = BX存在非平凡的正规解. 再由定理2.4的证明知, 算子方程XAX = BX的解X0和算

子B的矩阵形式分别为(2.3)和(2.4).

若X0是算子方程XAX = BX的正规解, 即X0X
∗
0 = X∗

0X0, 由

X0X
∗
0 =




I + T1T
∗
1 + S1S

∗
1 T1T

∗
2 + S1S

∗
2 0

T2T
∗
1 + S2S

∗
1 T2T

∗
2 + S2S

∗
2 0

0 0 0


 ,

X∗
0X0 =




I T1 S1

T ∗1 T ∗1 T1 + T ∗2 T2 T ∗1 S1 + T ∗2 S2

S∗1 S∗1T1 + S∗2T2 S∗1S1 + S∗2S2


 ,

有T1 = S1 = S2 = 0, T ∗2 T2 = T2T
∗
2 . 令T = T2, 则X0 = IBM ⊕ T ⊕ 0 ∈ F .

反过来, 任取X0 ∈ F , 则在H = BM ⊕M1 ⊕M⊥的空间分解下, X0有矩阵形式

X0 =




I 0 0
0 T 0
0 0 0


 :




BM

M1

M⊥


 →




BM

M1

M⊥


 , (2.5)

其中TT ∗ = T ∗T . 注意到B的矩阵形式(2.4)且BX0 = APR(B∗)X0 = AX0. 那么

X0AX0 =




B11 B12T 0
0 0 0
0 0 0


 , BX0 =




B11 B12T 0
0 0 0
0 0 0


 ,

显然X0满足算子方程XAX = BX, 且X0X
∗
0 = X∗

0X0. 故而X0是算子方程XAX = BX的非平

凡的正规解.

综上所述, F = {X|X = IBM ⊕ T ⊕ 0, TT ∗ = T ∗T}是算子方程XAX = BX的非平凡的正

规解所构成的解集.

类似于定理2.5的证明, 还可以给出算子方程XAX = BX的非平凡的自伴解的解集形式.

定理2.6 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A. 如果算子A具有稠值域, 算子B的非平凡不变子空间真

包含于R(B), 且R(B) = R(B∗), 那么算子方程XAX = BX非平凡的自伴解的解集为

G = {X|X = IBM ⊕ T ⊕ 0, T = T ∗},
其中M是B的非平凡不变子空间, M = M1 ⊕BM , T ∈ B(M1,M).

定理2.7 设A, B ∈ B(H), 且B
∗≤A. 如果算子方程XAX = BX的解X满足R(X) ⊆

R(B∗), 那么算子方程XAX = BX的这个解也是算子方程XAX = AX的解, 进一步, 如果算
子A在其不变子空间的限制具有稠值域, 那么算子方程XAX = BX的解是幂等的.

证 由B
∗≤A知B = APR(B∗), 则有 XAX = BX = APR(B∗)X. 又由R(X) ⊆ R(B∗),

知XAX = AX. 进一步, 算子A在其不变子空间的限制具有稠值域, 则由(X − I)AX = 0, 便得
到(X − I)X = 0, 即有X2 = X, 这说明算子方程XAX = BX的解是幂等的.
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定理2.8 令A, B ∈ B(H), B
∗≤A, 且R(A)闭. 如果算子方程XAX = BX的解满足R(A) =

R(AX), 那么算子方程XAX = BX的这个解也是算子方程XA = B的解.

证 由B
∗≤A以及R(A)闭知B = BA+A. 于是XAX = BX = BA+AX, 即有

(X −BA+)AX = 0.

注意到R(A) = R(AX), 于是(X −BA+)A = 0, 即有XA = B, 结论得证.
下面结论给出了非线性算子方程XAX = BX的解与线性算子方程组的解之间的关系.

定理2.9 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A. 若存在算子C使算子方程组AX = C, XC = PR(B)

C至

少有一个解X0, 那么X0是算子方程XAX = BX的一个解. 反之, 若X0是算子方程XAX =
BX的一个解, 那么存在算子C使算子方程组AX0 = C,X0C = PR(B)

C成立. 进一步, 若算
子A,C具有闭值域, 那么

X0 = A+C(I − CC+) + PR(B)
CC+ + (I −A+A)Y (I − CC+),

其中Y ∈ B(H)是任意算子.

证 若X0是算子方程组AX = C, XC = PR(B)
C的一个解, 那么AX0 = C, X0C =

PR(B)
C, 因此

X0AX0 = X0C = PR(B)
C = PR(B)

AX0 = BX0, (2.6)

即X0是算子方程XAX = BX的解. 反之, 设X0是算子方程XAX = BX的一个解, 即X0AX0 =
BX0. 令C = AX0, 则

X0C = X0AX0 = BX0 = PR(B)
AX0 = PR(B)

C,

这意味着X0是算子方程组AX = C,XC = PR(B)
C的一个解. 此时可以看出APR(B)

C = C2. 这
样当R(A),R(C)闭时, 由引理1.3知

X0 = A+C + (I −A+A)PR(B)
CC+ + (I −A+A)Y (I − CC+)

= A+C + PR(B)
CC+ −A+C2C+ + (I −A+A)Y (I − CC+)

= A+C(I − CC+) + PR(B)
CC+ + (I −A+A)Y (I − CC+),

其中Y ∈ B(H)是任意算子.

§3 B
∗≤A时算子方程XAX = BX = XB的解

下面考虑当B
∗≤A且B是正规算子时算子方程 XAX = BX = XB的解. 注意到当B是

正规算子时, B = B1 ⊕ 0, 又 B
∗≤A, 则A = B1 ⊕ A2, 其中B1 ∈ B(R(B),R(B)), A2 ∈

B(N (B),N (B)). 那么PR(B)
APR(B)

= BPR(B)
= PR(B)

B, 即X = PR(B)
是算子方程XAX =

BX = XB 的解. 称X = 0和X = PR(B)
是 B

∗≤A且B为正规算子时算子方程 XAX = BX =
XB 的平凡解. 这里需要注意, 当B不是正规算子时, PR(B)

不一定是算子方程XAX = BX =
XB的解.

定理3.1 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A, 且B是正规算子. 如果算子A或B存在真包含于R(B)的

非平凡约化子空间, 那么算子方程XAX = BX = XB存在非平凡解.
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证 假设算子A存在一个非平凡约化子空间M使得M $ R(B), 令PM为M上的正交投影算

子, 则有PMA = APM = PMAPM , 且PM 6= 0, PM 6= PR(B)
. 又由B

∗≤A, 那么

APM = PR(B)
APM = BPM . (3.1)

在H = M ⊕M1 ⊕R(B)⊥的空间分解下, 其中R(B) = M1 ⊕M , PM , PR(B)
有矩阵形式

PM =




I 0 0
0 0 0
0 0 0


 :




M

M1

R(B)⊥


 →




M

M1

R(B)⊥


 ,

PR(B)
=




I 0 0
0 I 0
0 0 0


 :




M

M1

R(B)⊥


 →




M

M1

R(B)⊥


 .

经计算PMPR(B)
= PR(B)

PM = PM , 则有

PMA = PMPR(B)
A = PMB. (3.2)

这样由(3.1)和(3.2)可得PMAPM = BPM = PMB, 这表明PM是算子方程XAX = BX = XB的

一个非平凡解.
假设算子B存在一个非平凡约化子空间M使得M $ R(B), 令PM为M上的正交投影算子,

则PMB = BPM = PMBPM , 且PM 6= 0, PM 6= PR(B)
. 类似于上面的证明, 可得PMPR(B)

=
PR(B)

PM = PM . 又由B = PR(B)
A可知PMBPM = PMPR(B)

APM = PMAPM , 这样
PMAPM = BPM = PMB,

这表明PM是算子方程XAX = BX = XB的一个非平凡解, 结论得证.

定理3.2 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A, B是正规算子. 则在下列条件之一成立时, 算子方

程XAX = BX = XB存在非平凡解.
(i) B不是秩1算子; (ii) dimH ≥ 3, 且B是秩1算子; (iii) dimH = 2, 且B = A是秩1算子.
当dimH = 2, B是秩1算子, 且B 6= A时, XAX = BX = XB只有平凡解.

证 (i) 当B不是秩1算子时, R(B)是B的约化子空间, 而且B在R(B)上的限制是单射正规
算子, 从而一定有非平凡的约化子空间. 于是根据定理3.1结论成立.

(ii) 当dimH ≥ 3, 且B是秩1算子时, N (B) ≥ 2, 于是对任意非零向量x ∈ N (B), 取y ∈
N (B), 使得(Ax, y) = 0, 则秩1算子X = x⊗ y满足XAX = 0 = BX = xB.

(iii) 当dimH = 2, 且B = A是秩1算子时, PN (B)是方程XAX = BX = XB的非平凡解.
但是当dimH = 2, B是秩1算子, 且B 6= A时, A在N (B)上的限制是非零的, 从而是非零常

数a2, 即xa2x = 0 只有x = 0, 因此XAX = BX = XB只有平凡解, 结论得证.
在定理3.1中, 去掉“B是正规算子”这个条件, 并将“真包含”弱化为“包含”, 那么根据定理的

证明, 可以得到下面结论.

定理3.3 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A. 如果算子A或B存在包含于R(B)的非平凡约化子空间,

那么算子方程XAX = BX = XB存在非零解.
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定理3.4 设A, B ∈ B(H), B
∗≤A, 且B是正规算子. 如果算子方程XAX = BX = XB存在

非零解, 那么此方程的解集为
W = {X|X = Q + T̃ , Q2 = Q,QB = BQ, ÃQ = QÃ = 0, T̃ ÃT̃ = 0},

其中T̃ = PN (B)TPN (B), Ã = PN (B)APN (B), T ∈ B(H)是任意算子.

证 由B是正规算子知N (B) = N (B∗). 于是根据引理1.1, 算子B,A有矩阵形式

B =

(
B1 0
0 0

)
:

(
R(B)
N (B)

)
→

(
R(B)
N (B)

)
, (3.3)

A =

(
B1 0
0 A2

)
:

(
R(B)
N (B)

)
→

(
R(B)
N (B)

)
, (3.4)

其中B1是单射.
令X0 ∈ B(H)是算子方程XAX = BX = XB的一个非零解. 由BX0 = X0B和Putnam-

Fuglede定理, 知R(B)是X0的约化子空间. 那么X0具有矩阵形式

X0 =

(
X1 0
0 X2

)
:

(
R(B)
N (B)

)
→

(
R(B)
N (B)

)
.

于是有X1B1X1 = B1X1 = X1B1, X2A2X2 = 0. 因为B1是单射, 所以X2
1 = X1. 令Q = X1 ⊕ 0,

T = 0 ⊕ X2, 那么Q2 = Q,BQ = QB, 且ÃQ = QÃ = 0, T̃ ÃT̃ = 0, 其中T̃ = PN (B)TPN (B),
Ã = PN (B)APN (B). 因此X0 = Q + T̃ ∈ W .
下面验证W = {X|X = Q + T̃ , Q2 = Q,QB = BQ, ÃQ = QÃ = 0, T̃ ÃT̃ = 0}中的任

意X都是算子方程XAX = BX = XB的非零解. 任取X0 ∈ W , 有X0 = Q + T̃ , 根据BQ = QB,
B是正规算子以及Putnam-Fuglede定理, 知R(B)是Q的约化子空间, 则算子Q有矩阵表示

Q =

(
Q1 0
0 Q2

)
:

(
R(B)
N (B)

)
→

(
R(B)
N (B)

)
.

令任意算子T ∈ B(H)有矩阵形式

T =

(
T1 T3

T4 T2

)
:

(
R(B)
N (B)

)
→

(
R(B)
N (B)

)
,

则

X0 = Q + T̃ =

(
Q1 0
0 Q2

)
+

(
0 0
0 T2

)
=

(
Q1 0
0 Q2 + T2

)
.

根据Q2 = Q,QB = BQ, ÃQ = QÃ = 0, T̃ ÃT̃ = 0以及算子B,A的矩阵形式(3.3)和(3.4),
有Q2

1 = Q1, Q2
2 = Q2, B1Q1 = Q1B1, A2Q2 = Q2A2 = 0, T2A2T2 = 0. 于是经过计算得到

X0AX0 =

(
Q1B1Q1 0

0 0

)
=

(
B1Q1 0

0 0

)
,

BX0 =

(
B1Q1 0

0 0

)
, X0B =

(
Q1B1 0

0 0

)
.

显然X0AX0 = BX0 = X0B, 结论得证.
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Solvability of the nonlinear operator equation XAX = BX and its
solution set

WU Jing-song, WANG Hua
(College of Sciences, Inner Mongolia University of Technology, Hohhot 010051, China)

Abstract: In this paper, the solvability of the operator equation XAX = BX and its
solution set are discussed in Hilbert space. Firstly, sufficient conditions and necessary conditions
are presented for the existence of nontrivial solutions to the equation XAX = BX under
B

∗≤A, and then solution set forms are obtained for nontrivial, normal and self-adjoint solutions,
respectively. Secondly, sufficient conditions and necessary conditions are given for the existence
of nontrivial solutions to the operator equation XAX = BX = XB when B

∗≤A and B is
normal. Moreover, the solution set of the equation is also given.
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