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非线性时滞微分方程解的性质

孙合庆, 李叶舟∗, 牛文潇

(北京邮电大学 理学院, 北京 100876)

摘 要: 设ω1, · · · , ωt为互相判别的非零复常数, H0(z), · · · ,Ht(z)为亚纯函数. 该文
研究了Tumura-Cluine型非线性时滞微分方程

fn(z) + P (z, f) = H0(z) + H1(z)eω1zq

+ · · ·+ Ht(z)eωtz
q

亚纯解的零点分布和增长性, 这里n(≥ 2), t, q ∈ N+, P (z, f)为时滞微分单项式. 利用
角域上指数多项式的性质, 该文还考虑了上面方程整函数解Julia集的径向分布, 并给
出了相应极限方向测度的下界估计.
关键词: 时滞微分方程; 增长性; 零点分布; 径向分布; 测度
中图分类号: O175.14
文献标识码: A 文章编号: 1000-4424(2024)04-0439-12

§1 引言与主要结果

微分差分方程是描绘自然现象变化规律的有力工具. 工程技术、医药、生态和数学物理等
领域的许多非线性现象都可以借助微分差分方程建立相关的数学模型来刻画. 为了更好地理解
这些自然现象, 人们广泛地关注微分差分方程解的结构和性质的研究. Tumura-Cluine型非线性
微分方程就是其中比较典型的一类. 2004 年, Yang等人[1]证明非线性微分方程

4f3(z) + 3f ′′(z) = − sin 3z

有三个超越整函数解f1(z) = sin z, f2(z) =
√

3
2 cos z − 1

2 sin z, f3(z) = −
√

3
2 cos z − 1

2 sin z. 注意
到sin 3z可以看成是e3iz 和e−3iz的一个线性组合. 随后, 李平, 廖良文, 刘慧芳等人研究了如

fn(z) + L(z, f) = p1(z)eα1(z) + p2(z)eα2(z) (其中n ≥ 2) (1.1)
一般形式的微分方程解的结构和性质(这里的pj(z), αj(z)(j = 1, 2)为整函数, L(z, f)为f及其导

数的微分多项式), 得到了一系列丰富的结果, 参见文献[2-5]等.
Li等人[6]利用Cartan’s第二基本定理考虑了方程(1.1)的差分模拟, 并得到以下结果.
定定定理理理1.1[6, 定理1.8] 设t, n为满足n ≥ t + 2的正整数, p(z)为非零多项式, ω1, · · · , ωt为互

相判别的非零复常数, A0(z), · · · , At(z)为增长级小于q的指数多项式或关于z的多项式且满

足A1(z) · · ·At(z) 6≡ 0, c ∈ C\{0}. 若f(z)为差分方程
fn(z) + p(z)f(z + c) = A0(z) + A1(z)eω1zq

+ · · ·+ At(z)eωtz
q

(其中q ∈ N+) (1.2)
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超级小于1的亚纯解, 则f(z)退化为超越整函数且满足下面的(1)和(2).
(1) 若A0(z) ≡ 0, 则t = 2, f(z) = A1(z−c)eω1(z−c)q

p(z−c) , 其中An
1 (z) = pn(z)A2(z + c)eω2[(z+c)q−zq ].

(2) 若A0(z) 6≡ 0, 则有n = t + 2, 且f(z)的零点收敛指数和增长级均为q.

最近, Mao等人[7]进一步考虑了将方程(1.2)中的差分项“f(z+c)”替换成“f (k)(z+c) (其中k ≥
0)”的情况, 并得到了类似的结果. 记

P (z, f) = h(z)
l∏

k=0

(
f (k)(z + ζk)

)nk

(其中k, nk ∈ N, l ∈ N+)

为关于亚纯函数f(z)的时滞微分单项式, 其中h(z)为整函数, ζk(k = 0, 1, · · · , l)为不同的复
常数. 笔者想知道, 对于更一般的时滞微分方程(下式中H0(z),H1(z), · · · ,Ht(z)为亚纯函数,
n, t, q ∈ N+)

fn(z) + P (z, f) = H0(z) + H1(z)eω1zq

+ · · ·+ Ht(z)eωtz
q

, (1.3)
它的亚纯解的结构和性质是怎样的呢? 这是本文主要考虑的问题. 以下约定P (z, f) 6≡ 0且定义
它的阶数为γp :=

∑l
k=0 nk ≥ 1.

Nevanlinna理论是研究复域方程解的振荡性质的有力工具[8-9]. 本文用λ(f)和ρ(f)分别表示
复平面C上超越亚纯函数f(z)的零点收敛指数和增长级, 具体定义为

λ(f) = lim sup
r→∞

log N(r, 1
f )

log r
, ρ(f) = lim sup

r→∞
log T (r, f)

log r
.

特别地, 亚纯函数f(z)的超级表示为ρ2(f) = lim sup
r→∞

log log T (r,f)
log r . 为叙述方便, 还需介绍一点动

力系统的基本知识和符号.若f(z)是复平面C上的超越整函数,记f◦k(z) = f◦f◦(k−1)(z)(其中k ∈
N)为f(z)的k次迭代, 则称迭代函数族{f◦k}的正规区域为f(z)的Fatou集, 记为F(f). 它的余
集J (f) = C\F(f)称为f(z)的Julia集. 根据定义, 显然有F(f)为开集, J (f)为非空闭集. 进一
步, 如果对任意的ε > 0都有

{z ∈ C : arg z ∈ (θ − ε, θ + ε)} ∩ J (f)
是无界的, 则称射线arg z = θ, θ ∈ [0, 2π)是J (f)的极限方向[10-11]. 用集合L(f)记为整函
数f(z)的Julia集极限方向的全体, 且用符号mes(∗)表示给定集合的线测度. 显然集合L(f)是一个
可测闭集. 近年来, 复域微分差分方程整函数解Julia集极限方向的研究广受大家的关注, 取得
了许多有趣的结果, 参见文献[10, 12-15]等. Wang等人[16]提出了超越方向的概念: 对任意给定
的θ ∈ [0, 2π), 如果存在一个无界的子列{zn}满足

lim
n→∞

arg zn = θ, lim
n→∞

log |f(zn)|
log |zn| = +∞,

则称θ为函数f(z)的超越方向, 并用符号TD(f)代表f(z)所有超越方向构成的集合. 显然有理函
数没有超越方向. 当f(z)为超越整函数时, TD(f)为[0, 2π)上的非空紧子集且有关系TD(f) ⊆
L(f)成立[15, 引理2.2]. 首先利用Nevanlinna理论, 得到以下定理1.2.

定定定理理理1.2 设H0(z),H1(z), · · · ,Ht(z)为满足Hj(z) 6≡ 0(1 ≤ j ≤ t)的有理函数, ω1, · · · , ωt

为互相判别的非零复常数, 时滞微分单项式P (z, f)(6≡ 0)的系数h(z)是满足ρ(h) < q的整函数.
若γp < n且方程(1.3)的亚纯函数解f(z)满足N(r, f) = o(T (r, f))和lim sup

r→∞
log T (r,f)

r = 0, 则以下

情形成立.

(i) 当H0(z) ≡ 0时, 有下面两种情况成立.

• t = 2和f(z) = γ0(z)e
ωjzq

n , 这里的γn
0 (z) = Hj(z), ωj′ = γp

n ωj , {j, j′} = {1, 2};
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• λ(f) = ρ(f) = q且n ≤ γp + t.

(ii) 当H0(z) 6≡ 0时, 有λ(f) = ρ(f) = q和n ≤ γp + t + 1.

如果亚纯函数f(z)满足条件lim sup
r→∞

log T (r,f)
r = 0, 则通过分析不难发现ρ2(f) ≤ 1且等号是

可能取到的. 不妨取f(z)是满足特征函数T (r, f) = exp{r(log r)λ}(其中λ < 0)的亚纯函数, 则
有ρ2(f) = 1[17, 注记2.1]. 这意味着定理1.2中函数增长的限制是比定理1.1更弱的. 下面的例子表
明定理1.2的结果是可以发生的.

例例例1.1 记i为虚数单位, 则时滞微分方程

f4(z) + 4z2(z + 8π)f(z + 8π)f ′(z) =
1
z4

eiz + (iz − 4)e
i
2 z

存在亚纯函数解f(z) = 1
z e

iz
4 . 记γ0(z) = 1

z , 有理函数H1(z) = 1
z4 ,H2(z) = iz − 4. 显然亚纯函

数f(z)满足定理1.2中的条件, 且有t = 2, γp = 2, γ4
0(z) = H1(z), ω2 = γp

4 ω1 = i
2 .

例例例1.2 (1) 亚纯函数f(z) = 1
z + ze2z是时滞微分方程

f2(z) + (z + 1)2f ′(z + 1) =
1
z2
− 1 + (2 + e2(2z3 + 7z2 + 8z + 3))e2z + z2e4z

的一个解. 这里的H0(z) = 1
z2 − 1 6≡ 0, γp = 1, t = 2, n < γp + t + 1, 且有λ(f) = ρ(f) = 1.

(2) 微分方程f2(z) + f ′(z) = ( 2
z + 2)e2z + e4z有一个亚纯函数解f(z) = 1

z + e2z. 这里
的H0(z) ≡ 0, γp = 1, t = 2, n < γp + t. 通过简单计算有λ(f) = ρ(f) = 1.

进一步,当方程(1.3)中P (z, f)的系数h(z) = B0(z)+B1(z)eb1zq

(b1 ∈ C\{0})时(即ρ(h) = q),
借助角域上指数多项式的性质, 考虑了方程整函数解Julia集的径向分布, 得到如下定理1.3.

定定定理理理1.3 设B0(z), B1(z),H0(z),H1(z)是增长级小于q的整函数, m ∈ Z. 若B1(z) 6≡
0,H1(z) 6≡ 0, 则方程

fn(z) + [B0(z) + B1(z)eb1zq

]
l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk = H0(z) + H1(z)eω1zq

(1.4)

的任意超越整函数解f(z)满足下面的情况(i)和(ii).

(i) 若 b1
ω1

= c(0 < c < 1), 则有mes(L(f (m))) ≥ mes
( ⋂

m∈Z

TD(f (m))
)
≥ π;

(ii) 若Im(b1) 6= 0, ω1 ∈ R+, 则有

mes(L(f (m))) ≥ mes

( ⋂

m∈Z

TD(f (m))

)
≥ min{arg b1, 2π − arg b1},

其中f (m)(z)(m ∈ Z)表示f(z)的m阶导数(当m ≥ 0), 或者表示f(z)的m阶积分原函数(当m < 0).

下面的例子表明时滞微分方程(1.4)存在超越整函数解, 且满足定理1.3中的条件.

例例例1.3 令i为虚数单位. 经计算, 函数f(z) = ez + z是时滞微分方程

f2(z)− (z + zez)f ′(z + 2πi) = z2 − z + (1− z)e2z

的超越整函数解. 对照方程(1.4), 有b1 = 1, ω1 = 2满足 b1
ω1

< 1. 同理方程
f2(z) + (i + e(2−2i)z)f(z + 2π)f ′(z + 4π) = ie2z

有整函数解f(z) = eiz. 对照方程(1.4)得到Im(b1) = −2, ω1 = 2, 符合定理1.3中(ii)的假设.

§2 预备知识
为了方便定理的证明, 现给出本文需要用到的几个辅助引理.

引引引理理理2.1[17] 设c ∈ C\{0}且f(z)为满足lim sup
r→∞

log T (r,f)
r = 0的非常数亚纯函数, 则当r(6∈
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E1)充分大时有

m

(
r,

f(z + c)
f(z)

)
+ m

(
r,

f(z)
f(z + c)

)
= o(T (r, f))

和

T (r, f(z + c)) = T (r, f) + o(T (r, f)), N(r, f(z + c)) = N(r, f) + o(N(r, f))
成立, 这里E1表示一个零上密度集合, 即densE1 = lim sup

r→∞

∫
E1∩[1,r]

1
r dt = 0. 同时以下两条成立.

(1) 结合[18, 引理2.1], 有N(r, 1
f(z+c) ) = N(r, 1

f(z) ) + o(N(r, 1
f )); (其中r →∞, r 6∈ E1)

(2) 对于任意的正整数k, 根据对数导数引理[9]易得

m

(
r,

f (k)(z + c)
f(z)

)
= o(T (r, f)), (r(6∈ E1 ∪ E2) →∞)

这里的E2代表一个有限线测度集合. 以下约定E = E1 ∪ E2且每次出现不必完全相同.

引引引理理理2.2[7, 引理2.5] 设ω1, · · · , ωt为互相判别的非零复常数, H0(z), · · · ,Ht(z)为增长级小

于q的亚纯函数且有Hj(z) 6≡ 0(1 ≤ j ≤ t), 这里t, q ∈ N+. 记ϕ(z) = H0(z) +
t∑

j=1

Hj(z)eωjzq

, 则

存在正常数d1 < d2使得

d1r
q ≤ T (r, ϕ) ≤ d2r

q, r →∞.

其中当H0(z) 6≡ 0且r充分大时有m(r, 1
ϕ ) = o(rq).

引引引理理理2.3 在定理1.2的条件下, 若方程(1.3)的亚纯函数解f(z)满足N(r, f) = o(T (r, f))以
及lim sup

r→∞
log T (r,f)

r = 0, 则有ρ(f) = q. 其中当H0(z) 6≡ 0时有

N

(
r,

1
f

)
= T (r, f) + o(T (r, f)), r →∞, r 6∈ E.

证 由引理2.2和方程(1.3), 当r充分大时有

d1r
q ≤ T (r, fn(z) + P (z, f)) = m(r, fn(z) + P (z, f)) + N(r, fn(z) + P (z, f)) ≤

nm(r, f) + m(r, h) + m

(
r,

∏l
k=0(f

(k)(z + ζk))nk

fγp(z)
fγp(z)

)
+

t∑

j=0

N(r,Hj) + O(1).

因为方程(1.3)中的系数H0(z), · · · ,Ht(z)为有理函数且整函数h(z)满足ρ(h) < q, 由引理2.1和上
面的不等式有

d1r
q ≤ (n + γp)T (r, f) + o(T (r, f)) + o(rq). (其中r →∞, r 6∈ E)

另一方面, 方程(1.3)可以改写为

fn(z) = H0(z) +
t∑

j=1

Hj(z)eωjzq − h(z)
∏l

k=0(f
(k)(z + ζk))nk

fγp(z)
fγp(z).

根据引理2.1, 引理2.2和均值函数m(r, f)的定义, 当r(6∈ E) →∞时有
(n− γp)m(r, f) ≤ d2r

q + o(T (r, f)) + o(rq).
结合定理1.2中的条件n > γp和N(r, f) = o(T (r, f)), 可以找到正常数A < B满足

Arq ≤ T (r, f) ≤ Brq. (其中r →∞, r 6∈ E) (2.1)
即有ρ(f) = q和o(T (r, f)) = o(rq)成立.

当H0(z) 6≡ 0时, 由方程(1.3)变形可得
1

H0(z) + Σt
j=1Hj(z)eωjzq +

h(z)
H0(z) + Σt

j=1Hj(z)eωjzq ·
∏l

k=0(f
(k)(z + ζk))nk

fn(z)
=

1
fn(z)

.
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根据引理2.1和引理2.2有

nm

(
r,

1
f

)
≤ (n− γp)m

(
r,

1
f

)
+ o(rq), (其中r →∞, r 6∈ E)

进而m(r, 1
f ) = o(rq). 结合第一基本定理和式(2.1), 易得

N
(
r, 1

f

)
= T (r, f) + o(T (r, f)). (其中r(6∈ E) →∞)

假设f(z)是具有k重零点的非常数亚纯函数, 采用计数符号np(r, 1
f ) = min{k, p}, 则相应的

零点积分计数函数表示为Np(r, 1
f ).

引引引理理理2.4[19-20, Cartan’s第二基本定理] 假设f1, f2, · · · , fp是线性无关的整函数, 且对于任意的复
数z都有max{|f1(z)|, |f2(z)|, · · · , |fp(z)|} > 0. 当r > 0时, 记

T (r) =
1
2π

∫ 2π

0

u(reiθ)dθ − u(0), u(z) = sup
1≤j≤p

log |fj(z)|.
令fp+1 = f1 + f2 + · · ·+ fp, 则有

T (r) ≤
p+1∑

j=1

Np−1(r,
1
fj

) + S(r) ≤ (p− 1)
p+1∑

j=1

N(r,
1
fj

) + S(r),

这里的S(r) = O(log rT (r)), r(6∈ E2) →∞. 如果至少存在一对比值 fj

fm
(1 ≤ m 6= j ≤ p + 1)是超

越整函数, 则有S(r) = o(T (r)), r(6∈ E2) →∞. 其中对任意的j, m, 当r充分大时有

T (r, fj/fm) = T (r) + O(1), N(r, 1/fm) = T (r) + O(1).

引引引理理理2.5[21] 若f(z)为非常数亚纯函数, k为正整数, 则有

N

(
r,

1
f (k)

)
≤ N

(
r,

1
f

)
+ kN(r, f) + o(T (r, f)). (其中r(6∈ E2) →∞)

引引引理理理2.6[21] 假若f1, f2, · · · , fp是线性无关的亚纯函数且满足
∑p

j=1 fj ≡ 1, 则对任意
的1 ≤ j ≤ p和充分大的r(6∈ E2), 有

T (r, fj) ≤
p∑

k=1

N(r,
1
fk

) + N(r, fj) + N(r,D)−
p∑

k=1

N(r, fk)−N(r,
1
D

) + o

(
max

1≤k≤p
{T (r, fk)}

)
≤

p∑

k=1

N(r,
1
fk

) + (p− 1)
p∑

k=1

N(r, fk)−N(r,
1
D

) + o

(
max

1≤k≤p
{T (r, fk)}

)

成立, 这里的D表示Wronskian行列式W (f1, f2, · · · , fp).

下面关于指数多项式角域上的增长引理在定理1.3的证明中发挥着重要的作用. 约
定Ω(ϑ1, ϑ2) = {z ∈ C : arg z ∈ (ϑ1, ϑ2)}, 这里ϑ2 − ϑ1 ∈ (0, 2π].

引引引理理理2.7[14] 设A(z)为满足ρ(A) < q的非零整函数, P (z) = (α + βi)zq + · · · (q ∈ N+)为q次

多项式, 其中α, β为实数. 记g(z) = A(z)eP (z)(其中z = reiθ)以及δ(P, θ) = α cos qθ − β sin qθ, 则
对任意给定的ε > 0, 当θ ∈ [0, 2π)\(F1 ∪ F2), |z| = r > R0(θ, ε) > 0时有

(1) 若δ(P, θ) > 0, 则
exp{(1− ε)δ(P, θ)rq} < |g(reiθ)| < exp{(1 + ε)δ(P, θ)rq};

(2) 若δ(P, θ) < 0, 则
exp{(1 + ε)δ(P, θ)rq} < |g(reiθ)| < exp{(1− ε)δ(P, θ)rq},

这里F1 ⊂ [0, 2π)为零线测度集合, F2 = {θ ∈ [0, 2π) : δ(P, θ) = 0}.
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注注注2.1 对于多项式P (z) = (α + βi)zq + · · · , q ∈ N+, 取角域

Sj(P, θ) =
{

θ ∈ [0, 2π) : −arg(α + βi)
q

+ (2j − 1)
π

2q
< θ < −arg(α + βi)

q
+ (2j + 1)

π

2q

}
,

这里j = 0, 1, · · · , 2q − 1. 不失一般性, 若记α + βi = an = |an|eiϕn , 则根据引理2.7有
δ(P, θ) = α cos qθ − β sin qθ = |an| cos(ϕn + qθ).

容易知道: 当j为偶数且θ ∈ Sj(P, θ)时, δ(P, θ) > 0; 当j为奇数且θ ∈ Sj(P, θ)时, δ(P, θ) < 0. 这
也说明F2是一个零线测度集合.

引引引理理理2.8 若f(z)为超越整函数, 则有TD(f) ⊆ ⋂
m∈Z

TD(f (m))和TD(f) ⊆ L(f (m))
⋂

L(f).

证 若射线arg z = θ 6∈ ⋂
m∈Z

TD(f (m)), 则至少存在一个m0 ∈ Z使得θ 6∈ TD(f (m0)). 根据

超越方向的定义, 存在ε > 0和正常数K, 使得
|f (m0)(z)| ≤ |z|K , z ∈ Ω(θ − ε, θ + ε). (2.2)

当m0 > 0时, 有f (m0−1)(z) =
∫ z

0
f (m0)(ξ)dξ + c成立, 这里c为常数且取积分路径为0到z的

直线. 结合这个事实和式(2.2)有
|f (m0−1)(z)| = O(|z|K+1), z ∈ Ω(θ − ε, θ + ε).

重复上面的讨论m0次, 对于任意的z ∈ Ω(θ − ε, θ + ε), 有|f(z)| = O(|z|K+m0).

现在考虑m0 < 0的情况. 由式(2.2)可以知道函数f (m0)(z)在角域Ω(θ − ε, θ + ε)上是有穷增
长的. 由[15, 引理3.1]可知存在正数K1,K2和ε′ < ε使得∣∣∣∣

f(z)
f (m0)(z)

∣∣∣∣ ≤ K1|z|K2 , z ∈ Ω(θ − ε′, θ + ε′)

成立, 至多除去一个线测度有限的例外集. 即在适当的角域中有
|f(z)| ≤

∣∣∣ f(z)

f(m0)(z)

∣∣∣ · |f (m0)(z)| = O(|z|K+K2).
通过上面讨论, 知道不论m0取值如何, 均有

|f(z)| = O(|z|M ), z ∈ Ω(θ − ε′, θ + ε′)
成立(至多除去一个有限线测度集合), 这里的M表示为适当的正常数. 上面事实说明了,
当θ 6∈ ⋂

m∈Z

TD(f (m))时也有θ 6∈ TD(f). 这意味着TD(f) ⊆ ⋂
m∈Z

TD(f (m))成立. 另一方面, 因

为TD(f) ⊆ L(f)和
⋂

m∈Z

TD(f (m)) ⊆ TD(f (m)), 所以有TD(f) ⊆ L(f (m))
⋂

L(f).

§3 定理1.2的证明

假设f(z)为方程(1.3)的亚纯函数解, 由分解定理, 可以找到一个整函数g1(z)使得f(z)g1(z)
同样为整函数, 且满足N

(
r, 1

g1

)
= N(r, f) = o(T (r, f)). 令g(z) = gn

1 (z)g2(z)(这里g2(z)为有理
函数H0(z), · · · ,Ht(z)所有极点的乘积(计重数)). 根据方程(1.3)和式(2.1)知道P (z, f)g(z)为整
函数且有

N

(
r,

1
g

)
= N

(
r,

1
gn
1

)
+

t∑

j=0

N(r,Hj) = o(rq). (其中q ∈ N+) (3.1)

下面分H0(z) ≡ 0和H0(z) 6≡ 0两种情形讨论.

(i) H0(z) ≡ 0. 因为ρ(h) < q, 根据关系式 1
fn(z) = P (z,f)

fn(z) · 1
P (z,f)和第一基本定理有

T

(
r,

P (z, f)
fn(z)

)
≥ nT (r, f)− T

(
r,

l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk

)
− o(rq). (3.2)
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由于P (z, f)g(z) = h(z)
∏l

k=0(f
(k)(z + ζk))nkg(z)为整函数, 所以有

N

(
r,

l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk

)
≤ N(r,

1
g
) + N(r,

1
h

) = o(rq).

由式(2.1), (3.2)和引理2.1有

T

(
r,

P (z, f)
fn(z)

)
≥ nT (r, f)− γpm(r, f)−m

(
r,

∏l
k=0(f

(k)(z + ζk))nk

fγp(z)

)
− o(rq) ≥

(n− γp − o(1))Arq. (其中r →∞, r 6∈ E) (3.3)

下面从n ≥ γp + t + 1和γp < n ≤ γp + t两种子情况来讨论.

• 当n ≥ γp + t + 1. 设C1(z)为函数fn(z)g(z), P (z, f)g(z),H1(z)g(z), · · · ,Ht(z)g(z)的所
有公共零点的乘积, 且每一个公共零点的次数都只取上面函数中相应零点的最小重数. 根据
式(3.1)和ρ(H1) < q, 可以知道

N

(
r,

1
C1

)
≤ N

(
r,

1
H1g

)
= o(rq). (其中r →∞, r 6∈ E) (3.4)

现假设−P (z, f),H1(z)eω1zq

,H2(z)eω2zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

是线性无关的. 把方程(1.3)改写为
fn(z)g(z)

C1(z)
=

t∑

j=1

Hj(z)g(z)eωjzq

C1(z)
− P (z, f)g(z)

C1(z)
. (3.5)

根据g(z)和C1(z)的取法, 可知 fn(z)g(z)
C1(z) , P (z,f)g(z)

C1(z) , H1(z)g(z)
C1(z) , · · · , Ht(z)g(z)

C1(z) 是没有公共零点的整

函数. 结合式(3.3)和n > γp, 可以知道函数
P (z,f)g(z)

C1(z) / fn(z)g(z)
C1(z) 是超越的.

根据式(3.1)和(3.4), 对方程(3.5)应用引理2.4, 得到

nN

(
r,

1
f

)
≤ N

(
r,

C1

fng

)
+ N

(
r,

g

C1

)
= T1(r) + o(rq) ≤

t∑

j=1

Nt

(
r,

C1

Hjgeωjzq

)
+ Nt

(
r,

C1

P (z, f)g

)
+ Nt

(
r,

C1

fng

)
+ o (T1(r)) + o(rq) ≤

N

(
r,

1
P (z, f)

)
+ tN

(
r,

1
f

)
+ o (T1(r)) + o(rq), (3.6)

这里

T1(r) = 1
2π

∫ 2π

0
u1(reiθ)dθ − u1(0), u1(z) = sup{log |P (z,f)g(z)

C1(z) |, log |Hj(z)g(z)eωjzq

C1(z) | : 1 ≤ j ≤ t}.
注意到N(r, f) = o(rq). 根据引理2.1和引理2.5, 由P (z, f)的定义和式(3.6), 可以得到

(n− γp − t)N
(

r,
1
f

)
≤ o(T1(r)) + o(rq) (其中r →∞, r 6∈ E)

和

T1(r) ≤ (γp + t)N
(

r,
1
f

)
+ o(T1(r)) + o(rq) ≤ O(T (r, f)) + o(T1(r)) + o(rq).

又因为有n ≥ γp + t + 1和ρ(f) = q, 所以不难得到N(r, 1
f ) = o(rq), r(6∈ E) →∞.

同样依据方程(1.3)可以得到等式
H1(z)eω1zq

fn(z)
+ · · ·+ Ht(z)eωtz

q

fn(z)
− h(z)

∏l
k=0(f

(k)(z + ζk))nk

fn(z)
= 1. (3.7)

因为N(r, 1
f ) = o(rq), N(r, f) = o(rq), Hj(z)(其中j = 1, · · · , t)为有理函数且ρ(h) < q, 当r →

∞, r 6∈ E时, 由引理2.1, 引理2.5和P (z, f)g(z)为整函数的事实可以得到
t∑

j=1

N

(
r,

fn

Hj(z)eωjzq

)
+ N

(
r,

fn

h(z)
∏l

k=0(f (k)(z + ζk))nk

)
= o(rq),
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t∑

j=1

N

(
r,

Hj(z)eωjzq

fn

)
+ N

(
r,

h(z)
∏l

k=0(f
(k)(z + ζk))nk

fn

)
= o(rq).

记Tf (r) = max{T (r, h(z)
∏l

k=0(f
(k)(z+ζk))nk

fn ), T (r, Hj(z)eωjzq

fn ) : j = 1, · · · , t}. 对方程(3.7)应用引
理2.6, 得到

(1− o(1))Tf (r) = o(rq). (其中r →∞, r 6∈ E)
这意味着有T

(
r, P (z,f)

fn(z)

)
= o(rq)成立, 与式(3.3)矛盾, 故假设不成立.

接下来考虑−P (z, f),H1(z)eω1zq

,H2(z)eω2zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

是线性相关的情况. 因为ω1,
· · · , ωt是互相判别的非零复常数, 所以H1(z)eω1zq

,H2(z)eω2zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

是线性无关的, 从
而可以找到适当的常数b1, b2, · · · , bt使得

P (z, f) = h(z)
l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk =
t∑

j=1

bjHj(z)eωjzq

. (3.8)

把上式带入方程(1.3)可得

fn(z) =
t∑

j=1

(1− bj)Hj(z)eωjzq

. (3.9)

现在断言常数1− b1, 1− b2, · · · , 1− bt 中只有一个不为零. 假若至少存在两个数不为零, 不
失一般性, 方程(3.9)可以改写为

fne−ω1zq

= (1− b1)H1(z) + (1− b2)H2(z)e(ω2−ω1)z
q

+ · · ·+ (1− bt0)Ht0(z)e(ωt0−ω1)z
q

,

这里2 ≤ t0 ≤ t. 因为(1− b1)H1(z) 6≡ 0, 结合引理2.2和上面式子, 可以找到正常数d3满足

N

(
r,

1
f

)
=

1
n

N

(
r,

1
fne−ω1zq

)
≥ d3r

q, r →∞. (3.10)

另一方面, 由方程(3.9)可以推测到函数fn(z)g2(z)为整函数. 类似的可以取得C2(z)为整函
数fn(z)g2(z),H1(z)g2(z), H2(z)g2(z), · · · 的公共零点的乘积(每个公共零点的重数只取上述函
数中相应零点重数的最小值), 使得方程

fn(z)g2(z)
C2(z)

=
g2(z)(1− b1)H1(z)eω1zq

C2(z)
+ · · ·+ g2(z)(1− bt0)Ht0(z)eωt0zq

C2(z)
(3.11)

中的 fn(z)g2(z)
C2(z) , g2(z)(1−b1)H1(z)eω1zq

C2(z) , · · · ,
g2(z)(1−bt0 )Ht0 (z)e

ωt0zq

C2(z) 各项之间是没有公共零点的整函

数, 且满足

N

(
r,

1
C2

)
≤ N

(
r,

1
g2(z)H1(z)

)
= o(rq), r →∞.

对方程(3.11)应用引理2.4, 当r →∞, r 6∈ E时, 得到

nN

(
r,

1
f

)
≤ N

(
r,

C2

fng2

)
+ N

(
r,

g2

C2

)
= T2(r) + o(rq) ≤

t0∑

j=1

Nt0−1

(
r,

C2

g2(1− bj)Hjeωjzq

)
+ Nt0−1

(
r,

C2

fng2

)
+ o(T2(r)) + o(rq) ≤ (3.12)

(t0 − 1)N
(

r,
1
f

)
+ o(T2(r)) + o(rq),

这里的T2(r) = 1
2π

∫ 2π

0
u2(reiθ)dθ − u2(0), u2(z) = sup{log | g2(z)(1−bj)Hj(z)eωjzq

C2(z) | : 1 ≤ j ≤ t0}.
因为2 ≤ t0 ≤ t且由式(3.12)有T2(r) ≤ (t0 − 1)T (r, f) + o(T2(r)) + o(rq), 所以有N(r, 1

f ) =
o(rq), 这与式(3.10)是矛盾的, 假设不成立. 现不妨把这个非零数记为1− b1.

同理, 可以断言常数b1, b2, · · · , bt中也只有一个不为零. 当方程(3.8)中至少有两个数bj(1 ≤
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j ≤ t)不等于零时, 类似于式(3.10)的分析, 存在正常数d4满足

N

(
r,

1
P (z, f)

)
≥ d4r

q, r →∞.

然而根据定理1.2的条件并由引理2.1, 引理2.5和方程(3.9)又得到

N

(
r,

1
P (z, f)

)
= N

(
r,

1

h(z)
∏l

k=0(f (k)(z + ζk))nk

)
= o(rq), r →∞, r 6∈ E,

产生矛盾. 现不妨取j0 ∈ {1, 2, · · · , t}使得bj0 6= 0. 此时方程(3.8)可以写成

P (z, f) = h(z)
l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk = bj0Hj0(z)eωj0zq

. (3.13)

因为f(z)为亚纯函数, 根据分解定理和方程(3.9)有
f(z) = γ0(z)e

ω1zq

n , f (k)(z) = γk(z)e
ω1zq

n ,

这里的γn
0 (z) = (1− b1)H1(z), γi(z) = γ′i−1(z) + ω1qzq−1

n γi−1(z), i = 1, 2, · · · , k. 根据定义, 显然
有T (r, γk) = o(rq), 0 ≤ k ≤ l. 把f(z)的表达式代入方程(3.13), 可以得到

bj0Hj0(z)eωj0zq

= h(z)
l∏

k=0

γnk

k (z + ζk)e
ω1
n [n0(z+ζ0)

q+n1(z+ζ1)
q+···+nl(z+ζl)

q ].

由定理1.2的假设条件n > γp =
∑l

k=0 nk, 为达到上面等式的平衡, 需满足j0 6= 1, ωj0 = γp

n ω1.

此外结合方程(1.3), (3.9)和(3.13), 可以得到t = 2, j0 = 2, b1 = 0, b2 = 1. 当开始假
定1− b2 6= 0时, 也可以得到类似的结果. 综上所述有

t = 2, f(z) = γ0(z)e
ωjzq

n , γn
0 (z) = Hj(z), ωj′ =

γp

n
ωj , (3.14)

这里的j 6= j′满足集合{j, j′} = {1, 2}.
• 当γp < n ≤ γp + t. 设f(z)为方程(1.3)的亚纯函数解, 根据定义有λ(f) ≤ ρ(f) = q.

若λ(f) = ρ(f), 满足结论(i)中的第二种情况. 若λ(f) < ρ(f), 通过计算有

N

(
r,

1
f

)
= o(rq), r →∞.

类似的分别去讨论−P (z, f),H1(z)eω1zq

,H2(z)eω2zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

中各项是线性相关或线性

无关的情况, 同样可以得到式(3.14). 因而定理1.2中结论(i)得证.

(ii) H0(z) 6≡ 0. 通过引理2.3有

N

(
r,

1
f

)
= T (r, f) + o(T (r, f)), λ(f) = ρ(f) = q. (其中r →∞, r 6∈ E) (3.15)

类似于情形(i)中函数C1(z)的取法, 可以取到函数C3(z)使得 fn(z)g(z)
C3(z) , P (z,f)g(z)

C3(z) , H0(z)g(z)
C3(z) , · · · ,

Ht(z)g(z)
C3(z) 是一些没有公共零点的整函数, 同时满足N(r, 1

C3
) = o(rq), r →∞, r 6∈ E.

现在考虑n > γp + t + 1的情况. 若−P (z, f),H0(z),H1(z)eω1zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

是线性无关

的, 则考虑把方程(1.3)改写为
fn(z)g(z)

C3(z)
=

H0(z)g(z)
C3(z)

+
t∑

j=1

Hj(z)g(z)eωjzq

C3(z)
− P (z, f)g(z)

C3(z)
.

根据式(3.1), 引理2.1, 引理2.4和引理2.5, 类似于式(3.6)中的讨论可以得到

(n− γp − t− 1)N
(

r,
1
f

)
≤ o(rq), r →∞, r 6∈ E.

由于n > γp + t + 1, 结合式(3.15)和上面的式子可以导出T (r, f) = o(rq), 这是不可能的.

当−P (z, f),H0(z),H1(z)eω1zq

,H2(z)eω2zq

, · · · ,Ht(z)eωtz
q

是线性相关时, 同样可以找到不
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全为零的常数b′0, b
′
1, · · · , b′t使得

P (z, f) = h(z)
l∏

k=0

(f (k)(z + ζk))nk = b′0H0(z) +
t∑

j=1

b′jHj(z)eωjzq

.

把上式代入方程(1.3), 有

fn(z) = (1− b′0)H0(z) +
t∑

j=1

(1− b′j)Hj(z)eωjzq

. (3.16)

根据引理2.3和式(3.15), 可以推测到上面方程右侧的常系数1− b′0, 1− b′1, · · · , 1− b′t中至少有两

项不为零. 反之, 根据方程(3.16)有T (r, f) = N(r, 1
f ) + o(rq) = o(rq), 产生矛盾.

依据方程(3.16)同样可以知道fn(z)g2(z)为整函数, 再类似方程(3.11)和式(3.12)的分析

可以得到(n − t)N
(

r,
1
f

)
≤ o(rq), r → ∞, r 6∈ E. 结合式(3.15)和上面事实同样可以导

出T (r, f) = o(rq), 产生矛盾. 定理1.2中结果(ii)得证.

§4 定理1.3的证明

(i) 当 b1
ω1

= c(0 < c < 1)时, 根据定义有δ(b1z
q, θ) = cδ(ω1z

q, θ). 记集合
S1(θ) = {θ ∈ [0, 2π) : δ(ω1z

q, θ) > 0}.
由引理2.7和注2.1知道mes(S1(θ)) = π. 因为B0(z), B1(z),H0(z),H1(z)均是增长级小于q的整函

数, 当θ ∈ S1(θ)\F1时, 根据引理2.7, 对任意给定的ε0 ∈ (0, 1−c
1+c ), 当r > R0(θ)有

1
2

exp{(1− ε0)δ(ω1z
q, θ)rq} ≤

∣∣∣H0(z) + H1(z)eω1zq
∣∣∣ (4.1)

和 ∣∣∣B0(z) + B1(z)eb1zq
∣∣∣ ≤ 2 exp{(1 + ε0)cδ(ω1z

q, θ)rq} (4.2)
成立, 这里F1 ⊂ [0, 2π)表示线测度为零的集合. 下面证明(S1(θ)\F1) ⊆ TD(f).

根据超越方向的定义, 当θ 6∈ TD(f)时, 存在充分小的正数ε有

|f(z)| ≤ |z|M0 , z ∈ Ω(θ − ε, θ + ε), (4.3)
这里的M0表示为适当的正常数(以下每次出现时可不必相同). 可以通过缩小角域, 选取适当的
正数ε1(< ε), 当|z| = r充分大时可以使得

|f(z + ζk)| ≤ |z|M0 , z ∈ Ω(θ − ε1, θ + ε1),
这里的ζk(k = 0, 1, · · · , l)为不同的复常数. 因为f(z)为整函数, 利用Cauchy估计式, 对任意
的k ∈ N满足

|f (k)(z + ζk)| ≤ |z|M0 , z ∈ Ω
(
θ − ε1

3
, θ +

ε1

3

)
, |z| = r →∞. (4.4)

对任意给定的θ ∈ (S1(θ)\F1)但θ 6∈ TD(f)时, 结合方程(1.4)和式(4.1)-(4.4)有
1
2

exp{(1− ε0)δ(ω1z
q, θ)rq} ≤

∣∣∣H0(z) + H1(z)eω1zq
∣∣∣ ≤

[1 + 2 exp{(1 + ε0)cδ(ω1z
q, θ)rq}]O(rM0).

把上面的式子进一步整理可以得到

exp{[(1− ε0)− c(1 + ε0)]δ(ω1z
q, θ)rq} ≤ O(rM0).

因为0 < ε0 < 1−c
1+c , 所以[(1 − ε0) − c(1 + ε0)]δ(ω1z

q, θ) > 0, 当r充分大时导出矛盾. 故只能
是有(S1(θ)\F1) ⊆ TD(f)成立. 利用引理2.8可得(S1(θ)\F1) ⊆ TD(f) ⊆ ⋂

m∈Z

TD(f (m)). 因
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为F1的线测度为零, 所以有mes(L(f (m))) ≥ mes

( ⋂

m∈Z

TD(f (m))

)
≥ π.

(ii) 当Im(b1) 6= 0, ω1 ∈ R+时, 根据注2.1有
δ(ω1z

q, θ) = |ω1| cos(qθ), δ(b1z
q, θ) = |b1| cos(qθ + arg b1),

这里的arg b1 ∈ (0, π) ∪ (π, 2π). 下面分arg b1 ∈ (0, π)和arg b1 ∈ (π, 2π)两种情况来考虑, 记
Sj(θ) = Sj(ω1z

q, θ) ∩ Sj+1(b1z
q, θ), j = 0, 2, · · · , 2q − 2,

这里的Sj(ω1z
q, θ) = {θ ∈ [0, 2π) : (2j − 1) π

2q < θ < (2j + 1) π
2q},

Sj+1(b1z
q, θ) =

{
θ ∈ [0, 2π) : (2j + 1)

π

2q
− arg b1

q
< θ < (2j + 3)

π

2q
− arg b1

q

}
.

显然, ∀θ ∈ Sj0(θ), 有δ(ω1z
q, θ) = |ω1| cos(qθ) > 0, δ(b1z

q, θ) = |b1| cos(qθ + arg b1) < 0.

• 当arg b1 ∈ (0, π)时, 对于任意不同的两个i0, j0 ∈ {0, 2, · · · , 2q − 2}, 有
Si0(θ) ∩ Sj0(θ) = ∅,mes(Si0(θ)) = mes(Sj0(θ)) =

arg b1

q
.

因为ρ(B0) < q和δ(b1z
q, θ) < 0, 利用引理2.7, 当θ ∈ Sj0(θ)\F1时有∣∣∣B0(z) + B1(z)eb1zq

∣∣∣ ≤ |B0(z)|+ exp
{

1
2
δ(b1z

q, θ)rq

}
< exp

{
r

ρ(B0)+q
2

}
. (4.5)

假设此时θ 6∈ TD(f), 把式(4.1), (4.3)-(4.5)代入方程(1.4)得到
1
2

exp {(1− ε0)δ(ω1z
q, θ)rq} ≤

(
1 + exp{r ρ(B0)+q

2 }
)

O(rM0).

又因δ(ω1z
q, θ) > 0, 所以当r充分大时上面式子显然是矛盾的. 这意味着有

(Sj0(θ)\F1) ⊆ TD(f) ⊆
⋂

m∈Z

TD(f (m)).

当j0取遍所有0, 2, · · · , 2q − 2的数时, 上式依旧成立, 从而有mes
( ⋂

m∈Z

TD(f (m))
)
≥ arg b1.

• 当arg b1 ∈ (π, 2π)时, 根据集合Sj(ω1z
q, θ) 和Sj+1(b1z

q, θ)的定义, 可以得到

mes(Sj(θ)) =
2π − arg b1

q
, j = 0, 2, · · · , 2q − 2.

当j取遍所有的偶数0, 2, · · · , 2q − 2时, 类似上面的分析, 同样有mes
(⋂

m∈Z TD(f (m))
) ≥ 2π−

arg b1. 综合上面两种情况的分析, 结合引理2.8和关系式TD(f) ⊆ L(f), 可以得到

mes(L(f (m))) ≥ mes

( ⋂

m∈Z

TD(f (m))

)
≥ min{arg b1, 2π − arg b1}.
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On the properties of solutions to nonlinear delay differential equations
SUN He-qing, LI Ye-zhou, NIU Wen-xiao

(School of Science, Beijing University of Posts and Telecommunications, Beijing 100876, China)

Abstract: Let ω1, · · · , ωt be distinct nonzero complex numbers, H0(z), · · · , Ht(z) be meromor-

phic functions. In this paper, the zero distribution and growth of meromorphic solutions of the Tumura-

Cluine type nonlinear delay differential equation

fn(z) + P (z, f) = H0(z) + H1(z)eω1zq

+ · · ·+ Ht(z)eωtzq

are studied, where n(≥ 2), t, q ∈ N+ and P (z, f) is a delay differential monomial. Using the properties

of exponential polynomials in the angular domain, it also considers the radial distribution of Julia sets

of entire solutions to the above equation, and the lower bound estimates of the measure of related

limiting directions are verified.
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