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基于交互作用的生存函数中混杂因子的判断

准则
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摘 要: 该文利用协变量在总体与子群体的潜在分布中的差异性, 讨论了在生存函数
中, 协变量是连续型的条件下, 基于多暴露且存在交互作用的混杂因子判断准则问题,
得到了协变量是一维情况下一致无混杂和一致无关因子的充要条件, 同时也得到了协
变量是多维情况下条件一致无混杂和条件一致无关因子向量的充分条件, 从而给出了
基于交互作用的生存函数中判断单个混杂因子和多重混杂因子的准则.
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§1 引 言

在处理效应的统计推断研究中, 如果某种暴露(或者处理)对某种疾病的因果作用受到协变
量不同取值的影响而不同, 这种现象称为混杂, 能引起混杂且不受暴露影响的协变量称为混杂因
子. 由于可能存在混杂, 在估计因果作用之前, 首先要判断哪些协变量是混杂因子, 目前其判断
准则主要有可压缩性准则和可比较性准则两类. 可压缩性准则依赖于变量间的关联测度, 可压
缩一般对应无混杂, 从而在估计因果作用时可以忽略掉不会引起混杂的协变量[1]. 然而关联测度
的选择往往使得混杂因子的判断准则具有较强的主观性, 且有时不可压缩却对应无混杂[2], 因此
在处理效应的统计推断中基于潜在结果模型的可比较性准则的应用更广泛. 文[3]利用很多流行
病学的案例归纳总结出判断混杂因子的准则, 文[4]在潜在混杂因子集是混杂的充分控制集的假
设下推广了Miettinen-Cook的准则, 文[5]利用标准化的方法给出了离散型协变量中混杂因子的
判断准则, 文[6]提出了离散型协变量中判断多重混杂因子的方法. 以上研究均考虑的是单一暴
露情况下混杂因子的判断准则, 但是在现实情况中可能存在多个暴露, 且多个暴露之间存在交互
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作用. 在这种情况下, 文[7]给出了基于优势比测度下Logistic回归模型中具有交互作用的混杂因
子判别条件. 从文[8-10]的讨论可以知道, 这些研究在处理效应的统计推断中是十分有意义的.

在生存分析中, 常常用一个非负随机变量T来表示寿命, 在考虑系统性因素对寿命的影响
时, 按照文[11]的描述方式, 假设X是暴露(处理)变量, V是协变量, 在一定的条件下, 考虑协变量
可能使寿命和暴露之间的关系产生完全相反的结论, 即出现Simpson悖论. 根据处理效应统计推
断的相关描述, 可能存在混杂, 即V可能是混杂因子. 上述学者给出的是流行病学中基于离散型
协变量判断混杂因子的准则, 而在生存分析的范围内, 协变量是连续型的. 另外, 文[2]基于因果
网络(因果图模型)给出的后门准则也可以判断混杂因子, 这种方法依赖于路径分析. 其主要问题
是因果网络路径的学习是困难的, 研究者需要接受因果关系假设的正确性, 这导致因果网络的方
法可能不适合在生存函数中判断混杂因子. 笔者利用一致无关因子给出了一个间接判断混杂因
子的准则, 从而解决了该问题. 考虑到可能存在不止一个暴露的影响, 本文将致力于研究寿命关
于多个变量暴露且有交互作用, 连续型协变量在生存函数中判断混杂的准则问题, 这对生存分析
中影响寿命的混杂因子的辨别和因果作用的估计具有极其重要的意义.

§2给出了暴露变量、协变量、潜在生存函数等的基本概念和记号. §3在考虑多种暴露影响
且存在交互作用, 以及协变量是连续型的条件下, 利用协变量在总体与子群体的潜在分布中的差
异性, 通过遍历协变量值域的任意非空可测子集, 得到了协变量是一维情况下因果寿命分布一致
无混杂和一致无关因子的充要条件, 同时也得到了协变量是多维情况下因果寿命分布条件一致
无混杂和条件一致无关因子向量的充分条件, 进而给出了生存函数中基于交互作用的混杂因子
的判断准则. §4对本文研究的内容进行了总结和讨论.

§2 基本概念与记号
记T为寿命变量, F (t) = P (T ≤ t)是T的分布函数, f(t)是T的概率密度函数, S(t) = P (T >

t)为T的生存函数, 如果寿命T受到暴露(处理)变量X和协变量V的作用时, 则给定X = x, V =
v的条件概率密度函数和条件生存函数分别记为f(t|x, v), S(t|x, v) = P (T > t|X = x, V = v),
而f(t|x), S(t|x) = P (T > t|X = x)分别有类似的称呼.

令X为离散型多值暴露变量, Tx0表示在暴露X = x0中群体对应的寿命. 假设对于一个总
体而言, 暴露的任意取值X = x的子群体均存在, 则Sx0(t|x0) = P (Tx0 > t|X = x0)表示在暴
露X = x0中子群体对应的潜在生存函数. Sx0(t) = P (Tx0 > t)表示总体在暴露X = x0中对应的

潜在生存函数, 称为Tx0的因果寿命分布. 考虑连续型协变量V时, Sx0(t|x0, v) = P (Tx0 > t|X =
x0, V = v)和Sx0(t|v) = P (Tx0 > t|V = v)分别表示给定V = v条件下暴露取值为X = x0的子群

体对应的潜在生存函数和暴露取值为X = x0的总体对应的潜在生存函数. 假设暴露变量和协变
量对寿命T有某种影响, 且协变量不受暴露变量的影响, 作者想要研究的是存在多种暴露变量且
有交互作用时, 连续型协变量是否为混杂因子, 判断准则是什么? 截止目前, 在生存函数的因果
推断中, 笔者还没有发现有这方面的研究文献.

本文采用文[12]的记号, X ⊥⊥ V表示随机变量(或随机向量)X与V相互独立, T ⊥⊥ V |X表示
给定X的条件下, T与V相互独立.
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§3 基于交互作用的生存函数中判断混杂因子的准则
本节主要在多暴露变量存在交互作用的条件下, 从协变量是一维连续型和多维连续型两种

情况分别给出单个混杂因子和多重混杂因子的判断准则.
为了简化讨论, 假设存在两个暴露X1和X2的共同影响, 研究的暴露变量均为二值型,

则Sx1,x2(t|X1 = x1, X2 = x2) = P (Tx1,x2 > t|X = x1, X2 = x2)表示在暴露X1 = x1和X2 =
x2共同作用中子群体对应的潜在生存函数. 不失一般性, 设协变量V的密度函数f(v)的支撑集
为R, 以下先给出交互作用的基本概念.

定定定义义义3.1 设X1和X2是两个二值暴露(处理)变量, 分别均取值为1, 0, 表示暴露与不暴露,
如果X1对寿命T的因果作用在X2分别取0和1时不同, 即

S1,1(t|X1 = 1, X2 = 1)− S0,1(t|X1 = 0, X2 = 1)

6=S1,0(t|X1 = 1, X2 = 0)− S0,0(t|X1 = 0, X2 = 0),
称X1和X2之间存在交互作用.

由于在使用交互作用概念的时候必须说明所使用的关联测度[13], 比如文[7]讨论的是基于优
势比测度下Logistic回归模型中具有交互作用的混杂因子判别条件, 然而关联测度的选择具有
主观上的局限性, 而且根据反事实结局, 受到单一暴露变量影响的总体中全部个体的响应类型
有四种: 劣势型、优势型、受益型和受害型(如表1所示), 如果存在两种暴露及其交互作用的影
响, 情况如文[14]首次描述的16种不同响应类型, 由此可见多种暴露存在交互作用的情况十分复
杂. 文[15]给出了一个新的研究角度, 考虑将两个暴露变量看作有四种不同取值的单一暴露变
量X = (X1, X2), 取值分别为(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), 这样既可以忽略所选的关联测度, 又可以
避免讨论复杂的交互作用类型的问题. 这时, 基于交互作用的多暴露变量生存函数中混杂因子的
判断准则问题转化成多值的单一暴露生存函数中混杂因子的判断准则问题, 同理对于超过两个
暴露且存在交互作用的情况也有类似的考虑方式.

表 1 单一暴露下的四种响应类型
响应类型 X = 0 X = 1

劣势型 T0 < t T1 < t

优势型 T0 > t T1 > t

受益型 T0 < t T1 > t

受害型 T0 > t T1 < t

不失一般性, 设协变量V的密度函数f(v)的支撑集为R, R是实数集R的子集, 以下给出混杂
偏倚等概念.

定定定义义义3.2 对于给定的暴露X = x0, 寿命Tx0的潜在生存函数在暴露X = x0作用下的混杂偏

倚表示为B = Sx0(t)− Sx0(t|x0). 设ω为R的可测子集, P (V ∈ ω) > 0, 令
Bω = Sx0(t|V ∈ ω)− Sx0(t|x0, V ∈ ω).

称Bω为潜在生存函数在暴露X = x0作用下, 协变量V在ω上产生的混杂偏倚.
注注注记记记3.1 当B 6= 0时，则存在混杂因子.
定定定义义义3.3 给定暴露X = x0, 如果

Sx0(t) = Sx0(t|x0),∀t,
即B = 0, 称Tx0的因果寿命分布在给定暴露X = x0中是无混杂的.
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定定定义义义3.4 对于给定的暴露X = x0, 令
Bv = Sx0(t|v)− Sx0(t|x0, v).

称Bv是潜在生存函数在暴露X = x0作用下, 协变量在V = v处的混杂偏倚. 如果
Sx0(t|v) = Sx0(t|x0, v),∀t, v,

即Bv = 0, 称Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是条件无混杂的. 如
果存在x′, t′, v′, 使得Sx′(t′|v′) 6= Sx′(t′|x′, v′), 则称Tx′的因果寿命分布关于协变量V在给定暴

露X = x′中是条件混杂的, 此时V就是混杂因子.

注注注记记记3.2 若Tx0的因果寿命分布在给定暴露X = x0中是无混杂的, 则不需要根据协变
量V对总体进行分层, 即Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中一定是条件无混

杂的, 从而不存在混杂因子.

文[16]提出的处理分配机制的可忽略性假定是观察性研究中判断混杂因子的最重要的假定.
与之类似, 本文给出生存分析中基于生存函数的暴露分配机制可忽略性假定, 下文对混杂因子判
断准则的讨论也多次运用到这个假定, 现在给出这个假定的表述.

假假假定定定3.1(暴露分配机制的可忽略性假定) 对于暴露的任意取值X = x, 如果满足

(i) Tx ⊥⊥ X|V , 且

(ii) 0 < P (X = x|V = v) < 1,

那么称暴露分配机制是可忽略的.

这里给出的暴露分配机制可忽略性假定是一种弱可忽略性, 即对于暴露的四个取
值(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)分别有T00 ⊥⊥ X|V , T01 ⊥⊥ X|V , T10 ⊥⊥ X|V和T11 ⊥⊥ X|V都成
立, 与文[16]中的二值处理下强可忽略性不同.

3.1 单个混杂因子的判断准则

文[5]在暴露变量和响应变量都是二值且协变量是离散型的时候给出了混杂因子的判别方
法, 而在本文中寿命变量T和协变量V都是连续型, 且暴露变量转化为多值型. 一般而言, 将离散
型变量过渡到连续型时, 相应的结论往往是很难得到, 例如文[17]在证明分布相依度的可压缩性
条件时, 发现连续型变量远比离散型变量的情况更复杂. 本节通过遍历连续型协变量值域的任
意非空可测子集去定义一致无混杂和一致无关因子, 探索了协变量在暴露的子群体和暴露的总
体时的分布差异, 从而获得了多个暴露且存在交互作用时单个混杂因子的判断准则.

定定定义义义3.5 给定暴露X = x0, 如果对于R的任意非空可测子集ω总有

Sx0(t|V ∈ ω) = Sx0(t|x0, V ∈ ω),∀t,
即Bω = 0, 称Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

不失一般性, 以下均假设P (X = x, V ∈ ω) > 0,∀x, ω. 为了给出单个混杂因子的判断准则,
下面先给出一个引理.

引引引理理理3.1 设非空可测集ω1 ⊆ ω, ω2 ⊆ ω, 使得ω1 ∪ ω2 = ω且ω1 ∩ ω2 = ∅. 如果Tx0的因果

寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的, 则

(i) P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0) = P (Tx0 > t|X = x0)P (V ∈ ω|X = x0), 或者

(ii) P (V ∈ ω|X = x0) = P (V ∈ ω).

证 因为Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的, 故
P (Tx0 > t|V ∈ ω) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω),∀t, ω ⊆ R, (1)
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同时P (Tx0 > t|V ∈ ωi) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ωi), i = 1, 2也成立. 又由全概率公式, 方
程(1)可以转化为

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω1)P (V ∈ ω1|V ∈ ω)+

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω2)P (V ∈ ω2|V ∈ ω) =

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω1)P (V ∈ ω1|X = x0, V ∈ ω)+

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω2)P (V ∈ ω2|X = x0, V ∈ ω),

(2)

因为

P (V ∈ ω1|X = x0, V ∈ ω) + P (V ∈ ω2|X = x0, V ∈ ω) = 1,

所以方程(2)可以转化成
[P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω1)− P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω2)]×
[P (V ∈ ω1|V ∈ ω, X = x0)− P (V ∈ ω1|V ∈ ω)] = 0,

则

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω1) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω2), (3)
或者

P (V ∈ ω1|V ∈ ω, X = x0) = P (V ∈ ω1|V ∈ ω). (4)

(i) 当方程(3)成立时, 即
P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω1)

P (X = x0, V ∈ ω1)
=

P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω2)
P (X = x0, V ∈ ω2)

,

则
P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω1)

P (X = x0, V ∈ ω1)
=

P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω1) + P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω2)
P (X = x0, V ∈ ω1) + P (X = x0, V ∈ ω2)

=

P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω)
P (X = x0, V ∈ ω)

=
P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω2)

P (X = x0, V ∈ ω2)
,

即

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω1) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω2) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω).
由ω的任意性可知, 取ω1 = ω，ω2 = ω, 则

P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω + ω) = P (Tx0 > t|X = x0),
于是

P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω)
P (X = x0, V ∈ ω)

=
P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0)

P (V ∈ ω|X = x0)
= P (Tx0 > t|X = x0),

即

P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0) = P (Tx0 > t|X = x0)P (V ∈ ω|X = x0).

(ii) 当方程(3)不成立时, 则方程(4)成立. 因为

P (V ∈ ω1|V ∈ ω, X = x0) =
P (V ∈ ω1|X = x0)
P (V ∈ ω|X = x0)

, P (V ∈ ω1|V ∈ ω) =
P (V ∈ ω1)
P (V ∈ ω)

,

故方程(4)等价于
P (V ∈ ω1|X = x0)

P (V ∈ ω1)
=

P (V ∈ ω|X = x0)
P (V ∈ ω)

,

由于ω1和ω2地位的对称性, 则
P (V ∈ ω1|X = x0)

P (V ∈ ω1)
=

P (V ∈ ω|X = x0)
P (V ∈ ω)

=
P (V ∈ ω2|X = x0)

P (V ∈ ω2)
,
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由ω的任意性可知, 取ω1 = ω, ω2 = ω, 则
P (V ∈ ω|X = x0)

P (V ∈ ω)
=

P (V ∈ ω|X = x0) + P (V ∈ ω|X = x0)
P (V ∈ ω) + P (V ∈ ω)

=
P (V ∈ R|X = x0)

P (V ∈ R)
= 1,

即

P (V ∈ ω|X = x0) = P (V ∈ ω).

定定定理理理3.1 在暴露分配机制的可忽略性假定下, Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴

露X = x0中一致无混杂的充要条件是

(i) Tx0 ⊥⊥ V |X = x0, 或者

(ii) f(v) = f(v|x0).

其中f(v|x0)为给定X = x0下, V的条件分布函数P (V < v|X = x0)的条件概率密度函数.

证证证 充分性 为了证明充分性, 只需证明
Sx0(t|V ∈ ω) = Sx0(t|x0, V ∈ ω),∀t, ω ⊆ R

成立即可.

Sx0(t|V ∈ ω) =
P (Tx0 > t, V ∈ ω)

P (V ∈ ω)
=

∫ +∞
t

∫
ω

f(u, v)dudv

P (V ∈ ω)
=

∫ +∞
t

∫
ω

f(u|v)f(v)dudv

P (V ∈ ω)
=

∫

ω

P (Tx0 > t|V = v)
f(v)dv

P (V ∈ ω)
.

由暴露分配机制的可忽略性假定3.1可知, P (Tx0 > t|V = v) = P (Tx0 > t|X = x0, V = v), 则

Sx0(t|V ∈ ω) =
∫

ω

P (Tx0 > t|X = x0, V = v)
f(v)dv

P (V ∈ ω)
. (5)

(i) 设Tx0 ⊥⊥ V |X = x0, 则P (Tx0 > t|X = x0, V = v) = P (Tx0 > t|X = x0), 代入(5)式可
得

Sx0(t|V ∈ ω) =
∫

ω

P (Tx0 > t|X = x0)
f(v)dv

P (V ∈ ω)
=

P (Tx0 > t|X = x0)
∫

ω

f(v)dv

P (V ∈ ω)
= P (Tx0 > t|X = x0),

(6)

再利用Tx0 ⊥⊥ V |X = x0, 有P (Tx0 > t|X = x0) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω), 所以
Sx0(t|V ∈ ω) = P (Tx0 > t|X = x0, V ∈ ω) = Sx0(t|x0, V ∈ ω),

由定义3.5可知, Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

(ii) 设f(v) = f(v|x0), 则P (V ∈ ω|X = x0) = P (V ∈ ω), 那么

Sx0(t|x0, V ∈ ω) =
P (Tx0 > t, X = x0, V ∈ ω)

P (X = x0, V ∈ ω)
=

P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0)
P (V ∈ ω|X = x0)

=

∫ +∞
t

∫
ω

f(u, v|x0)dudv

P (V ∈ ω|X = x0)
=

∫ +∞
t

∫
ω

f(u|v, x0)f(v|x0)dudv

P (V ∈ ω|X = x0)
=

∫

ω

P (Tx0 > t|X = x0, V = v)
f(v|x0)dv

P (V ∈ ω|X = x0)
=

∫

ω

P (Tx0 > t|X = x0, V = v)
f(v)dv

P (V ∈ ω)
,

由(5)式得
Sx0(t|V ∈ ω) = Sx0(t|x0, V ∈ ω),

由定义3.5可知, Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

必要性 因为Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的,
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故由引理1可知, P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0) = P (Tx0 > t|X = x0)P (V ∈ ω|X = x0)或
者P (V ∈ ω|X = x0) = P (V ∈ ω)成立.

对于P (Tx0 > t, V ∈ ω|X = x0) = P (Tx0 > t|X = x0)P (V ∈ ω|X = x0), 由条件独立性的
定义知, Tx0 ⊥⊥ V |X = x0成立.

当P (V ∈ ω|X = x0) = P (V ∈ ω)时, 即∀ω, 有∫

ω

f(v|x0)dv =
∫

ω

f(v)dv.

由ω的任意性, 根据文[18]第71页定理3.2.2(2)可知, f(v|x0) = f(v) a.e., 从而必要性得证.
这里是对于暴露的特定取值X = x0, 有Tx0 ⊥⊥ V |X = x0或者f(v) = f(v|x0)成立, 而

对于X = x′′, x′′ 6= x0时, 可能使得一致无混杂不成立, 即Sx′′(t|V ∈ ω) 6= Sx′′(t|x′′, V ∈ ω),
但如果对于暴露的任意取值X = x, 都有定理3.1的两个条件成立, 则这两个条件可以写
成Tx ⊥⊥ V |X = x或者V ⊥⊥ X, 下面给出一致无关因子的定义.

定定定义义义3.6 对于任意的暴露取值X = x和R的任意非空可测子集ω总有

Sx(t|V ∈ ω) = Sx(t|x, V ∈ ω),∀t,
称V为一个一致无关因子.

注注注记记记3.3 V为一个一致无关因子意味着Tx的因果寿命分布关于协变量V在任意暴露X =
x中是一致无混杂的.

定定定理理理3.2 在暴露分配机制的可忽略性假定下, 一个协变量V是一致无关因子的充要条件是

(i) Tx ⊥⊥ V |X = x, 或者
(ii) V ⊥⊥ X.
证 充分性由定理3.1及暴露取值的任意性易得.
必要性 因为协变量V是一致无关因子, 由定理3.1和注记3.3可得Tx ⊥⊥ V |X = x或者V ⊥⊥

X, 所以结论成立.
定定定义义义3.7 设ω1, ω2, · · · , ωs(s ≥ 2)是R的s个非空可测子集, 若同时满足
(i) ωi ∩ ωj = ∅, i 6= j，

(ii) P (V ∈ ωi) > 0, i = 1, 2, · · · , s，

(iii)
⋃
i

ωi=R,

则称P = {ω1, ω2, · · · , ωs}为R关于V的一个分割.
定定定理理理3.3 在暴露分配机制的可忽略性假定下, 如果一个协变量V是一致无关因子, 则Tx的

因果寿命分布关于协变量V在任意暴露X = x中是无混杂的.
证证证 因为协变量V是一个一致无关因子, 故

Sx(t|V ∈ ω) = Sx(t|x, V ∈ ω),∀t, ω ⊆ R,

由定理3.2可知, 协变量V是一个一致无关因子可以推出Tx ⊥⊥ V |X = x或者V ⊥⊥ X.
(i) 当Tx ⊥⊥ V |X = x成立时, 可得与方程(6)类似的形式, 即Sx(t|V ∈ ω) = P (Tx > t|X =

x), 设对于R关于V的任意一个分割P = {ω1, ω2, · · · , ωs}使得
s∑

i=1

P (V ∈ ωi) = 1, 则

Sx(t) =
s∑

i=1

Sx(t|V ∈ ωi)P (V ∈ ωi) = P (Tx > t|X = x)
s∑

i=1

P (V ∈ ωi) = Sx(t|x),

由定义3.3及暴露取值的任意性知, Tx的因果寿命分布关于协变量V在任意暴露X = x中是无混

杂的.
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(ii) 当V ⊥⊥ X成立时, 可得P (V ∈ ω|X = x) = P (V ∈ ω),∀ω ⊆ R, 则对于R关于V的任意

一个分割P = {ω1, ω2, · · · , ωs},
Sx(t) =

s∑

i=1

Sx(t|V ∈ ωi)P (V ∈ ωi) =
s∑

i=1

Sx(t|x, V ∈ ωi)P (V ∈ ωi|X = x) = Sx(t|x),

由定义3.3及暴露取值的任意性知, Tx的因果寿命分布关于协变量V在任意暴露X = x中是无混

杂的.

由注记3.2和定理3.3可知, 如果协变量V是一个一致无关因子, 则它不是混杂因子, 从而间接
得到了一维协变量情况下判断混杂因子的准则.

3.2 多重混杂因子的判断准则

协变量是多维时, 设协变量V = (V1, V2, · · · , Vn), 协变量的某些分量可能不会引起混杂, 如
果能控制那些可以引起混杂的分量, 即混杂因子向量, 则其他分量均可忽略掉, 这时称混杂因子
向量为充分控制向量, 显然最大的充分控制向量是协变量本身. 若对协变量进行控制, 则控制了
混杂因子向量, 从而有Tx ⊥⊥ X|V , 这与暴露机制的可忽略性假定3.1是对应的. 文[6]在讨论多维
离散型协变量是否为混杂因子集的判断准则时, 否认了弱可忽略性的可用性, 而是利用因果图的
方式得到了协变量给定的条件下, 响应变量与处理变量独立的结论, 但给出的暴露机制的可忽略
性假定3.1在响应变量和协变量都是连续型时是可用的. 本小节将给出协变量是多维连续型情况
下多重混杂因子的判断准则.

令Rk表示协变量V的分量Vk的密度函数的支撑集, ωk表示Rk的一个非空可测子集, 则R =
R1×R2×· · ·×Rn, ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)>. 令V ′ 和V ′′表示V的分块,即V = (V ′, V ′′),其中V ′的

维数是q, 0 < q < n.

定定定义义义3.8 给定暴露X = x0, 如果对于V各个分量的支撑集的任意非空可测子集ωk ⊆
Rk, k = 1, 2, · · · , n, 总有

Sx0(t|V1 ∈ ω1, · · · , Vn ∈ ωn) = Sx0(t|x0, V1 ∈ ω1, · · · , Vn ∈ ωn),∀t,
即

Sx0(t|V ∈ ω) = Sx0(t|x0, V ∈ ω),∀t,
那么称Tx0的因果寿命分布关于协变量V在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

定定定义义义3.9 对于暴露X = x0, 设R′ = R1 ×R2 × · · · ×Rq, 如果对于任意V ′′ = v′′和ω′ ⊆ R′,
总有

Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) = Sx0(t|x0, V
′ ∈ ω′, v′′),∀t,

称Tx0的因果寿命分布在V ′′条件下关于V ′在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

定定定义义义3.10 对于任意的暴露取值X = x, V ′′ = v′′ 和ω′ ⊆ R′, 总有
Sx(t|V ′ ∈ ω′, v′′) = Sx(t|x, V ′ ∈ ω′, v′′),∀t,

称V ′为一个给定V ′′的一致无关因子向量.

定定定理理理3.4 在暴露分配机制的可忽略性假定下, 令f(v′|x0, v
′′)为给定X = x0和V ′′ = v′′下,

V ′的条件分布函数P (V ′ < v′|X = x0, V
′′ = v′′)的条件概率密度函数, 如果

(i) Tx0 ⊥⊥ V ′|(X = x0, V
′′), 或者

(ii) f(v′|v′′) = f(v′|x0, v
′′),

则Tx0的因果寿命分布在V ′′条件下关于V ′在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.
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证证证 由定义3.9可知, 只需证明
Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) = Sx0(t|x0, V

′ ∈ ω′, v′′),∀t, v′′, ω′ ⊆ R′

成立即可. 显然

Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) =
P (Tx0 > t, V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
=

∫ +∞
t

∫
ω′ f(u, v′|v′′)dudv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
=

∫ +∞
t

∫
ω′ f(u|v′, v′′)f(v′|v′′)dudv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
=

∫
ω′ P (Tx0 > t|V ′ = v′, V ′′ = v′′)f(v′|v′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
,

由暴露分配机制的可忽略性假定3.1可知
P (Tx0 > t|V ′ = v′, V ′′ = v′′) = P (Tx0 > t|X = x0, V

′ = v′, V ′′ = v′′),
则

Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) =

∫
ω′ P (Tx0 > t|X = x0, V

′ = v′, V ′′ = v′′)f(v′|v′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
. (7)

(i) 设Tx0 ⊥⊥ V ′|(X = x0, V
′′), 则

P (Tx0 > t|X = x0, V
′ = v′, V ′′ = v′′) = P (Tx0 > t|X = x0, V

′′ = v′′),
代入(7)式可得

Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) =

∫
ω′ P (Tx0 > t|X = x0, V

′′ = v′′)f(v′|v′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
=

P (Tx0 > t|X = x0, V
′′ = v′′)

∫
ω′ f(v′|v′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
=

P (Tx0 > t|X = x0, V
′′ = v′′),

再利用Tx0 ⊥⊥ V ′|(X = x0, V
′′), 有

P (Tx0 > t|X = x0, V
′′ = v′′) = P (Tx0 > t|X = x0, V

′ ∈ ω′, V ′′ = v′′),
所以

Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) = P (Tx0 > t|X = x0, V
′ ∈ ω′, V ′′ = v′′) = Sx0(t|x0, V

′ ∈ ω′, v′′),
由定义3.9可知, Tx0的因果寿命分布在V ′′条件下关于V ′在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

(ii) 设f(v′|v′′) = f(v′|x0, v
′′), 则P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′) = P (V ′ ∈ ω′|X = x0, V

′′ = v′′), 则

Sx0(t|x0, V
′ ∈ ω′, v′′) =

P (Tx0 > t, V ′ ∈ ω′|X = x0, V
′′ = v′′)

P (V ′ ∈ ω′|X = x0, V ′′ = v′′)
=

∫ +∞
t

∫
ω′ f(u, v′|x0, v

′′)dudv′

P (V ′ ∈ ω′|X = x0, V ′′ = v′′)
=

∫ +∞
t

∫
ω′ f(u|x0, v

′, v′′)f(v′|x0, v
′′)dudv′

P (V ′ ∈ ω′|X = x0, V ′′ = v′′)
=

∫

ω′
P (Tx0 > t|X = x0, V

′ = v′, V ′′ = v′′)
f(v′|x0, v

′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|X = x0, V ′′ = v′′)
=

∫

ω′
P (Tx0 > t|X = x0, V

′ = v′, V ′′ = v′′)
f(v′|v′′)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V ′′ = v′′)
,

由(7)式得
Sx0(t|V ′ ∈ ω′, v′′) = Sx0(t|x0, V

′ ∈ ω′, v′′),
由定义3.9可知, Tx0的因果寿命分布在V ′′条件下关于V ′在给定暴露X = x0中是一致无混杂的.

如果对于暴露的任意取值X = x, 均有定理3.4的充分条件成立, 则这两个条件可以写
成Tx ⊥⊥ Y ′|(X = x, V ′′)或者V ′ ⊥⊥ X|V ′′. 令V −(i) = V \Vi表示V剔除一个特定的分量Vi后的协

变量, 于是就有如下的定理3.5.

定定定理理理3.5 在暴露分配机制的可忽略性假定下, 对于暴露的任意取值X = x, 如果
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(i) Tx ⊥⊥ Vi|(X = x, V −(i)), 或者

(ii) Vi ⊥⊥ X|V −(i),

则Vi为一个给定V −(i)的一致无关因子向量.

证证证 由定理3.4及暴露取值的任意性易得.

由于给定V ′′条件下的一致无关因子向量一定不是给定相同条件下的混杂因子向量, 如果
将协变量V中不引起混杂的分量剔除, 则剩余的分量构成了混杂因子向量. 根据定理5的条件,
将V中的分量分成

V (1) = {Vi : Tx ⊥⊥ Vi|(X = x, V −(i))},
V (2) = {Vi : Vi ⊥⊥ X|V −(i)},
V (3) = V \(V (1) ∪ V (2))

这三类. 需要注意的是V (1)与V (2)可能有相同的分量. 下面给出一个推论.

推推推论论论3.1 对于暴露的任意取值X = x, 如果V被分成以上三类V (1), V (2)和V (3), 则

(i) V (1)为一个给定V \V (1)的一致无关因子向量;

(ii) V (2)为一个给定V \V (2)的一致无关因子向量.

证证证 对于任意Vi ∈ V (1), Tx ⊥⊥ V (1)|(X = x, V \V (1))等价于Tx ⊥⊥ Vi|(X = x, V −(i)), 由定
理3.5(i)可得条件(i)成立. 同理可证, 由定理3.5(ii)可得条件(ii)成立.

V (1)和V (2)分别是给定相应条件下的一致无关因子向量, 但是V (1) ∪ V (2)可能是一个给

定V (3)的混杂因子向量, 从而不能通过直接剔除V (1) ∪ V (2)来获得混杂因子向量. 下面再给出一
个定理来判断这种情形.

定定定理理理3.6 对于暴露的任意取值X = x, V被分成以上三类V (1), V (2)和V (3), 在暴露分配
机制的可忽略性假定下, 如果存在两个不相交的子向量V ′(⊆ V (1))和V ′′(⊆ V (2))使得V ′ ⊥⊥
V ′′|[V \(V ′, V ′′)], 则(V ′, V ′′)为一个给定V \(V ′, V ′′)的一致无关因子向量.

证证证 令V c = V \(V ′, V ′′), 由定义3.10可知, 只需证明
Sx(t|V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, vc) = Sx(t|x, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, vc),∀t, vc, ω′ ⊆ R′, ω′′ ⊆ R′′

成立即可. 由暴露分配机制的可忽略性假定3.1可知
P (Tx > t|V ′ = v′, V ′′ = v′′, V c = vc) = P (Tx > t|X = x, V ′ = v′, V ′′ = v′′, V c = vc),

则
P (Tx > t|V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =

P (Tx > t, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)

=
∫ +∞

t

∫
ω′

∫
ω′′ f(u, v′, v′′|vc)dudv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
=

∫ +∞
t

∫
ω′

∫
ω′′ f(u|v′, v′′, vc)f(v′, v′′|vc)dudv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
=

∫∫

ω′×ω′′
P (Tx > t|V ′ = v′, V ′′ = v′′, V c = vc)

f(v′, v′′|vc)dv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
=

∫∫

ω′×ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′ = v′, V ′′ = v′′, V c = vc)

f(v′, v′′|vc)dv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
,

(8)
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由V (1)的定义知Tx ⊥⊥ V ′|(X = x, V ′′, V c), 则
P (Tx > t|X = x, V ′ = v′, V ′′ = v′′, V c = vc) = P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc),

(8)式可以表示为
P (Tx > t|V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =
∫∫

ω′×ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)

f(v′, v′′|vc)dv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
,

(9)

又因为V ′ ⊥⊥ V ′′|V c, 则
f(v′, v′′|vc) = f(v′|vc)f(v′′|vc),

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|V c = vc) = P (V ′ ∈ ω′|V c = vc)P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc),
所以(9)式转变为

P (Tx > t|V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =∫

ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)f(v′′|vc)dv′′×

∫
ω′ f(v′|vc)dv′

P (V ′ ∈ ω′|V c = vc)P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
=

∫

ω′′

P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)
P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)

f(v′′|vc)dv′′.

(10)

另一方面, 由暴露分配机制的可忽略性假定3.1和Tx ⊥⊥ V ′|(X = x, V ′′, V c)可得到与(9)式
类似的形式

P (Tx > t|X = x, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =
∫∫

ω′×ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)

f(v′, v′′|x, vc)dv′dv′′

P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|X = x, V c = vc)
.

(11)

由条件概率的性质知

f(v′, v′′|x, vc) = f(v′′|x, v′, vc)f(v′|x, vc),
P (V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′|X = x, V c = vc) =

P (V ′′ ∈ ω′′|X = x, V ′ ∈ ω′, V c = vc)P (V ′ ∈ ω′|X = x, V c = vc),
则(11)式可以转换成

P (Tx > t|X = x, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =∫

ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)×

∫
ω′ f(v′|x, vc)dv′f(v′′|x, v′, vc)dv′′

P (V ′′ ∈ ω′′|X = x, V ′ ∈ ω′, V c = vc)P (V ′ ∈ ω′|X = x, V c = vc)
,

(12)

由V (2)的定义知V ′′ ⊥⊥ X|(V ′, V c), 结合V ′ ⊥⊥ V ′′|V c, 则
f(v′′|x, v′, vc) = f(v′′|v′, vc) = f(v′′|vc),

P (V ′′ ∈ ω′′|X = x, V ′ = v′, V c = vc) = P (V ′′ ∈ ω′′|V ′ = v′, V c = vc) = P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc),
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所以(12)式可以转化为
P (Tx > t|X = x, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, V c = vc) =
∫

ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)

∫
ω′ f(v′|x, vc)dv′f(v′′|vc)dv′′

P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)P (V ′ ∈ ω′|X = x, V c = vc)
=

∫

ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)

P (V ′ ∈ ω′|X = x, V c = vc)f(v′′|vc)dv′′

P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)P (V ′ ∈ ω′|X = x, V c = vc)
=

∫

ω′′
P (Tx > t|X = x, V ′′ = v′′, V c = vc)

f(v′′|vc)dv′′

P (V ′′ ∈ ω′′|V c = vc)
,

(13)
由(10)式和(13)式可知

Sx(t|V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, vc) = Sx(t|x, V ′ ∈ ω′, V ′′ ∈ ω′′, vc),
所以(V ′, V ′′)为一个给定V \(V ′, V ′′)的一致无关因子向量.

定理3.6保证了(V ′, V ′′)是协变量V中不引起混杂的变量, 如果剔除(V ′, V ′′), 余下的变量则
构成了混杂因子向量, 从而间接得到了多维协变量情况下判断多重混杂因子的准则.

§4 讨论
本文研究了基于交互作用的生存函数中判断混杂因子的准则. 给出的单个混杂因子和多重

混杂因子的判断准则, 均是在暴露分配机制的可忽略性假定(弱可忽略性)下通过判断协变量是
否为一致无关因子和条件一致无关因子向量来实现的, 这是一种间接判断混杂因子的准则. 定
理3.1和定理3.2给出了判断一致无混杂和一致无关因子的准则, 其中判断一致无关因子的准则,
即Tx ⊥⊥ V |X = x或者V ⊥⊥ X, 在形式上与文[5]在响应变量和协变量均为离散型条件下混杂因
子的判断准则相似. 定理3.5, 推论3.1和定理3.6给出了判断多重混杂因子的一个具体方法. 然而
检验随机变量的条件独立性较复杂, 所以要找出一致无关因子和条件一致无关因子向量并不是
一件很容易的事. 此理论在形式上包含了生存函数中关于离散型协变量的混杂因子判断准则的
情况, 在实证方面还未发现关于生存函数中混杂的统计检验研究, 这是一个比较有趣的研究问
题.

另一方面, 本文考虑的多暴露变量是离散型的, 且只考虑了一维寿命系统, 而当暴露变量是
连续型或者寿命系统是多维时, 生存函数中混杂因子的判断准则又是怎样的, 这也是一个十分值
得研究的问题.
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Abstract: In this paper, the criteria for confounders in survival function based on the interac-

tion under the condition that the covariate is continuous are discussed. When the covariate is one-

dimensional, the necessary and sufficient conditions for the uniform non-confounding and uniformly
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