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变系数部分函数型二元选择模型的统计推断
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摘 要: 基于B样条sieve方法, 该文研究变系数部分函数型二元选择模型的估计及其
渐近性质. 在一定的条件下, 证明了变系数函数的估计与斜率函数的估计的强相合性
和渐近正态性. 在一定的条件下, 变系数函数的估计与斜率函数的估计达到最优收敛
速度. 数值模拟和Tecator data的实证分析表明文中提出的估计方法是可行有效的.
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§1 引 言

随着科学技术的快速发展, 使得人们有能力收集到大量的密集数据(dense data), 这类数据
也常常被称为曲线数据(curve data)或函数型数据(functional data).

近年来有不少函数型数据方面的研究成果, 如Hall等人[1]研究了函数型线性模型的最小

二乘估计和岭估计及其收敛速度; Shin[2]推广了文献[1]中的模型, 提出了部分线性函数型模
型, 并利用函数型主成分分析(functional principal components analysis)及最小二乘方法研究
了回归参数和斜率函数(slope function)的估计并证明了回归参数的估计的渐近正态性, 得到
了斜率函数的估计的收敛速度; Zhou等人[3]研究了文献[2]中的模型的推广模型, 即半函数线
性模型(semi-functional linear model), 利用样条(spline)方法, 得到了非参函数(nonparametric
function)与斜率函数估计; 鉴于分位数回归(quantile regression)的广泛应用, Lu等人[4]研究了函

数部分线性分位数回归模型; 进一步, 文献[5-6]研究了函数型数据动态模型; 鉴于空间自回归模
型(spatial autoregressive model)广泛的应用价值, 文献[7]推广了文献[2]中的模型, 研究了带有
空间响应变量的部分函数型空间自回归模型, 更多的研究可以参考文献[8-11]等.

与线性回归模型相比较, 由Hastie等人[12]于1993年研究的变系数回归模型(varying coeffi-
cient regression model)能更加灵活地描述响应变量与协变量之间的关系, 因此受到大量的研究,
可以参考文献[13-17]等.
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另一方面, 实际生活中有大量的需要做出二元选择的案例, 比如是否购入某种理财产品(比
如股票、基金、国债、期货、期权、外汇)等, 该类问题就是属于计量经济学中著名的二元选择
模型(binary choice model). 关于二元选择模型, 目前已有大量的研究, 可以参考文献[18-19]等.

综合以上分析, 本文研究变系数部分函数型二元选择模型

Y ∗ = ZT
1 α(Z2) +

∫

T
β(t)X(t)dt + ε, Y =

{
1, 如果Y ∗ > c;
0, 如果Y ∗ ≤ c.

(1)

其中Y ∗为潜变量(latent dependent variable), 不能直接观测到, 但能观测到Y , Z1是p维实值随

机向量, Z2是定义在紧集[e1, e2]上的实值随机变量, 变系数α(·) = (α1(·), · · · , αp(·))T是p维未知

光滑函数向量, 斜率函数(slope function)β(t)是定义在区间T上的平方可积函数, X(t)是一个定
义在区间T上的均值为0的平方可积的随机过程, c是决策临界点(critical decision point). ε为随

机误差, 其分布函数为F (·), 若ε ∼ Logis(0, 1), Logis(0, 1)表示参数为(0, 1)的Logistic分布, 此时
模型(1)表示变系数部分函数型Logistic模型; 若ε ∼ N(0, 1), 即标准正态分布, 此时模型(1)表示
变系数部分函数型Probit模型, 当然随机误差也可以服从其他类型的分布, 比如ε ∼ Cau(0, 1)(参
数为(0, 1)的Cauchy分布)等. 在数值模拟部分将对上述3种类型的随机误差分别进行模拟.

不失一般性, 设T = [0, 1], 决策临界点c = 0. 本文研究目的是估计变系数α(·)和斜率函
数β(t), 给出估计的渐近性质, 并通过数值模拟研究该估计方法的有限样本性质.

§2 估计方法
由于变系数函数和斜率函数都是无穷维的, 不能直接估计, 需要转换为有限维空间进行估

计, 鉴于B样条(B spline)的优良性质, 本文采用B样条来逼近变系数函数和斜率函数, 下面首先
介绍一个B样条的重要引理.

引引引理理理1[20] 设A = {β(t) : β(t) ∈ Cm[0, 1], ‖β(j)(t)‖∞ ≤ Ij , j = 0, · · · ,m,
|β(m)(t1)− β(m)(t2)| ≤ Im+1|t1 − t2|ι}, 其中Cm[0, 1]为[0, 1]区间上的m阶连续可导函数的全体,
Ij是正的常数(j = 0, · · · ,m + 1), 0 < ι ≤ 1, r = m + ι. 设B(t) = (B1(t), · · · , BN (t))T为B样条
基函数向量, k是节点数, l是样条的阶数, N = k + l + 1. 对于任意的β(t) ∈ A, 存在一个B样条逼
近bTB(t)使得

sup
t∈[0,1]

∣∣bTB(t)− β(t)
∣∣ = O(k−r),

这里b = (b1, · · · , bN )T.

在模型(1)中, 设θ = (αT(·), β(·))T为模型参数, θ0 = (αT
0 (·), β0(·))T为其真值. 设

Θ1 =
{

α(·) = (α1(·), · · · , αp(·))T : αi(z) ∈ Cm1 [e1, e2],
∥∥∥α

(j)
i (z)

∥∥∥
∞
≤ Ij ,

i = 1, · · · , p, j = 0, · · · ,m1,
∣∣∣α(m1)

i (z1)− α
(m1)
i (z2)

∣∣∣ ≤ Im1+1 |z1 − z2|γ1

}
,

(2)

Θ2 =
{

β(t) : β(t) ∈ Cm2 [0, 1],
∥∥∥β(j)(t)

∥∥∥
∞
≤ Mj , j = 0, · · · ,m2,

∣∣∣β(m2)(t1)− β(m2)(t2)
∣∣∣ ≤ Mm2+1 |t1 − t2|γ2

}
,

(3)

上式中β(j)(t)表示β(t)的第j阶导数, Ij和Mj是大于0的常数, j = 0, · · · ,mρ + 1. 0 < γρ ≤ 1,
ρ = 1, 2. 因此模型(1)的参数空间可以记为

Θ = {θ : θ = (αT(·), β(·))T, α(·) ∈ Θ1, β(·) ∈ Θ2} = Θ1 ∗Θ2.
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因为参数空间Θ是无穷维的, 因此可以考虑sieve方法利用有限维参数空间Θn来逼近无穷维

参数空间Θ , 然后在Θn上来估计θ, 即sieve方法的基本思想是将无穷维问题转化为有限维问题,
关于sieve方法的相关成果可参考文献[8, 21-22].

因为使用sieve方法来估计θ会涉及到逼近问题, 所以首先要定义一个合适的距离

d(θ1, θ2) =
[
E(ZT

1 (α1(Z2)− α2(Z2)) + 〈β1(t)− β2(t), X(t)〉)2
] 1

2

.

令

Θ1n =
{

αn(z2) = (αn1(z2), · · · , αnp(z2)T : αni(z2) =
N1∑

j=1

aijB1j(z2),

i = 1, 2, · · · , p, max
j=1,··· ,N1

|aij | ≤ I

}
,

(4)

Θ2n =
{

βn(t) : βn(t) =
N2∑

j=1

bjB2j(t), max
j=1,··· ,N2

|bj | ≤ M

}
, (5)

(4)式中的I和(5)式中的M都是大于0的常数, B1j ∈ Sm1,k1 , B2j ∈ Sm2,k2 , Smρ,kρ
是阶数为mρ, 等

距节点数为kρ的B-样条空间, kρ = nνρ(0 < νρ < 1
2 ), Nρ = kρ + mρ + 1, ρ = 1, 2. k1和k2可以

由AIC准则(Akaike information criterion)来确定.
设Θn = Θ1n ∗ Θ2n, πnθ = (αT

n (z2), βn(t))T. 由引理1, 对任意θ ∈ Θ , 都存在πnθ =
(αT

n (z2), βn(t))T ∈ Θn, 使得d(θ, πnθ) ≤ O(k−r1
1 + k−r2

2 ). 所以{Θn}可以作为Θ的sieve空间.
设Wi = (ZT

1i, Z2i, Xi(t), Yi)T是W = (ZT
1 , Z2, X(t), Y )T的n个i.i.d(独立同分布)样本, i =

1, 2, · · · , n, W̃n = (W1, · · · ,Wn)T. 令

Ln(θ; W̃n) = Pnl(θ;W ) =
1
n

n∑

i=1

l(θ;Wi) =

1
n

n∑

i=1

[
Yi log F (ZT

1iα(Z2i) + 〈β(t), Xi(t)〉)+

(1− Yi) log(1− F (ZT
1iα(Z2i) + 〈β(t), Xi(t)〉))

]
(6)

为目标函数, 则
θ̂n = (α̂T

n (·), β̂n(·))T = arg sup
θ∈Θn

Ln(θ; W̃n)

是θ0的sieve极大似然估计.

§3 渐近性质
为研究sieve极大似然估计的渐近性质, 本文做如下的假设.
C1: θ0 ∈ Θ .

C2: E ‖X‖2 < C < ∞, 其中C > 0是常数.
C3: Z2有紧支撑集[e1, e2]且Z2的密度函数fZ2(z2)满足

0 < infz2∈[e1,e2] fZ2(z2) ≤ supz2∈[e1,e2] fZ2(z2) < ∞.

C4: 存在两个常数C1和C2使得C1 ≤ ZT
1 α(Z2) +

∫ 1

0
β(t)X(t)dt ≤ C2, a.s. Pθ0 .

C5: r1 = r2 = r, k1 ∼ k2 ∼ k, 其中k = nν(0 < ν < 1
2 ).

C6: X(t)的协方差算子的特征值严格大于0.
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C7: 存在常数ε > 0, 使得

sup
α∈B(α0,ε), β∈B(β0,ε)

P

{
ZT

1 α(Z2)与
∫ 1

0

β(t)X(t)dt共线

}
< 1,

其中B(β0, ε)是以β0(t)为中心的L∞ε-球.

注注注3.1 C1是回归模型的基本假设, 方便研究模型变系数函数和斜率函数估计的各类性质;
C2是关于函数型数据X(t)的常见假设, 使得可以把斜率函数估计的各类性质建立在L2[0, 1]理
论的基础上; C3是非参数回归模型的常见假设; C4在定理3.3中用到; C5是为了讨论的方便;
C6和C7是为保证变系数函数和斜率函数的可识别性.

引引引理理理3.1[8] 设Fn = {l(θ, ·) : θ ∈ Θn}, 则其覆盖数满足N(ε,Fn, L∞) ≤ G
(

1
ε

)pN1+N2 , 其
中G是常数.

定定定理理理3.1 假设条件C1-C7成立, 则
‖α̂n(·)− α0(·)‖2 → 0, ‖β̂n(·)− β0(·)‖2 → 0,

a.s. Pθ0 .

定定定理理理3.1的的的证证证明明明 该定理的证明类似于文献[26]中的定理3.1的证明.

定定定理理理3.2 假设条件C1-C7成立且节点数满足k ∼ n
1

1+2r , 则
‖α̂n(·)− α0(·)‖2 = Op

(
n

−r
1+2r

)
, ‖β̂n(·)− β0(·)‖2 = Op

(
n

−r
1+2r

)
.

定定定理理理3.2的的的证证证明明明 该定理的证明类似于文献[26]中的定理3.2的证明.

注注注3.2 由定理3.2可知变系数函数向量的估计α̂n(·)和斜率函数的估计β̂n(·)达到Stone[23]提

出的最优收敛速度(非参数回归样条估计的最优收敛速度).

下面研究变系数函数向量α(·)和斜率函数β(t)的估计的逐点渐近正态性, 为方便先给出以下
记号.

B1(z2) = (B11(z2), · · · , B1N1(z2))T,

B1(z2) =




B1(z2)T 0 . . . 0
0 B1(z2)T . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . B1(z2)T




p×pN1

,

Γ (z1, z2) = (z11B
T
1 (z2), · · · , z1pB

T
1 (z2))T, B2(t) = (B21(t), · · · , B2N2(t))

T,

Υ(X) = 〈X, B2(t)〉 = (〈X(t), B21(t)〉, · · · , 〈X(t), B2N2(t)〉)T,

ai = (ai1, · · · , aiN1)
T, a∗i = (a∗i1, · · · , a∗iN1

)T, i = 1, · · · , p,

a = (aT
1 , · · · , aT

p )TpN1×1, b = (b1, · · · , bN2)
T,

α0(z2) = (α01(z2), · · · , α0p(z2))T, a∗ = (a∗T1 , · · · , a∗Tp )TpN1×1.

假设a∗i和b∗ = (b∗1, · · · , b∗N2
)T分别是α0i(z2)和β0(t)的L∞逼近B-样条系数向量, 满足

sup
z2∈[e1,e2]

∣∣a∗Ti B1(z2)− α0i(z2)
∣∣ = O(k−r

1 ), sup
t∈[0,1]

∣∣b∗TB2(t)− β0(t)
∣∣ = O(k−r

2 ),

i = 1, · · · , p.

由(6)可知, 系数函数向量α(·)和斜率函数β(t)的估计的系数向量可以由

(âT, b̂T)T = arg sup
(aT,bT)T∈RpN1+N2

1
n

n∑

i=1

{
Yi log F (aTΓ (Z1i, Z2i) + bTΥ(Xi))+

(1− Yi) log(1− F (aTΓ (Z1i, Z2i) + bTΥ(Xi)))
} (7)
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得到.

定定定理理理3.3 假设条件C1-C7成立且节点数满足 n
k1+2r = o(1), 则√

n

k1
(α̂n(z2)− α∗(z2))

d−→ N(0,Σ1(z2)),
√

n

k2
(β̂n(t)− β∗(t)) d−→ N(0,Σ2(t)),

其中

α̂n(z2) =




âT
1 B1(z2)

...
âT

p B1(z2)


 , α∗(z2) =




a∗T1 B1(z2)
...

a∗Tp B1(z2)


 = B1(z2)a∗,

β∗(t) = b∗TB2(t), Σ1(z2) = lim
n→∞

1
k1
B1(z2)(H1 −H3H

−1
2 HT

3 )−1B1(z2)T,

Σ2(t) = lim
n→∞

1
k2

B2(t)T(H2 −HT
3 H−1

1 H3)−1B2(t),

其他符号的含义见下面定理3.3的证明.
定定定理理理3.3的的的证证证明明明

设ϑ = (ϑT
1 , ϑT

2 )T ∈ RpN1+N2 , |ϑ|∞ < C,

S1n(ϑ) =
n∑

i=1

[
l
(√k1

n
ϑT

1 Γ (Z1i, Z2i) +

√
k2

n
ϑT

2 Υ(Xi) + ωi

)− l(ωi)
]
, (8)

上式中

ωi = a∗TΓ (Z1i, Z2i) + b∗TΥ(Xi), l(x) = Y log F (x) + (1− Y ) log(1− F (x)),
不难验证ϑ̂1 =

√
n
k1

(
â− a∗

)
与ϑ̂2 =

√
n
k2

(
b̂− b∗

)
能使(8)式达到最大. 对函数l(x)进行Taylor展开

可得

l(x + ∆x)− l(x) = l′(x)∆x +
l′′(x)

2
(∆x)2 + o((∆x)2). (9)

设

S2n(ϑ) = ϑT
1 A1 + ϑT

2 A2 +
1
2
ϑ1Q1ϑ1 +

1
2
ϑT

2 Q2ϑ2 + ϑT
1 Q3ϑ2, (10)

上式中

A1 =
√

k1√
n

n∑

i=1

Γ (Z1i, Z2i)l′(ωi), A2 =
√

k2√
n

n∑

i=1

Υ(Xi)l′(ωi),

Q1 =
k1

n

n∑

i=1

Γ (Z1i, Z2i)Γ (Z1i, Z2i)Tl′′(ωi), Q2 =
k2

n

n∑

i=1

Υ(Xi)Υ(Xi)Tl′′(ωi),

Q3 =
√

k1k2

n

n∑

i=1

Γ (Z1i, Z2i)Υ(Xi)Tl′′(ωi),

l′(ωi) = Yi
f(ωi)
F (ωi)

+ (1− Yi)
−f(ωi)

1− F (ωi)
, (11)

l′′(ωi) = Yi
f ′(ωi)F (ωi)− f2(ωi)

F 2(ωi)
+ (1− Yi)

−f ′(ωi)(1− F (ωi))− f2(ωi)
(1− F (ωi))2

. (12)

综合条件|ϑ|∞ < C, 引理3.1和定理3.2可得
sup

ϑ∈Θn

|S1n(ϑ)− S2n(ϑ)| = op(1). (13)

由(10)和(13)有 (
ϑ̂1

ϑ̂2

)
=

(
Q1 Q3

QT
3 Q2

)−1 (
A1

A2

)
+ op(1). (14)
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设

ω0i = ZT
1iα0(Z2i) + 〈β0, Xi〉,

由条件 n
k1+2r = o(1)有

sup
Z1i,Z2i

|ωi − ω0i| ≤ Op(k−r
1 + k−r

2 ) = op(n
−r

1+2r ),

由l′(·)的连续性和定理的条件以及文献[24]的定理3, 可以忽略l′(ωi)与l′(ω0i)之间的差异以

及l′′(ωi)与l′′(ω0i)之间的差异. 所以

(
A1

A2

)
的条件协方差可以利用

Λ =

(
H1 H3

HT
3 H2

)
(15)

表示, 上式中

H1 =
k1

n

n∑

i=1

Γ (Z1i, Z2i)Γ (Z1i, Z2i)TEl′2(ω0i|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)),

H2 =
k2

n

n∑

i=1

Υ(Xi)Υ(Xi)TEl′2(ω0i|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)),

H3 =
√

k1k2

n

n∑

i=1

Γ (Z1i, Z2i)Υ(Xi)TEl′2(ω0i|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)).

简单计算可知

El′2(ω0i|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)) = −El′′(ω0i|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)) =
f2(ω0i)

F (ω0i)(1− F (ω0i))
,

因此 (
E(Q1|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)) E(Q3|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t))
E(QT

3 |Yi, Z1i, Z2i, Xi(t)) E(Q2|Yi, Z1i, Z2i, Xi(t))

)
= −Λ + op(1). (16)

注意到√
n

k1
(α̂n(z2)− α∗(z2)) =

√
n

k1
B1(z2)(â− a∗),

√
n

k2
(β̂n(t)− β∗(t)) =

√
n

k2
(b̂− b∗)TB2(t),

因此对于任意的z2 ∈ [e1, e2], t ∈ [0, 1], 当n →∞有√
n

k1
(α̂n(z2)− α∗(z2))

d−→ N(0,Σ1(z2)),
√

n

k2
(β̂n(t)− β∗(t)) d−→ N(0,Σ2(t)),

上式中

Σ1(z2) = lim
n→∞

1
k1
B1(z2)(H1 −H3H

−1
2 HT

3 )−1B1(z2)T,

Σ2(t) = lim
n→∞

1
k2

B2(t)T(H2 −HT
3 H−1

1 H3)−1B2(t),

§4 数值模拟
下面利用数值模拟来研究所提出的估计的有限样本性质, 计算和画图均使用R软件, 模拟设

计为

Y ∗ = Z1α1(Z) + Z2α2(Z) +
∫ 1

0

β0(t)X(t)dt + ε,

Y =

{
1, 如果Y ∗ > 0;
0, 如果Y ∗ ≤ 0.
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其中Z1 ∼ N(0, 1), Z2 ∼ Bi(1, 0.5), Z ∼ U [0, 1], α1(z) = sin(2πz), α2(z) = cos(2πz), β0(t) =√
2 sin( 1

2πt) + 3
√

2 sin( 3
2πt), X(t) =

∑100
j=1 Ujφj(t), 这里Bi(1, 0.5)表示两点分布，其中取1的

概率为0.5, Uj是相互独立的正态随机变量, 均值为0, 方差为λj = 25
2

[
(j − 0.5)π

]−2, φj(t) =√
2 sin((j − 0.5)πt), ε为随机误差.
为更好地说明估计方法, 在模拟中考虑以下中情形的随机误差. (1) ε ∼ Logis(0, 1), 此时模

型(1)表示变系数函数型Logistic模型; (2) ε ∼ N(0, 1), 此时模型(1)表示变系数函数型Probit模
型; (3) ε ∼ Cau(0, 1).

模拟中利用均匀节点数为4(即k = 2)的三次B-样条来逼近α1(z), α2(z)以及β(t). 样本量
为n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000, 分别重复1000次. 计算

MSE(β̂(t)) =
∑ngrid1

i=1 (β̂(ti)− β(ti))2

ngrid1
, MSE(α̂1(z)) =

∑ngrid2
q=1 (α̂1(zq)− α1(zq))2

ngrid2
,

以及

MSE(α̂2(z)) =

∑ngrid2
q=1 (α̂2(zq)− α2(zq))2

ngrid2

来研究估计的有限样本性质, 其中ngrid1 = ngrid2 = 100, {ti, i = 1, 2, · · · , ngrid1}和{zq, q =
1, 2, · · · , ngrid2}是[0, 1]区间上的均匀格子点. 不同随机误差不同样本量下的模拟结果在表1-
表3中, β(t), α1(z)以及α2(z)的估计曲线见图1-图9.

由表1-表3可知, 随着样本量的增大, 三个MSEs的均值和中位数以及标准差都变小, 结合
图1-图9, 可知所提出的估计有较好的有限样本性质.

对比表1与表4, 表2与表5的模拟结果, 可以发现本文B样条方法比函数型主成分方法效果好.

表1 ε ∼ Logis(0, 1)的模拟结果

样本量 n1 = 300 n2 = 500 n3 = 1000

MSE(β̂(t))的均值 5.6720 3.2172 1.3020

MSE(β̂(t))的中位数 3.7030 2.0141 0.9218

MSE(β̂(t))的标准差 6.2983 3.6597 1.2572

MSE(α̂1(z))的均值 0.3561 0.1726 0.0737

MSE(α̂1(z))的中位数 0.2852 0.1472 0.0629

MSE(α̂1(z))的标准差 0.2837 0.1205 0.0486

MSE(α̂2(z))的均值 0.7144 0.3182 0.1363

MSE(α̂2(z))的中位数 0.5331 0.2649 0.1212

MSE(α̂2(z))的标准差 1.0162 0.2332 0.0836

表2 ε ∼ N(0, 1)的模拟结果

样本量 n1 = 300 n2 = 500 n3 = 1000

MSE(β̂(t))的均值 4.5389 2.0405 0.7682

MSE(β̂(t))的中位数 2.8790 1.3278 0.5239

MSE(β̂(t))的标准差 5.4739 2.3451 0.7317

MSE(α̂1(z))的均值 0.3071 0.1140 0.0428

MSE(α̂1(z))的中位数 0.2030 0.0836 0.0368

MSE(α̂1(z))的标准差 0.4239 0.1017 0.0275

MSE(α̂2(z))的均值 0.5088 0.2041 0.0794

MSE(α̂2(z))的中位数 0.3707 0.1608 0.0682

MSE(α̂2(z))的标准差 0.5268 0.2318 0.0511
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表3 ε ∼ Cau(0, 1)的模拟结果

样本量 n1 = 300 n2 = 500 n3 = 1000

MSE(β̂(t))的均值 13.4018 5.3993 1.8997

MSE(β̂(t))的中位数 8.0855 3.4611 1.3086

MSE(β̂(t))的标准差 18.5722 6.1330 1.8009

MSE(α̂1(z))的均值 0.9362 0.3306 0.1125

MSE(α̂1(z))的中位数 0.5955 0.2464 0.0944

MSE(α̂1(z))的标准差 1.3019 0.3208 0.0772

MSE(α̂2(z))的均值 1.7856 0.5827 0.1988

MSE(α̂2(z))的中位数 1.0717 0.4258 0.1610

MSE(α̂2(z))的标准差 3.7512 0.5866 0.1395

表4 ε ∼ Logis(0, 1), 函数型主成分方法的模拟结果

样本量 n1 = 300 n2 = 500 n3 = 1000

MSE(β̂(t))的均值 13.0916 6.5738 2.7447

MSE(β̂(t))的中位数 11.0407 5.5547 2.3731

MSE(β̂(t))的标准差 8.8430 4.2926 1.6917

MSE(α̂1(z))的均值 0.3958 0.1820 0.0756

MSE(α̂1(z))的中位数 0.3103 0.1545 0.0649

MSE(α̂1(z))的标准差 0.3199 0.1280 0.0501

MSE(α̂2(z))的均值 0.7785 0.3358 0.1395

MSE(α̂2(z))的中位数 0.5644 0.2791 0.1236

MSE(α̂2(z))的标准差 1.0611 0.2492 0.0858

表5 ε ∼ N(0, 1), 函数型主成分方法的模拟结果

样本量 n1 = 300 n2 = 500 n3 = 1000

MSE(β̂(t))的均值 10.6443 4.3137 1.6190

MSE(β̂(t))的中位数 7.6831 3.4563 1.4340

MSE(β̂(t))的标准差 11.4222 3.1327 1.0071

MSE(α̂1(z))的均值 0.3967 0.1295 0.0450

MSE(α̂1(z))的中位数 0.2412 0.0944 0.0380

MSE(α̂1(z))的标准差 0.6097 0.1193 0.0288

MSE(α̂2(z))的均值 0.6384 0.2265 0.0828

MSE(α̂2(z))的中位数 0.4458 0.1775 0.0710

MSE(α̂2(z))的标准差 0.7203 0.2554 0.0541

图1 ε ∼ Logis(0, 1)时β0(t)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000
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图2 ε ∼ Logis(0, 1)时α1(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图3 ε ∼ Logis(0, 1)时α2(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图4 ε ∼ N(0, 1)时β0(t)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图5 ε ∼ N(0, 1)时α1(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000
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图6 ε ∼ N(0, 1)时α2(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图7 ε ∼ Cau(0, 1)时β0(t)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图8 ε ∼ Cau(0, 1)时α1(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000

图9 ε ∼ Cau(0, 1)时α2(z)与估计曲线(虚线), 从左到右分别对应于n1 = 300, n2 = 500, n3 = 1000
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§5 实际数据分析
Tecator data(http: //lib.stat.cmu.edu/datasets/tecator)受到广泛研究, 如文献[8, 25]. 该

数据集包含215个肉质品观测样本数据, 每个样本数据包括波段850-1050纳米范围内的100个频
道光谱以及蛋白质含量(content of protein)、水分含量(content of water)、脂肪含量(content of
fat). 本节利用本文的模型与方法研究Tecator data. 计算和画图均使用R软件, 模型

Y ∗ = α(Z1)Z2 +
∫ 1050

850

β0(t)X(t)dt + ε, Y =

{
1, 如果Y ∗ > 18.5;
0, 如果Y ∗ ≤ 18.5.

Y ∗表示蛋白质含量, Z1表示水分含量, Z2表示脂肪含量, X(t)是函数型变量(functional variable),
表示光谱曲线, ε ∼ Logis(0, 1). α(Z1), β0(t)是2个待估的未知函数.

估计曲线见下图, 从α(Z1)的估计曲线看出, 具有明显的非线性特征, 若用线性模型则难以
捕捉到这个信息, 表明本文的变系数模型对数据集Tecator data的建模是合适的.

图10 光谱曲线

图11 α(Z1)的估计曲线(左) 与β0(t)的估计曲线(右)
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§6 结论

本文研究变系数部分函数型二元选择模型的估计. 在一定的条件下, 证明了该估计的强相
合性和变系数函数与斜率函数的逐点渐近正态性, 得到了变系数函数与斜率函数的最优收敛速
度. 通过数值模拟可知, 在3种不同的随机误差下, 本文的估计效果都较好, 这为后续的实际应用
提供了理论依据.
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Abstract: In this paper, based on the Bspline sieve method, the estimation and asymptotic

properties of the partial functional varying coefficient binary choice model are studied. Under certain

conditions, the strong consistency and asymptotic normality of the estimates of varying coefficient

functions and slope function are proved. Under certain conditions, the estimation of the varying
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