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摘 要: 该文讨论到达率可变的M/T-SPH/1/N有限排队, 其中T-SPH表示可数状态
吸收生灭过程吸收时间的分布. 当顾客到达时, 根据系统中顾客数决定是否进入系统.
对该排队模型, 首先对文中建立的QBD过程模型, 用谱展开方法进行分析,得到了过程
联合平稳分布和排队模型的平稳队长分布. 另外, 由所得结果还进一步得到了QBD过
程的矩阵几何解. 最后, 通过几个数值例子演示了参数变化对排队系统性能指标的影
响.
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§1 引 言

著名的PH分布是有限状态Markov链吸收时间的分布[1], 在随机模型的研究中有重要应
用[1-2]. 史定华等引进的SPH分布是经典的PH分布的推广[3-4]. SPH分布是可数状态连续时间吸
收Markov链吸收时间的分布. 关于SPH分布在排队论中的应用参见综述论文[5]. 本文考虑一种
特殊的SPH分布, 即在其表示(β,T )中, β = (1, 0, 0, · · · ), 而

T =




−(a + c) a

c −(a + c) a

c −(a + c) a

. . . . . . . . .




,

其中c > a > 0. 以下称该分布为T-SPH分布, 这是可数状态吸收生灭过程吸收时间的分布. 关
于T-SPH分布及其相关排队模型的讨论, 参见[6-7].

本文研究到达率可变, 等待空间有限的M/T-SPH/1/N排队. 在实际场景中, 当顾客到达服
务台时, 他是否进入系统排队往往取决于正在排队的人数, 这一情况可以用可变到达率来描述.
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另外, 由于资源的稀缺性, 等待空间有限也具有现实意义, 如服务大厅空间有限, 服务器存储空
间有限, 停车位有限等. 因此研究到达率可变, 等待空间有限的M/T-SPH/1/N排队具有重要意
义. 对该模型, 本文用水平无限, 位相有限的拟生灭(QBD)过程建模, 并用谱展开方法求解, 此外
还讨论了与经典的算子几何解之间的关系.

谱展开方法也称为广义特征值方法[8]. 该方法已成功应用于一些排队模型的研究之中, 例
如, Drekic和Grassmann[9]关于有限顾客源M/M/1抢占优先排队的研究; Drekic和Grassmann[10]

关于有限等待空间M/M/1抢占优先权排队的研究; Grassmann和Drekic[11-12]关于反馈排队的研

究, Zhang等人[13]关于M/M/1多重工作休假排队的研究等.

本文余下部分安排如下. §2对所研究排队系统建立了QBD过程模型. §3用谱展开方法对建
立的模型求解, 得到了过程的联合平稳分布以及排队系统的平稳队长分布. §4给出了模型的矩阵
几何解. §5给出了几个数值例子, 以演示参数变化对系统性能指标的影响. §6是小结.

§2 模型描述

在M/T-SPH/1/N排队中, 假设顾客按照强度为λ的Poisson过程到达一个等待空间容量
为N的服务系统, 这里N是一个正整数. 从而最多有N个顾客可进入系统, 且一旦系统中有N个

顾客, 再到达的顾客将不能进入, 这也称为溢出[14]. 另外, 还假设对一个到达的顾客, 当系统中
人数小于N时, 他选择进入的概率un ∈ (0, 1)依赖于当前系统中顾客数n, 从而实际到达率为

λn = λun, n = 0, 1, · · · , N − 1.

最后, 假设服务台的服务时间独立同分布, 且共同的分布是表示为(β,T )的T-SPH分布.

令L(t)表示t时刻系统中的顾客数, 从而0 ≤ L(t) ≤ N . 令J(t)表示t时刻服务台的服务位相,
则可建立二维随机过程模型{(J(t), L(t)), t ≥ 0}, 其状态空间为

E = {0} ∪ {(j, l) : j = 1, 2, · · · , l = 1, · · · , N},
且当状态按字典规则排列时, 过程的无穷小生成元矩阵为

Q =




B0 A0

C1 B1 A

C B A

C B A

. . . . . . . . .




,

其中

B0 = (−λ0), A0 = (λ0, 0, · · · , 0)1×N , C1 = (c, 0, · · · , 0)>1×N ,

B1 =




−(λ1 + a + c) λ1

c −(λ2 + a + c) λ2

. . . . . . . . .

c −(λN−1 + a + c) λN−1

c −(a + c)




,
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B =




−(λ1 + a + c) λ1

. . . . . .

−(λN−1 + a + c) λN−1

−(a + c)




,

以及A = aI,C = cI, 这里I表示N阶单位方阵. 故所建立模型是一个有限位相QBD过程[1-2].
因为c > a, 所以根据著名的漂移性条件[2], 容易证明上述QBD过程遍历, 从而过程的平稳

分布唯一存在. 如果记平稳分布为(π0,π1,π2, · · · ), 其中π0是一个标量而

πn = (πn1, · · · , πnN ), n = 1, 2, · · · .

显然平稳分布满足以下方程

0 = π0B0 + π1C1, (1)

0 = π0A0 + π1B1 + π2C, (2)

0 = πnA + πn+1B + πn+2C, n = 1, 2, · · · (3)
以及归一化条件.

因为到达率可变, 导致矩阵B1,B不具有重复的行, 因此在传统的矩阵解析方法中, 求解率
矩阵比较困难. 在本文中, 首先用谱展开方法讨论所建立的QBD过程, 然后再由所得结果给出矩
阵几何解.

§3 平稳分布的求解
方程(3)是二阶矩阵系数齐次向量差分方程, 对应的特征矩阵多项式为D(x) = A + xB +

x2C, 即

D(x) =




d1(x) λ1x

d2(x) λ2x

. . . . . .

dN−1(x) λN−1x

dN (x)




,

其中

di(x) = a− (λi + a + c)x + cx2, i = 1, 2, · · · , N,

这里假定λN = 0.
令x和g分别为矩阵D(x)的特征值和相应的左特征向量, 即满足gD(x) = 0. 从而通过简

单计算可知πn = gxn−1是方程(3)的解. Mitrani和Chakka[8]指出, 当QBD过程{(J(t), L(t)), t ≥
0}遍历时, 特征多项式D(x)恰有N个特征根位于单位圆内, 不妨记相应的特征根为x1, · · · , xN ,
对应的左特征向量记为g1, · · · , gN , 则过程的联合平稳分布可表为

πn =
N∑

i=1

αigix
n−1
i , (4)

其中常数αi, i = 1, · · · , N由方程(1)和(2)以及归一化条件共同确定.
因此求解QBD过程{(J(t), L(t)), t ≥ 0}的平稳分布, 转化为求矩阵多项式D(x)的特征值与

特征向量, 这种方法在文献中称为谱展开方法或广义特征值方法[15].
引引引理理理3.1 当c > a时,矩阵特征多项式D(x)有N个位于区间(0, 1)内的特征根x1, · · · , xN ,表
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达式为

xi =





1
2c

(
λi + a + c−

√
(λi + a + c)2 − 4ac

)
, i = 1, 2, · · · , N − 1,

a
c , i = N.

(5)

证证证 因g是特征向量, D(x)是上三角方阵, 所以gD(x) = 0等价于detD(x) =
∏N

i=1 di(x) =
0, 这又等价于di(x) = 0对某一i = 1, 2, · · · , N成立. 显然di(x) = 0是一个一元二次方程, 其两个
根为

xi =
1
2c

(
λi + a + c−

√
(λi + a + c)2 − 4ac

)
, yi =

a

cxi
,

因为c > a, 所以容易证明xi ∈ (0, 1), yi > 1. 最后, 注意到λN = 0, 从而XN = a
c , 由此即得引理

结论.

引引引理理理3.2 ∀i = 1, 2, · · · , N , 特征值xi对应的左特征向量gi = (gi1, gi2, · · · , giN )的分量由

gij =





0, j = 1, 2, · · · , i− 1,
j−1∏
k=i

λk

λk+1−λi
, j = i, i + 1, · · · , N

(6)

给出, 其中假设空的乘积的值为1, 从而gii = 1, i = 1, 2, · · · , N .

证证证 显然∀i = 1, 2, · · · , N , 矩阵方程giD(xi) = 0的分量形式为
0 = gi1d1(xi), (7)

0 = gi,j−1λj−1xi + gijdj(xi), j = 2, 3, · · · , N. (8)
当i = 1时, 因为d1(x1) = 0, 所以由(7)可知g11可取任意值, 但若g11 = 0, 则由(8)以及dj(x1) 6=
0, j > 1知g1 = 0, 这与特征向量非零不符, 从而可取g11 = 1. 由此出发, 由(8)易得

g1j =
(−1)j−1xj−1

1

∏j−1
k=1 λk∏j

k=2 dk(x1)
, j = 1, 2, · · · , N,

其中假设空的乘积的值为1, 从而该式包含g11 = 1.

当i ≥ 2时, 因为di(xi) = 0, di(xj) 6= 0, j 6= i. 类似于以上推理, 当j = 1, · · · i − 1时gij = 0,
而

gij =
(−1)j−ixj−i

i

∏j−1
k=i λk∏j

k=i+1 dk(xi)
, j = i, i + 1, · · · , N.

最后显然当i 6= k时有

dk(xi) = a− (λk + a + c)xi + cx2
i = (λi − λk)xi,

代入以上两式分母, 经过化简即可得引理的结论.

定定定理理理3.1 令G = (gij)N×N , 则G是一个对角元素全为1的上三角方阵, 且Ge = eN . 其
中e是N维全1列向量, 而eN是第N个N维单位列向量.

证证证 由(6)显然G是一个对角元素全为1的上三角方阵. 另外, 在(7)和(8)中对j求和, 并注意
到λN = 0, 可得

0 =
N−1∑

j=2

gi,j−1λj−1xi +
N∑

j=1

gijdj(xi) =
N∑

j=1

gij [λjxi + dj(xi)] =

[a− (a + c)xi + cx2
i ]

N∑

j=1

gij = dN (xi)
N∑

j=1

gij .

再由xi的定义知当i 6= N时, dN (xi) 6= 0, 从而可得Ge = eN .
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现在确定联合平稳分布(4)式中待定常数α1, · · · , αN的值. 为此令e1表示第1个N维单位列向

量, 再令
α = (α1, · · · , αN ), Λ = diag{x1, · · · , xN}.

有下述引理3.3.

引引引理理理3.3 N维行向量α由线性方程组

αH = −λ0e
>
1 (9)

确定, 其中

H , GB1 + cΛG− λ0

1− xN
eNe>1 (10)

是一个N阶方阵.

证证证 首先, 采用引进的相关向量和矩阵符号, 联合平稳分布(4)可以改写为
πn = αΛn−1G, n = 1, 2, · · · , (11)

所以π1 = αG,π2 = αΛG, 代入(2)式可得
α(GB1 + cΛG) = −λ0π0e

>
1 . (12)

其次, 由定理3.1及归一化条件可得

1 = π0 +
∞∑

n=1

αΛn−1Ge = π0 + αdiag
{

1
1− x1

, · · · ,
1

1− xN

}
eN = π0 +

αN

1− xN
.

因此π0 = 1− αN

1−xN
, 代入(12)即可得(9)式.

在以上几个引理的基础上, 现在考虑M/T-SPH/1/N排队的平稳队长分布. 记稳态时系统中
的顾客数为L, 从而L ∈ {0, 1, · · · , N}, 定义

pk = P(L = k), k = 0, 1, · · · , N,

则平稳队长分布律为(p0, p1, · · · , pN ), 显然这是过程{(J(t), L(t)), t ≥ 0}对位相的边缘分布律,
从而有下述定理3.2.

定定定理理理3.2 对到达率可变的M/T-SPH/1/N排队, 其平稳队长分布律{pn, n = 0, 1, · · · , N}由

pn =





cα1
λ0

, n = 0,
n∑

i=1

αi

1−xi

n−1∏
k=i

λk

λk+1−λi
, n = 1, · · · , N

(13)

给出, 其中xi, αi分别由(5)式和(9)给出.

证证证 首先由方程(1)可知, π1C1 = −π0B0 = λ0π0,由(2)可得λ0π0 = cπ10. 再由(11)知π10 =
α1, 所以p0 = π0 = cα1

λ0
. 其次令p = (p1, · · · , pN ), 则显然有

p = (π·1, · · · , π·N ) = α
∞∑

n=0

ΛnG = αdiag
{

1
1− x1

, · · · ,
1

1− xN

}
G,

由此即得定理的结论.

因此, 由定理3.1, 当一个顾客到达时, 发现系统是非空闲的概率为pB = 1 − p0 = 1 − cα1
λ0

.
另外还有以下定理3.3.

定定定理理理3.3 对到达率可变的M/T-SPH/1/N排队, 在稳态时当一个顾客到达时, 被拒绝进入
系统的概率为

pN =
N∑

i=1

αi

1− xi

N−1∏

k=i

λk

λk+1 − λi
. (14)

证证证 显然在系统稳态时, 一个到达的顾客被拒绝进入系统当且仅当系统中已有N个顾客, 从
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而发生的概率为pN . 所以在(13)中令n = N即可得定理结论.

§4 算子几何解
对本文所建立的QBD过程, 经典的求解方法是矩阵解析方法. 当其平稳分布存在时, 满足如

下的矩阵几何解[1]

πn = π1R
n−1, n ≥ 1, (15)

其中R称为率阵, 且是二次矩阵方程A + RB + R2C = 0的最小非负解. 对本文的模型, 直接求
解率阵较为困难. 但是, 因为π1 = αG, 所以再由(11)式可知

R = G−1ΛG. (16)
从而若能得到G−1, 则从上式出发, 可得到率阵的具体表达式, 而不必求解二次矩阵方程. 为此
先给出一个引理.

引引引理理理4.1 对任意的i = 1, 2, · · · , N , 矩阵G的逆阵G−1的(i, j)位系数fij由

fij =





0, j = 1, 2, · · · , i− 1,
j−1∏
k=i

λk

λk−λj
, j = i, i + 1, · · · , N

(17)

给出, 其中空乘积的值规定为1, 从而fii = 1, i = 1, 2, · · · , N .
证证证 因为G是对角元全为1的上三角方阵, 从而其逆也如此, 所以fii = 1, i = 1, 2, · · · , N . 其

余非零系数满足
j∑

k=i

fikgkj = 0, i = 1, 2, · · · , N, j = i + 1, · · · , N.

所以再由(6)式可得

fij = −
j−1∑

k=i

fik

j−1∏

l=k

λl

λl+1 − λk
, i = 1, 2, · · · , N, j = i + 1, · · · , N,

由此出发, 经过常规的代数运算, 可得(17)式.
注意: 因为λN = 0, 所以由(17)式立即可得fiN = 1, i = 1, 2, · · · , N , 即G−1的第N列系数都

是1, 这显然与定理3.1的结论吻合. 最后, 在上述引理的基础上有以下定理4.1.
定定定理理理4.1 对任意的i = 1, 2, · · · , N , 率阵R的(i, j)位系数rij由

rij =





0, j = 1, 2, · · · , i− 1,
j∑

l=i

xl

l−1∏
m=i

λm

λl−λm

j−1∏
n=l

λn

λl−λn+1
, j = i, i + 1, · · · , N

(18)

给出, 其中空乘积的值规定为1, 从而rii = xi, i = 1, 2, · · · , N .
证证证 显然由(16)式知R是上三角方阵, 且其非零系数满足

rij =
j∑

l=i

xlfilglj , i = 1, 2, · · · , N, j = i, · · · , N,

从而再由(6)式和(17)式即可得定理结论.

§5 数值例子
基于前几节的结果, 本节讨论M/T-SPH/1/N排队平稳队长分布律的数值计算问题. 为此,

首先由Gauss消元法求解线性方程组(9)而得到{αi, i = 1, · · · , N}的值, 其次再由(13)即可得平稳
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分布{pn, n = 0, · · · , N}的数值, 从而又可得pB和pN等. 在计算时, 定理3.1的结论及规一化条件
均可用于精度监测.

因为λn = λun, 其中un是当系统中已有n ≤ N个顾客时, 新到达的顾客选择进入系统的概
率, 根据实际情形, 以下假设un满足以下条件: 第一, 与n和N有关. 第二, u0 = 1, uN = 0. 第三,
关于n递减且随着n的增加, 减小的幅度变大. 下面给出三个具体例子.

在第一个例子中, 设参数取值为λ = 2, a = 2, c = 5, N = 15, 选择概率为

un =
[
1−

( n

N

)α] 1
α

,

其中α > 1是常数. α的不同取值会导致不同的衰减速度, 取值越接近1, 同一n对应的un越小, 且
随n衰减越快. 对α = 1.2, 1.6, 2.0的情形, 参见图1.

图 1 un随α的变化曲线 图 2 pn随n的变化曲线

当α分别取上述三个不同值时, 平稳队长pn随n变化情形参见图2. 由图可以看出, 对该组参
数, pn随着n的变化呈递减趋势, 但递减的幅度表现出先变缓后增加的特征, 而且α越大, 选择进
入的概率un取值较大, 这种特征越明显. 另外, 三种情形下平均队长分别为1.18, 2.06和2.24, 即
随着择进入概率变大, 平均队长变长, 这时符合实际情况的.

在第二个例子中, 设参数取值为λ = 1, a = 2, c = 3, 分别取N = 1, 2, · · · , 10, 另外, 设选

择概率为un = 1−
[
1− (

1− n
N

)β
] 1

β

, 其中β ∈ (0, 1)且其值越接近1, un随n递减速度越快, 参见
图3.

图 3 un随β的变化曲线 图 4 pB随N的变化曲线
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对β的以上三种取值, 一个到达的顾客发现系统忙的概率pB随N变化情况见图4. 由图可以
看出, pB随着系统容量N的增加而递增. 因N越大, 到达的顾客越有可能进入系统, 一个顾客到
达时就越有可能发现系统处于忙期. 另外, 由图还可以看出, 对相同的N , 选择进入的概率越大,
pB也越大.

在第三个例子中, 设参数取值为λ = 2, a = 3, c = 6. 取N = 1, 2, · · · , 10. 并令选择概率具有
形式un =

(
cos nπ

2N

)γ
, 其中γ ∈ (0, 1)且其值越接近1, un随n递减速度越快, 对γ = 0.3, 0.6, 0.9的

情形, 参见图5.

图 5 un随γ的变化曲线 图 6 pN随N的变化曲线

对γ的三种取值, 溢出概率pN随N的变化情形参见图6. 由图可看出, pN随着N的增加而递

减. 同时, 还可看出, 对固定的N , 溢出概率pN随着选择进入概率的增大而增大. 这显然都符合实
际情况.

§6 小结
本文讨论了到达率可变的有限M/T-SPH/1/N排队的平稳队长分布的计算问题. 对建立

的QBD过程模型首先采用谱展开方法进行分析, 不但得到了排队系统平稳队长分布的结果, 还
得到了QBD过程经典的矩阵几何解. 最后, 还给出了几个具体数值例子以说明参数变化对排队
系统性能指标的影响.

在所得结论的基础上, 进一步讨论其它性能指标, 如等待时间或忙期分布, 或讨论排队系统
性能优化问题等, 是值得进一步考虑的问题.
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An spectral expansion approach to analyzing a finite
queue with variable arrival rate
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Abstract: A finite M/T-SPH/1/N queueing model with variable arrival rate is analyzed, where

T-SPH denotes the infinite phase type distribution defined on a birth and death process with countably

many states. For an arriving customer the probability he decides join the queue depends on the number

of customers present in the system. For the queueing system, the established QBD process model can

be analyzed by the method of generalized eigenvalues. Using this method, the expression of stationary

queue length distribution of the queue is given. Furthermore, the obtained results enable us to give the

matrix-geometric solution of the QBD process. Finally, several numerical examples are also presented

to illustrate the impact of parameters on performance indexes of the queueing system.
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