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改造的Catmull-Rom插值基函数及其逼近性质

刘 星, 章仁江

(浙江工商大学 统计与数学学院, 浙江杭州 310018)

摘 要: 此文利用多项式再生性和局部支撑性对著名的Catmull-Rom插值基函数进行
改造, 获得新的插值基函数, 生成新的插值算子, 并求得新插值算子精确的Lebesgue常
数, 估计了其逼近连续函数的收敛速度, 理论和数值例子都表明新插值算子的逼近效
果优于其他各类插值算子.
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§1 引 言

插值算子是函数逼近论的核心研究内容[1-2], 在几何设计中有重要应用[3-5]. 已有许多构
造插值算子的方法, 如多项式插值算子(Lagrange插值)[1-3], Shepard插值算子[6], 重心有理插
值算子[7-10]等等. Lagrange插值在端点附近的插值曲线会产生剧烈的振荡, 即存在Runge现象;
Lagrange插值算子的Lebesgue常数随着插值节点n的增加是趋于无穷大的[1]. Shepard插值算子
和重心有理插值算子都不能对插值曲线进行局部调整, 且随着插值节点n的增加, 它们的计算
量会大增[6-10]. 重心有理插值算子的逼近效果比Shepard插值算子好, 如Berrut的插值算子[7],
Folater-Hormann(F-H)插值算子[9]和文献[10]的插值算子, 它们都不会出现Runge现象, F-H插值
算子对高阶连续的曲线有很高的逼近精度. Berrut的插值算子和F-H插值算子的Lebesgue常数
都随着插值节点n的增加呈对数形式增长[11-13], 这意味着它们插值逼近某些连续函数可能不收
敛; 插值算子[10]的Lebesgue常数是有限的正常数. 细分插值的插值基函数没有具体的表达式, 对
于非封闭的插值数据点列需要添加辅助点[14]. 平移基函数插值算子[15-18]能对插值曲线进行局

部调整; Catmull-Rom插值基函数[18]是由m− 1次B-样条基函数和m次Lagrange插值基函数组成
的2m− 1次的分段多项式, 将其平移可得一组插值基函数, 但它同样需要添加辅助点, 辅助点的
选取对首尾两端点的插值曲线段有较大的影响; 若没有辅助点, 首尾两端点间的插值曲线波动较
大, 同时也不好比较与其他各类插值算子之间的逼近误差和估计插值算子的收敛速度, 这些都是
该类插值算子的不足. 章仁江等人[19]利用二次多项式精确性对文献[16]中的基函数进行改造, 获
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得了两个不同连续性和支撑区间的插值算子, 对于非封闭的插值点列, 这类插值算子不需要添加
辅助点.

针对平移基函数插值算子存在的不足, 本文对Catmull-Rom插值基函数进行改造, 新的插值
基函数不仅保留了Catmull-Rom插值基函数的所有优点, 而且新的插值算子能避免原插值算子
和上述其他插值算子的缺点. 新插值算子的Lebesgue常数恒为一个正常数, 其逼近任何连续函
数都是收敛于该函数的, 有很好的稳定性. 数值例子也表明, 逼近连续函数时, 本文的插值算子
比Berrut的插值算子和文献[10]的插值算子具有更高的逼近精度; 对于高阶连续的函数, 本文的
插值算子和F-H插值算子的逼近精度差不多, 但F-H插值算子只有权性, 不具有多项式再生性与
局部支撑性等性质. 综上所述, 本文改造后的Catmull-Rom插值基函数列有很好的逼近效果, 因
此它有较大的应用价值.

§2 预备知识

本节介绍一些关于B-样条基函数, Lagrange插值基函数以及Catmull-Rom插值基函数的基
本概念.

设ti是节点, U为节点矢量, 给定任意节点矢量U = {ti}, 且节点满足ti ≤ ti+1. 用Ni,p(t)表
示第i个p次的B-样条基函数, 则Ni,p(t)可用de Boor-Cox公式进行递归计算[3]. 定义

Ni,0(t) =





1, ti ≤ t < ti+1;

0, 其他.

递归公式为

Ni,p(t) =
t− ti

ti+p − ti
Ni,p−1(t) +

ti+p+1 − t

ti+p+1 − ti+1
Ni+1,p−1(t), p ≥ 1. (2.1)

给定n + 1个有序插值数据点Pi(i = 0, 1, · · · , n)以及互不相等的插值节点t0 < t1 < · · · < tn,
存在唯一的n次插值多项式[3]

Pn(t) =
n∑

i=0

Ln
i (t|t0, · · · , tn)Pi, (2.2)

其中Ln
0 (t|t0, · · · , tn), Ln

1 (t|t0, · · · , tn), · · · , Ln
n(t|t0, · · · , tn)为n次的Lagrange插值基函数,满足插

值条件Pn(ti) = Pi, i = 0, 1, · · · , n, 其表达式为[3]

Ln
i (t|t0, · · · , tn) =

∏
j 6=i(t− tj)∏
j 6=i(ti − tj)

, i = 0, 1, · · · , n, (2.3)

满足

Ln
i (tj |t0, · · · , tn) =





1, i = j;

0, i 6= j.
(2.4)

Catmull和Rom[18]提出将B-样条基函数和Lagrange插值基函数结合在一起得到Catmull-
Rom插值基函数

ϕ2m−1(t) =
m∑

j=0

N−j,m−1(t)Lm
j (t |t−j , · · · , t−j+m ) , m ≥ 2. (2.5)

这里tj为均匀节点, 且满足tj+1− tj = 1(tj为整数). 将ϕ2m−1(t)向右平移i个单位得ϕ2m−1(t− i),
记ϕi,2m−1(t) = ϕ2m−1(t− i), 得Catmull-Rom插值基函数列{

· · · , ϕ0,2m−1(t), ϕ1,2m−1(t), ϕ2,2m−1(t), · · · , ϕn,2m−1(t), · · ·
}

. (2.6)
Catmull-Rom插值基函数列ϕi,2m−1(t)具有如下性质.
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(i) ϕi,2m−1(t)具有Cm−1阶连续性;

(ii) 局部支撑性, 即ϕi,2m−1(t)在区间(−m + i,m + i)外恒等于零;

(iii) m次多项式再生性, 即
∑

iaϕi,2m−1(t) =
∑

iaϕ2m−1(t− i) = ta, a = 0, 1, · · · ,m;

(iv) 插值性, 即

ϕi,2m−1(j) =





1, i = j;

0, i 6= j.

设给定n + 1个有序数据点Pi ∈ Rd(i = 0, 1, · · · , n), 维数d ≥ 1, 则由Catmull-Rom插值基函
数列构造插值该数据点的曲线方程为

P (t) =
n+m−1∑

i=−m+1

Piϕi,2m−1(t) =
n+m−1∑

i=−m+1

Piϕ2m−1(t− i), t ∈ [0, n], (2.7)

其中P−m+1, · · · , P−1与Pn+1, · · · , Pn+m−1称为辅助点
[15-16], 其作用是调节首尾两端点附近的曲

线形状, 辅助点的选取具有主观因素和不确定性; 而无辅助点时, 首尾两端点间的插值曲线波动
大, 同时无法比较与其他插值算子的逼近误差和和估计插值算子的收敛速度.

设给定控制阵列{Pi,j},那么插值控制阵列{Pi,j}的(2m−1, 2n−1)次张量积Catmull-Rom曲
面可写为

P (u, v) =
∑

i

∑

j

Pi,jϕ2m−1,i(u)ϕ2n−1,j(v). (2.8)

其中ϕ2m−1,i(u), ϕ2n−1,j(v)是张量积Catmull-Rom插值基函数, 控制阵列{Pi,j}构成了张量
积Catmull-Rom曲面的控制网格.

本文利用多项式再生性和局部支撑性对Catmull-Rom插值基函数进行改造, 获得了新的n +
1个插值基函数, 生成的新插值算子不需要添加辅助点. 获得新插值算子的精确的Lebesgue常数,
并估计了新插值算子的收敛速度; 最后将其与各种类型的重心有理插值算子作比较, 数值例子表
明新插值算子有更好的逼近效果.

§3 新插值基函数的改造

3.1 新新新插插插值值值基基基函函函数数数的的的构构构造造造

本节对一般的Catmull-Rom插值基函数进行改造, 获得新的n + 1个插值基函数. 设
新的n + 1个插值基函数为

{
ϕ̄0,2m−1(t), · · · , ϕ̄m,2m−1(t), ϕ̄m+1,2m−1(t), · · · , ϕ̄n−m−1,2m−1(t),

ϕ̄n−m,2m−1(t), · · · , ϕ̄n,2m−1(t)
}

, 为获得新插值基函数, 令(2.7)式中插值曲线
n+m−1∑

i=−m+1

Piϕ2m−1(t− i) =
n∑

i=0

Piϕ̄i,2m−1(t), t ∈ [0, n]. (3.1)

这里n ≥ 2m + 2. 由Catmull-Rom插值基函数列的局部支撑性可知, 只需对上面插值基函数列中
的前m + 1个和后m + 1个基函数进行改造, 中间的n− 2m− 1个基函数是原来的平移基函数, 即

ϕ̄i,2m−1(t) = ϕi,2m−1(t) = ϕ2m−1(t− i), i = m + 1, · · · , n−m− 1, t ∈ [0, n]. (3.2)

为确定新插值基函数列中的前m + 1个和后m + 1个基函数ϕ̄i(t)(i = 0, 1, · · · ,m, n −
m, · · · , n − 1, n), 令左右两边的辅助点Pi(i = −m + 1, · · · ,−1, n + 1, · · · , n + m − 1)仅与临近
的m + 1个已知插值点Pi(i = 0, 1, · · · ,m, n−m, · · · , n− 1, n)线性相关(这样取辅助点是为了保
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证新插值基函数列也具有m次多项式再生性). 以左边为例, 即Pi(i = −m + 1, · · · ,−1)与Pi(i =
0, 1, · · · ,m)有如下关系(右边可由对称性得)



P−1

P−2

...
P−m+1




= A




P0

P1

...
Pm




, (3.3)

其中

A =




1− k11 − · · · − k1m k11 · · · k1m

1− k21 − · · · − k2m k21 · · · k2m

...
...

. . .
...

1− km−11 − · · · − km−1m km−11 · · · km−1m




.

根据ϕ2m−1(t− i)的局部支撑性, 当t ∈ [q, q + 1), q = 0, 1, · · · , 2m− 1时, 由(3.1)式可得



m+q∑
i=−m+1+q

Piϕ2m−1(t− i) =
m+q∑
i=0

Piϕ̄i,2m−1(t), q = 0, 1, · · · ,m− 2;

q+m∑
i=q−m+1

Piϕ2m−1(t− i) =
q+m∑

i=q−m+1

Piϕ̄i,2m−1(t), q = m− 1, · · · , 2m− 1.

(3.4)

为了确定辅助点与已知插值点的关系, 试着令新的插值基函数列ϕ̄i(t)(i = 0, 1, · · · , n)也具
有m次多项式再生性, 因此从多项式基ta(a = 0, 1, 2, · · · ,m)上取点列Pi = ia(i = 0, 1, 2, · · · , n).
当t ∈ [q, q + 1), q = 0, 1, · · · , 2m− 1时, 将点列Pi = ia(i = 0, 1, 2, · · · , n)代入(3.4)式得




m+q∑
i=−m+1+q

Piϕ2m−1(t− i) =
m+q∑
i=0

iaϕ̄i,2m−1(t) = ta, q = 0, 1, · · · ,m− 2;

q+m∑
i=q−m+1

iaϕ2m−1(t− i) =
q+m∑

i=q−m+1

iaϕ̄i,2m−1(t) = ta, q = m− 1, · · · , 2m− 1.

(3.5)

再将(3.3)式代入上式整理得

B




ki1

ki2

...
kim




=




−i

(−i)2
...

(−i)m




, i = 1, 2, · · · ,m− 1, (3.6)

其中

B =




1 2 3 · · · m

1 22 32 · · · m2

...
...

...
. . .

...
1 2m 3m · · · mm




.

这里B为Vandermonde矩阵, 因此|B| 6= 0, 从而对每一个i(i = 1, 2, · · · ,m− 1), (3.6)式存在唯一
解, 再将解 (

ki1, ki2, · · · , kim

)
, i = 1, 2, · · · ,m− 1

代入(3.3)式可得辅助点Pi(i = −1,−2, · · · ,−m + 1)与临近的m + 1个已知插值点Pi(i =
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0, 1, · · · ,m)的关系, 再根据(3.5)式可得ϕ̄i,2m−1(t)(i = 0, 1, · · · ,m)的表达式为


ϕ̄0,2m−1(t)
ϕ̄1,2m−1(t)

...
ϕ̄m,2m−1(t)




= A>




ϕ2m−1(t + 1)
ϕ2m−1(t + 2)

...
ϕ2m−1(t + m− 1)




+




ϕ2m−1(t)
ϕ2m−1(t− 1)

...
ϕ2m−1(t−m)




, t ∈ [0, n]. (3.7)

最后可由对称性可得出ϕ̄i,2m−1(t)(i = n−m, · · · , n− 1, n)的表达式为


ϕ̄n−m,2m−1(t)
ϕ̄n−m+1,2m−1(t)

...
ϕ̄n,2m−1(t)




= C




ϕ2m−1(t− n− 1)
ϕ2m−1(t− n− 2)

...
ϕ2m−1(t− n−m + 1)




+




ϕ2m−1(t− n + m)
ϕ2m−1(t− n + m− 1)

...
ϕ2m−1(t− n)




, t ∈ [0, n].

(3.8)
其中

C =




k1m k1m−1 · · · k11 1− k11 − · · · − k1m

k2m k2m−1 · · · k21 1− k21 − · · · − k2m

...
...

. . .
...

...
km−1m km−1m−1 · · · km−11 1− km−11 − · · · − km−1m




>

.

所以改造后的n + 1个插值基函数可表示为
{

ϕ̄0,2m−1(t), · · · , ϕ̄m,2m−1(t), ϕm+1,2m−1(t), · · · ,
ϕn−m−1,2m−1(t), ϕ̄n−m,2m−1(t), · · · , ϕ̄n,2m−1(t)

}
. 新插值基函数列{ϕ̄i,2m−1(t), i = 0, 1, · · · , n}

具有Cm−1阶连续性、m次多项式再生性、局部支撑性等性质.

3.2 改改改进进进的的的五五五次次次Catmull-Rom插插插值值值基基基函函函数数数

由于三次Catmull-Rom插值基函数的改造已在文献[19]中由其他方法给出, 这里给出改造后
的五次Catmull-Rom插值基函数列的具体表达式. 由于计算比较繁琐, 其他更高次的从略.

五次Catmull-Rom插值基函数ϕ5(t)的表达式为

ϕ5(t) =





9
2 + 45

4 t + 21
2 t2 + 14

3 t3 + t4 + 1
12 t5, t ∈ [−3,−2);

1
2 − 11

4 t− 17
2 t2 − 47

6 t3 − 3t4 − 5
12 t5, t ∈ [−2,−1);

1− 2t2 + 1
6 t3 + 2t4 + 5

6 t5, t ∈ [−1, 0);

1− 2t2 − 1
6 t3 + 2t4 − 5

6 t5, t ∈ [0, 1);
1
2 + 11

4 t− 17
2 t2 + 47

6 t3 − 3t4 + 5
12 t5, t ∈ [1, 2);

9
2 − 45

4 t + 21
2 t2 − 14

3 t3 + t4 − 1
12 t5, t ∈ [2, 3);

0, 其他.

此时m = 3. 根据前面的构造过程, 由(3.6)式得


1 2 3
1 4 9
1 8 27


 .




ki1

ki2

ki3


 =




−i

(−i)2

(−i)3


 , i = 1, 2, (3.9)
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从而可得 



k11 = −6, k12 = 4, k13 = −1;

k21 = −20, k22 = 15, k23 = −4.
(3.10)

将(3.10)式代入(3.3)式可得辅助点与已知插值节点的关系为



P−1 = 4P0 − 6P1 + 4P2 − P3,

P−2 = 10P0 − 20P1 + 15P2 − 4P3.
(3.11)

最后由(3.2), (3.7)-(3.8)式可得新的五次Catmull-Rom插值基函数ϕ̄i,5(t)(i = 0, 1, · · · , n)的表达
式分别为 




ϕ̄0,5(t) = 4ϕ5(t + 1) + 10ϕ5(t + 2) + ϕ5(t),

ϕ̄1,5(t) = −6ϕ5(t + 1)− 20ϕ5(t + 2) + ϕ5(t− 1), t ∈ [0, n];

ϕ̄2,5(t) = 4ϕ5(t + 1) + 15ϕ5(t + 2) + ϕ5(t− 2),

ϕ̄3,5(t) = −ϕ5(t + 1)− 4ϕ5(t + 2) + ϕ5(t− 3),

(3.12)

ϕ̄i,5(t) = ϕi,5(t) = ϕ5(t− i), i = 4, 5, · · · , n− 4, t ∈ [0, n]; (3.13)
以及




ϕ̄n−3,5(t) = −ϕ5(t− n− 1)− 4ϕ5(t− n− 2) + ϕ5(t− n + 3),

ϕ̄n−2,5(t) = 4ϕ5(t− n− 1) + 15ϕ5(t− n− 2) + ϕ5(t− n + 2), t ∈ [0, n].

ϕ̄n−1,5(t) = −6ϕ5(t− n− 1)− 20ϕ5(t− n− 2) + ϕ5(t− n + 1),

ϕ̄n,5(t) = 4ϕ5(t− n− 1) + 10ϕ5(t− n− 2) + ϕ5(t− n),

(3.14)

这样得到新的五次Catmull-Rom插值基函数列{
ϕ̄0,5(t), ϕ̄1,5(t), ϕ̄2,5(t), ϕ̄3,5(t), ϕ4,5(t), · · · , ϕn−4,5(t), ϕ̄n−3,5(t), ϕ̄n−2,5(t), ϕ̄n−1,5(t), ϕ̄n,5(t)

}
.

新的五次Catmull-Rom插值基函数列{ϕ̄i,5(t), i = 0, 1, · · · , n}的图像如图1所示.

. . .

. . .

图 1 新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)图

§4 新插值算子的逼近性质
在本节主要研究新的五次Catmull-Rom插值算子的Lebesgue常数和估计其逼近连续函数的

收敛速度. 下面将说明新插值算子具有精确的Lebesgue常数, 这说明新插值算子具有很好的稳定
性, 比前面很多插值算子的Lebesgue常数一般为O(lnn)有较大的改进.
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4.1 新新新插插插值值值算算算子子子的的的Lebesgue常常常数数数

本小节研究新插值算子的Lebesgue常数, Lebesgue常数能反映插值算子的稳定性.

设f(t)是定义在区间[a, b]上的连续函数, 给定插值节点{t0, t1, · · · , tn}, 其满足a = t0 < t1 <

· · · < tn = b, bi(t)表示插值基函数, 则插值算子为

Ln(f, t) =
n∑

i=0

f(ti)bi(t), i = 0, 1, 2, · · · , n, (4.1)

满足插值条件Ln(f, ti) =
n∑

i=0

f(ti)bi(ti) = f(ti), i = 0, 1, 2, · · · , n. 该插值算子的Lebesgue常数

为

‖Ln‖ = max
a≤t≤b

Ln (t) , (4.2)

其中Ln(t) =
n∑

i=0

|bi(t)|为插值节点t0, t1, · · · , tn上的Lebesgue函数[1].

当插值节点ti为等距时, 由新的五次Catmull-Rom插值基函数列{ϕ̄i,5(t), i = 0, · · · , n}生成
的插值算子的Lebesgue常数和Lebesgue函数分别为

||Ln|| = max
a≤t≤b

n∑

i=0

|ϕ̄i,5(t)|, Ln(t) =
n∑

i=0

|ϕ̄i,5(t)|. (4.3)

于是有

定定定理理理4.1 新插值算子Ln(f, t)的Lebesgue常数为

‖Ln‖ =
7 + 14

√
7

27
, n ≥ 8.

证 取插值区间[a, b] = [0, 1], 插值节点ti = i
n (i = 0, 1, 2, · · · , n), 此时ϕ̄i,5(t)变为ϕ̄i,5(nt).

∀k, 当t = tk, 由插值基函数列ϕ̄i,5(nt)的插值性可得Ln(t) = 1. 对某一个k, 令tk < t < tk+1(k =
0, 1, · · · , n− 1), 将这一区间上的Lebesgue函数记为Ln,k(t), 即

Ln,k(t) := Ln(t) =
n∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)|, tk < t < tk+1.

当t ∈ (tk, tk+1)(k = 0, 1, · · · , n − 1), 由插值基函数列ϕ̄i,5(nt)的局部支撑性和对称性可知,
Ln,k(t)的和式中至多出现6个相邻的插值基函数且只需计算Ln,k(t)(k = 0, 1, 2)即可. 因此有如下
的三种情况.

(1) 当k = 0时, 0 < t < 1
n , 此时

Ln,0(t) =
n∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =
3∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =

ϕ̄0,5(nt) + ϕ̄1,5(nt)− ϕ̄2,5(nt) + ϕ̄3,5(nt) =

(nt)3 − 4(nt)2 + 3nt + 1;

(2) 当k = 1时, 1
n < t < 2

n , 此时

Ln,1(t) =
n∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =
4∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =

− ϕ̄0,5(nt) + ϕ̄1,5(nt) + ϕ̄2,5(nt)− ϕ̄3,5(nt) + ϕ̄4,5(nt) =
1
2

[
− 8 + 29nt− 36(nt)2 + 24(nt)3 − 8(nt)4 + (nt)5

]
;
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(3) 当k = 2时, 2
n < t < 3

n , 此时

Ln,2(t) =
n∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =
5∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)| =

ϕ̄0,5(nt)− ϕ̄1,5(nt) + ϕ̄2,5(nt) + ϕ̄3,5(nt)− ϕ̄4,5(nt) + ϕ̄5,5(nt) =
1
2

[
− 52 + 75nt− 40(nt)2 + 10(nt)3 − (nt)4

]
;

为了便于比较, 将上述所有的区间
(

k
n , k+1

n

)
(k = 0, 1, 2)都平移到区间(0, 1

n )上, 变量u = t− k
n仍

记为t得

Ln,k(t) =





1 + 3nt− 4(nt)2 + (nt)3, k = 0;

1 + nt− (nt)2 + (nt)3 − 3(nt)4

2 + (nt)5

2 , k = 1;

1 + 3nt
2 − 2(nt)2 + (nt)3 − (nt)4

2 , k = 2.

因为0 < t < 1
n , 所以有




Ln,0(t)− Ln,1(t) = −nt
2 (nt− 2)(nt− 1)

(
(nt)2 − 2

)
> 0,

Ln,0(t)− Ln,2(t) = nt
2 (nt− 1)

(
− 3 + nt + (nt)2

)
> 0.

由上式可知, Ln(t)的最大值在Ln,0(t)上取得, 即Ln(t) = Ln,0(t). 易得此时Ln(t)的导数为

L′n(t) = L′n,0(t) = 3n

[
(nt)2 − 8

3
nt + 1

]
= 3n

[
nt− 4−√7

3

][
nt− 4 +

√
7

3

]
, t ∈

(
0,

1
n

)
.

因此当t ∈
(
0, 4−√7

3n

]
时, L′n(t) ≥ 0; t ∈

[
4−√7

3n , 1
n

)
时, L′n(t) ≤ 0. 所以当t = 4−√7

3n 时, Ln(t)取得
最大值, 即

||Ln|| = max
0≤t≤1

Ln (t) = Ln

(
4−√7

3n

)
=

7 + 14
√

7
27

. (4.4)

当插值节点n = 20时, 新插值算子Ln(f, t)的Lebesgue函数如图2所示.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

图 2 当n = 20时, 新插值算子Ln(f, t)的Lebesgue函数图
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4.2 新新新插插插值值值算算算子子子的的的逼逼逼近近近误误误差差差

本小节对新插值算子Ln(f, t)逼近连续函数的收敛速度进行研究. 设f(t)是定义在区
间[a, b]上的连续函数, 对于h > 0, 称

ω(h) = ω (f, h) = sup
|t1−t2|≤h

t1,t2∈[a,b]

∣∣∣f(t1)− f(t2)
∣∣∣

为f(t)在[a, b]上的连续模. 这样有

定定定理理理4.2 设f(t)为[0, 1]上的连续函数, 插值节点ti = i
n (i = 0, 1, · · · , n), 则对新插值算

子Ln(f, t)有 ∣∣∣Ln(f, t)− f(t)
∣∣∣ <

43
10

ω

(
f,

1
n

)
, n ≥ 8.

证 假设t离tk(k = 0, 1, · · · , n− 1)较近, 则

|t− ti| ≤ |t− tk|+ |tk − ti| ≤ 1
2n

+
|k − i|

n
=

1
n

(
1
2

+ |k − i|
)

, (4.5)

以及连续模的性质

ω(λh) ≤ (1 + λ) ω(h), λ > 0. (4.6)
根据插值算子的性质和上式得∣∣∣Ln(f, t)− f(t)

∣∣∣ =
∣∣∣

n∑

i=0

(
f(t)− f(ti)

)
ϕ̄i,5(nt)

∣∣∣ ≤
n∑

i=0

|f(t)− f(ti)| |ϕ̄i,5(nt)| ≤ (4.7)

n∑

i=0

ω

(
f,

1
n

(
1
2

+ |k − i|
))

|ϕ̄i,5(nt)| .

再由(4.4)和(4.7)式得
n∑

i=0

ω

(
f,

1
n

(
1
2

+ |k − i|
))

|ϕ̄i,5(nt)| ≤

ω

(
f,

1
n

) n∑

i=0

(
1 +

1
2

+ |k − i|
)
|ϕ̄i,5(nt)| =

ω

(
f,

1
n

) [
3
2

n∑

i=0

|ϕ̄i,5(nt)|+
n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)|
]
≤

ω

(
f,

1
n

) [
7 + 14

√
7

18
+

n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)|
]

. (4.8)

现在估计
n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)|(k = 0, 1, · · · , n− 1)的最大值. 由于

n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)| =
k−1∑

i=0

(k − i)|ϕ̄i,5(nt)|+
n∑

i=k+1

(i− k)|ϕ̄i,5(nt)|, tk < t < tk+1. (4.9)

根据插值基函数列ϕ̄i,5(nt)的性质知
n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)|的和式在区间(tk, tk+1)上至多出现5个相

邻的插值基函数. 与定理4.1的计算类似, 最后将所有的区间
(

k
n , k+1

n

)
(k = 0, 1, · · · , n − 1)都平
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移到区间
(
0, 1

n

)
上, 变量u = t− k

n仍记为t得

n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)| =





7nt− 8(nt)2 + 2(nt)3, k = 0;
nt
3

(
5 + 6(nt)2 − 12(nt)3 + 4(nt)4

)
, k = 1, 2, · · · , n− 3;

1
3

(
5nt− 2(nt)3

)
, k = n− 2, n− 1.

(4.10)

由上式容易比较得出
n∑

i=0

|k − i||ϕ̄i,5(nt)|在k = 0时取得最大值, 令
n∑

i=0

|0− i||ϕ̄i,5(nt)| = 7nt− 8(nt)2 + 2(nt)3 := h(t), t ∈
(

0,
1
n

)
. (4.11)

h(t)的一阶导数为

h′(t) = 6n(nt)2 − 16n2t + 7n = 6n
[
nt− 1

6

(
8−

√
22

) ][
nt− 1

6

(
8 +

√
22

) ]
. (4.12)

当t ∈
(
0, 8−√22

6n

]
时, h′(t) ≥ 0; 当t ∈

[
8−√22

6n , 1
n

)
时, h′(t) ≤ 0. 所以当t = 8−√22

6n 时, h(t)取得最
大值. 即

h(t) ≤ h

(
8−√22

6n

)
=

11
√

22− 4
27

. (4.13)

最后由(4.8)和(4.13)两式得
∣∣∣Ln(f, t)− f(t)

∣∣∣ ≤ ω

(
f,

1
n

) [
7 + 14

√
7

18
+

11
√

22− 4
27

]
<

43
10

ω

(
f,

1
n

)
. (4.14)

§5 数值例子

本节将展现新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)在构造插值曲线、曲面时的便捷
性、快速性, 比较本文的插值算子和三种重心有理插值算子逼近连续函数时的逼近精度.

例例例1 用新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)来构造极坐标插值曲线, 三叶草形的极
坐标方程为

r(θ) = 4
(
1 + cos(3θ) + 3 sin(3θ)2

)
, θ ∈ [0, 2π].

从原点开始, 在三叶草曲线上均匀的采取41个数据点作为插值节点, 由新的五次Catmull-Rom插
值基函数列ϕ̄i,5(t)构造出如图3所示的三叶草形的插值曲线, 其中小圆点为插值节点. 这种方法
构造插值曲线编程简单且耗时少.

图 3 新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)插值三叶草形曲线图
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例例例2 用新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)重建墨西哥草帽曲面, 其表达式为

z =
sin

√
x2 + y2

√
x2 + y2

, (x, y) ∈ [−8, 8]× [−8, 8].

从原点开始, 在曲面上均匀地选取321个数据点作为插值节点, 根据(2.8)式曲面的张量积公式,
用本文的插值基函数列ϕ̄i,5(t)来插值墨西哥草帽曲面, 图4左边是墨西哥草帽的原始曲面、右边
是用新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)插值重建的墨西哥草帽曲面.

图 4 新的五次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)插值重建墨西哥草帽曲面, 左边原始墨西哥草帽曲面, 右边新的五

次Catmull-Rom插值基函数列ϕ̄i,5(t)插值重建墨西哥草帽曲面图

本文还比较了本文的插值算子与三种重心有理插值算子逼近连续函数时的逼近精度. 插值
区间[a, b] = [−5, 5], 插值节点ti = −5 + 10i

n (i = 0, 1, · · · , n). 在本文中, 用如下的误差表达式

e = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

f(ti)bi(t)− f(t)

∣∣∣∣∣ (5.1)

来度量插值算子逼近连续函数的优劣.
例例例3 运用(5.1)式比较了本文的插值算子, Berrut和文献[10]的插值算子在不同插值节点数

下逼近Runge函数f(t) = 1
1+t2 (t ∈ [−5, 5])的逼近精度. 图5是当n为不同的插值节点数, 本文的插

值算子逼近f(t) = 1
1+t2的效果图. 表1是在不同的插值节点下, 本文的插值算子, Berrut的插值

算子以及文献[10]的插值算子逼近f(t) = 1
1+t2 (Runge函数)的逼近精度. 结果表明, 本文的插值

算子不会出现Runge现象, 且随着插值节点数n的增加, 本文的插值算子逼近精度明显的优于其
他两种插值算子的逼近精度.

表1 本文的插值算子与其他两种插值算子逼近f(t) = 1
1+t2

(Runge函数)的误差比较

插值节点数 n = 10 n = 40 n = 50 n = 100 n = 640

e1 (文献[10]) 8.21× 10−2 2.39× 10−2 1.92× 10−2 9.54× 10−3 1.48× 10−3

e2 (Berrut’s) 3.61× 10−2 1.44× 10−3 1.17× 10−3 6.00× 10−4 9.53× 10−5

e3 (本文方法) 9.38× 10−3 7.87× 10−4 3.30× 10−4 1.96× 10−5 1.09× 10−8

例例例4 运用(5.1)式比较了本文的插值算子与其他三种重心有理插值算子在不同插值节点数
下逼近函数f(t) = sin t(t ∈ [−5, 5])的逼近精度. 表2是在不同的插值节点下, 本文的插值算子和
其他三种重心有理插值算子逼近f(t) = sin t的逼近精度, 从中可看出本文的插值算子的逼近精
度远远优于Berrut和文献[10]的插值算子的逼近精度, 大约是它们逼近精度的十倍至一百万倍！
本文的插值算子和F-H插值算子(d = 3)的逼近精度差不多, 但本文的插值算子编程简单、计算
量小、稳定性好.
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图 5 当n = 10, 20, 40, 80时, 本文的插值算子逼近f(t) = 1
1+t2

的效果图

表2 本文的插值算子与其他三种插值算子逼近f(t) = sin t的误差比较

插值节点数 n = 10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 640

e1 (文献[10]) 1.56× 10−1 7.52× 10−2 2.93× 10−2 1.47× 10−2 2.29× 10−3

e2 (Berrut’s) 6.99× 10−2 4.48× 10−2 2.01× 10−2 1.03× 10−2 1.67× 10−3

e3 (F-H(d = 3)) 1.27× 10−2 1.23× 10−3 3.48× 10−5 2.20× 10−6 1.33× 10−9

e4 (本文方法) 2.04× 10−2 2.38× 10−3 6.64× 10−5 4.09× 10−6 2.40× 10−9

§6 结语
本文提出利用多项式再生性和局部支撑性对Catmull-Rom插值基函数进行改造的方法, 获

得新的插值基函数, 生成新的插值算子, 新插值算子能避免其他各类插值算子的不足. 以改造后
的五次Catmull-Rom插值算子为例, 本文给出了它的插值基函数的具体表达式; 获得了它精确
的Lebesgue常数; 估计了它逼近连续函数的收敛速度. 改造后的Catmull-Rom插值算子有很好的
稳定性, 在实际应用中不需要添加辅助点, 能局部调整曲线、曲面的形状; 文中的数值例子进一
步佐证了本文的插值算子优于其他插值算子, 因此本文的插值算子有很好的应用前景.
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Remould Catmull-Rom interpolation basis functions and
approximative properties
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Abstract: The paper utilizes polynomial reproducibility and local support to modify the famous

Catmull Rom interpolation basis function, obtaining new interpolation basis functions, generating new

interpolation operators, and also obtaining the precise Lebesgue constant of the new interpolation

operator. The convergence speed of the new interpolation operator approaching continuous functions

is estimated, and both theoretical and numerical examples show that the approximation effect of the

new interpolation operator is better than other types of interpolation operators.
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