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单圈图的D(2)-点和可区别全染色
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摘 要: 图G的D(2)-点和可区别全染色是指在图G的一个正常全染色φ下, G中任

意两个距离不超过2的顶点u, v, 其色集合中所有颜色数之和互不相同. 使得G有一

个k-D(2)-点和可区别全染色的最小整数k, 称为图G的D(2)-点和可区别全色数. 文
中应用组合零点定理和权转移方法刻画了单圈图的D(2)-点和可区别全染色, 并得到
其D(2)-点和可区别全色数.
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§1 引 言

本文讨论的图为简单无向的连通图, V (G)和E(G)表示图G的顶点集和边集, C = {1, 2, · · · ,
k}为k-色集(k ∈ N+), 顶点x的度数记为d(x), 若d(x) ≥ k, 则点x称作是k+点, 若d(x) = k, 点x简

记为k-点. ∆(G), δ(G)分别表示为图G的最大度和最小度, d(u, v)表示点u和点v间的距离, 点v

的邻点集记为N(v), 图G的围长记为g(G). 其它未加说明的术语, 请参考文献[1-3].
图的染色问题是图论研究中一个重要课题, 许多学者在染色领域取得很多有意义的研究成

果. 张忠辅等人[4]提出图的D(β)-点可区别全染色的概念. Pilsniak等人[5]提出图的邻和可区别全

染色的概念, 并给出猜想: 对于任意一个点数不小于2的简单连通图G, 有χ′′Σ (G) ≤ ∆(G) + 3. 之
后Dong等人[6-10]针对一些特殊图, 研究了它们的邻和可区别染色问题, 得到其相应的邻和可区
别色数. 强会英等人[11]对2-距离和可区别边染色进行研究, 得到无K4-子式图的2-距离和可区别
边色数的一个上界. 贾秀卿等人[12]应用Hall定理考虑了双圈图的D(2)-点可区别边染色.

基于上述研究, 本文讨论了单圈图的D(2)-点和可区别全染色问题.

§2 预备知识
图G的一个k-正常全染色是指k种颜色对图G的全体顶点及全体边的一个分配, 使得相邻点,

相邻边, 相关联的点和边染色不同. 其中使得G存在k-正常全染色的最小颜色数k称为G的全色

数, 记为χ
′′
(G).
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定定定义义义2.1(见[11, p83]) 令φ是图G的一个正常[k]-全染色, 对∀u, v ∈ V (G), dG(u, v) ≤ 2,
若g(u) 6= g(v), 其中g(u) = φ(u) +

∑
uωεE(G) φ(uω), 则称φ为图G的k-D(2)-点和可区别全染色,

简记为k-D(2)-VSDTC, 并称χ′′2−Σ (G)= min{k|G有k-D(2)-VSDTC}为G的D(2)-点和可区别全
色数.

定定定义义义2.2(见[9, p78]) 设T是p(p ≥ 3)阶树, 将T中某两个不相邻的点用一条新的边连起来,
得到的p阶含有p条边的图称为单圈图.

引引引理理理2.1(见[11, p83]) 对于简单图G, χ′′2−Σ (G) ≥ χ′′Σ (G) ≥ ∆(G)+1. 若简单图G存在两个

距离不超过2的最大度点, 则χ′′2−Σ (G)≥ ∆(G) + 2. 其中χ′′Σ (G)表示图G的邻和可区别全色数.

引引引理理理2.2(见[8, p189]) 设B1, B2是数集, 且|B1| = m ≥ 2, |B2| = n ≥ 2, 令B3 = {x + y|x ∈
B1, y ∈ B2, x 6= y}. 则|B3| ≥ m + n− 3, 并且如果B1 6= B2, 那么|B3| ≥ m + n− 2.

引引引理理理2.3(见[8, p189]) 设B1是一个正整数集且|B1| = n, 令B2 = {
m∑

i=1

xi|xi ∈ B1, xi 6=
xj(i 6= j)}, m ≤ n. 那么|B2| ≥ mn−m2 + 1.

引引引理理理2.4(见[11, p83]) 对n(n ≥ 3)阶圈图Cn, 有χ′′2−Σ (Cn) =

{
4, n ≡ 0( mod 4);

5, n 6≡ 0( mod 4).
引引引理理理2.5(见[1, p9]) (组合零点定理) 令F为任一数域, Q = Q(x1, x2, · · · , xn)为属于F上的

多项式, 设deg(Q) =
n∑

i=1

ki, 其中ki为非负整数, 且CQ(xk1
1 xk2

2 · · ·xkn
n ) 6= 0, 若S1, S2, · · · , Sn ⊆

F且|Si| > ki, 1 ≤ i ≤ n, 则存在s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, · · · , sn ∈ Sn, 使得Q(s1, s2, · · · , sn) 6= 0.

§3 主要结果
定定定理理理3.1 设G是∆(G) 6 4的单圈图, 则χ′′2−Σ (G) 6 ∆(G) + 3.

证证证 采用反证法, 记∆(G) + 3 = k, 设G是一个极小反例, 即∆(G) ≤ 4, 且图G是使|V (G)|+
|E(G)|最小的不存在k-D(2)-VSDTC的图. 图G的任意真子图G′都有一个[k]-D(2)-点和可区别全
染色φ′. 下面通过删去图G中的某些边得到图G的真子图G′, 若图G′的[k]-D(2)-点和可区别全染
色φ′可扩展为图G的[k]-D(2)-点和可区别全染色φ, 这与假设相矛盾. 令g(v), g′(v)分别表示在染
色φ, φ′中点v及所有与其关联的边的颜色数之和.

去掉图G的所有1-点, 所得图记为H, 显然H为连通图. 因为1-点(悬挂点)达到D(2)-点和可
区别全染色总是易染的, 所以在下面分析中, 对任意点(或边)染色时, 不考虑与其相邻(或2距离
以内)的1-点的颜色限制, 也不分析1-点. 下面讨论图H的结构特点.

断言1 δ(H) ≥ 2.

假设断言1不成立, 即δ(H) ≤ 1. 若δ(H) = 0, 则图G为K1,n−1, 易得χ′′2−Σ (G) 6 k, 与G的

选取矛盾. 若δ(H) = 1, 不妨设dH(v) = 1, 则图G包含一个与图1中G1同构的子图, 其中1 ≤ l ≤
k − 4, 令G′ = G − {vv1}, 图G′存在[k]-D(2)-点和可区别全染色φ′, 由染色条件可知, vv1至少

有k − (∆ − 1 + 1) ≥ 3种可用颜色, 点v1易染, 可得图G的[k]-D(2)-点和可区别全染色φ, 推出矛
盾, 故δ(H) ≥ 2.

对∀v ∈ V (H), 若dH(v) = 2, 则2 ≤ dG(v) ≤ ∆(G), 若dH(v) = dG(v) = 2, 则称v为好2-点,
否则称v为坏2-点. 下面根据图G的最大度进行分类讨论.

情形1 当∆(G) = 2时, k = 5, 根据引理2.4可知χ′′2−Σ (G) 6 ∆(G) + 3成立.
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图1 G1和G2 图2 G3 图3 G4

情形2 当∆(G) = 3时, k = 6.下面分析此时图H的结构特点.
断言2 H中任意两个2-点不相邻.

假设断言2不成立, 设图H中∃uv ∈ E(H), 有dH(u) = dH(v) = 2. 会出现以下三种情形.

(1) u, v均为好2-点, 则图G包含与图1中G2同构的子图, 令G′ = G − {uv}, 图G′存在一

个6-D(2)-点和可区别全染色φ′, 为了将G′的染色φ′扩展为图G的6-D(2)-点和可区别全染色φ. 现
在重染u, v的颜色, 记u, v, uv分配的颜色分别为x1, x2, x3, 由染色条件得多项式

Q(x1, x2, x3) = Π
1≤i<j≤3

(xi−xj)(x1−φ′(uu1))(x1−φ′(u1))(x2−φ′(vv1))(x2−φ′(v1))(x3−
φ′(uu1))(x3 − φ′(vv1))(x2 + x3 + φ′(vv1)− g′(v1))(x1 + x3 + φ′(uu1)− g′(u1))(x1 + φ′(uu1)−
x2 − φ′(vv1))(x2 + x3 + φ′(vv1)− g′(u1))(x1 + x3 + φ′(uu1)− g′(v1)).

去掉多项式Q中的常数得

Q̃(x1, x2, x3) = x2
1x

2
2x

2
3 Π

1≤i<j≤3
(xi − xj)(x2 + x3)2(x1 + x3)2(x1 − x2).

由组合零点定理知, 若证得Q中x5
1x

5
2x

4
3的系数a非零, 即可得到图G的6-D(2)-点和可区别全

染色φ, 易知Q̃中x5
1x

5
2x

4
3的系数与Q中x5

1x
5
2x

4
3的系数相同, 均为a, 对Q̃用Matlab计算得a = −4 6=

0, 故图G存在6-D(2)-点和可区别全染色.

(2) u, v中有一个好2-点. 不妨设v为好2-点, 则图G包含与图2中G3同构的子图, 令G′ =
G − {uv}, 图G′存在6-D(2)-点和可区别全染色φ′, 重染u, v, uu2的颜色, 记u, v, uv, uu2分配的

颜色分别为x1, x2, x3, x4, 由染色条件得多项式

Q1(x1, x2, x3, x4) = Π
1≤i<j≤3

(xi − xj)(x1 − x4)(x3 − x4)(x1 − φ′(uu1))(x1 − φ′(u1))(x2 −
φ′(vv1))(x2−φ′(v1))(x3−φ′(vv1))(x3−φ′(uu1))(x4−φ′(uu1))(x1+x3+x4+φ′(uu1)−g′(u1))(x1−
x2 + x4 + φ′(uu1)− φ′(vv1))(x2 + x3 + φ′(vv1)− g′(v1))(x2 + x3 + φ′(vv1)− g′(u1))(x1 + x3 +
x4 + φ′(uu1)− g′(v1)).

去掉Q1中的常数得多项式

Q̃1(x1, x2, x3, x4) = x2
1x

2
2x

2
3x4 Π

1≤i<j≤3
(xi− xj)(x1− x4)(x3− x4)(x1 + x3 + x4)2(x1− x2 +

x4)(x2 + x3)2.

Q̃1中x4
1x

4
2x

4
3x

5
4的系数与Q1中x4

1x
4
2x

4
3x

5
4的系数相同, 均为b, 对Q̃1用Matlab计算得b = 2 6= 0,

由组合零点定理可知, 图G存在6-D(2)-点和可区别全染色φ.

(3) u, v均为坏2-点, 则图G包含与图3中G4同构的子图. 令G′ = G−{uv}, φ′为G′的6-D(2)-
点和可区别全染色, 重染uu2, vv2, u, v的颜色. 记u, v, uv, uu2, vv2分配的颜色分别为x1, x2, x3,
x4, x5, 由染色条件得多项式
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Q2(x1, x2, x3, x4, x5) =
2

Π
i=1

(xi − xi+3)(xi+3 − x3) Π
1≤i<j≤3

(xi − xj)(x1 − φ′(uu1))(x1 −
φ′(u1))(x2−φ′(vv1))(x2−φ′(v1))(x3−φ′(uu1))(x3−φ′(vv1))(x4−φ′(uu1))(x5−φ′(vv1))(x1 +
x3 + x4 + φ′(uu1) − g′(u1))(x2 + x3 + x5 + φ′(vv1) − g′(v1))(x1 + x4 − x2 − x5 + φ′(uu1) −
φ′(vv1))(x1 + x4 + x3 + φ′(uu1)− g′(v1))(x2 + x3 + x5 + φ′(vv1)− g′(u1)).

去掉Q2中的常数得多项式

Q̃2(x1, x2, x3, x4, x5) = x2
1x

2
2x

2
3x4x5 Π

1≤i<j≤3
(xi−xj)(x1−x4)(x4−x3)(x2−x5)(x5−x3)(x1+

x3 + x4)2(x2 + x3 + x5)2(x1 + x4 − x2 − x5).
Q̃2中x4

1x
4
2x

4
3x

4
4x

4
5的系数与Q2中x4

1x
4
2x

4
3x

4
4x

4
5的系数相同, 均为b, 对Q̃2用Matlab计算得b =

−2 6= 0, 由组合零点定理可知, 图G存在6-D(2)-点和可区别全染色φ.
结合(1)-(3)可知, 断言2成立, 即H中任意两个2-点不相邻.
由断言1和断言2知∆(H) = 3, 用dH(v)表示H中点v的度数, 记图G的平均度为ad(G), G的

最大平均度为mad(G), 下面用权转移的方法推出矛盾.
首先定义初始的权值函数ch(v), 对∀v ∈ V (H), 令ch(v) = dH(v)− 5

2 . 则图H中所有点的权

和为
∑

v∈V (H)

(dH(v)− 5
2 ) = |V (H)| × (ad(H)− 5

2 ) ≤ |V (H)| × (mad(H)− 5
2 ) < 0.

给定如下权转移规则.
(R1) H中任一3-点向其2距离内的2-点转移权 1

12 .
设ch′(v)是进行权转移之后点v新的权函数, 下面检查图H中点的新权. 对于∀v ∈ V (H),
若dH(v) = 2, 由断言2及权转移规则(R1)得ch′(v) = ch(v) + 6× 1

12 = 0.
若dH(v) = 3, v点2距离内至多有6个2-点. 由(R1)得ch′(v) ≥ ch(v)− 6× 1

12 = 0.
综合上述分析, 对∀v ∈ V (H), 都有ch′(v) ≥ 0, 从而0 ≤ ∑

v∈V (H)

ch′(v) =
∑

v∈V (H)

ch(v) < 0,

产生矛盾, 说明图H不存在, 因此图G也不存在, 故∆(G) = 3时, 定理3.1成立.
情形3 当∆(G) = 4时, k = 7, 下面分析图H的结构特点.

图4 G5 图5 G6 图6 G7

断言3 对∀v ∈ V (H), 若dH(v) = 2, 则dG(v) = 2.
假设断言3不成立, 即∃v ∈ V (H), 满足dH(v) = 2且3 ≤ dG(v) ≤ 4, 则图G包含与图4中G5同

构的子图, 其中1 ≤ l ≤ 2, 当l = 1时, 令G′ = G − {vv1}, 图G′存在一个7-D(2)-点和可区别
全染色φ′, 对vv1进行染色, vv1至多有5种色不可用, 7 > 5, 点v1易染, 结合引理2.2, 知图G存

在7-D(2)-点和可区别全染色φ.
当l = 2时, 令G′ = G− {vv1, vv2}, 记vv1, vv2所分配的颜色分别为x1, x2. 由染色条件得

Q3(x1, x2) =
2

Π
i=1

(xi−φ′(u1v))(xi−φ′(u2v))(xi−φ′(v))(x1+x2+φ′(v)+φ′(vu1)+φ′(vu2)−
g′(ui))(x1 − x2). 去掉Q3中的常数得多项式Q̃3(x1, x2) = x3

1x
3
2(x1 − x2)(x1 + x2)2.
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Q̃3中x5
1x

4
2的系数与Q3中x5

1x
4
2的系数相同, 均为b, 对Q̃3用Matlab计算得b = 1, 由组合零点

定理知, 图G 存在7-D(2)-点和可区别全染色φ. 与图G是极小反例矛盾, 即断言3成立.

断言4 H中任意两个2-点不相邻.

若H中存在两个相邻的2-点u和v, 由断言3知, u和v均为好2-点, 与断言2(1)证明类似, 可推
出图G存在7-D(2)-点和可区别全染色φ, 与图G是极小反例矛盾, 故H中任意两个2-点不相邻.

∀v ∈ V (H), 若dH(v) = 3, 则dG(v) = 3或4, 若dH(v) = dG(v) = 3, 称v为好3-点, 否则称为
坏3-点.

断言5 H中任一好3-点至多与两个2-点相邻.

假设断言5不成立, 即图H中存在好3-点v与三个2-点相邻. 则G包含与图5中G6同构的子图.
令G′ = G−{vv1},图G′存在7-D(2)-点和可区别全染色φ′,重染vv2, vv3, v1, v2, v3的颜色,记vv1,
vv2, vv3, v1, v2, v3. v所分配的颜色分别为x1, x2, · · · , x7. 由染色条件得多项式

Q4(x1, x2, · · · , x7) =
3

Π
i=1

(xi−φ′(uivi))(xi+3−φ′(uivi))(xi+3−φ′(ui))(xi−x7)(xi−xi+3)(xi+3−
x7)(xi + xi+3 + φ′(uivi)− g′(ui)) Π

1≤i<j≤3
(xi− xj)(x1 + x2 + x7− x6−φ′(u3v3))(x2 + x3 + x7−

x4 − φ′(u1v1))(x1 + x3 + x7 − x5 − φ′(u2v2))(x1 + x2 + x3 + x7 − g′(u1))(x1 + x2 + x3 + x7 −
g′(u2))(x1 +x2 +x3 +x7− g′(u3))(x1 +x4−x2−x5 +φ′(u1v1)−φ′(u2v2))(x1 +x4−x3−x6 +
φ′(u1v1)− φ′(u3v3))(x2 + x5 − x3 − x6 + φ′(u2v2)− φ′(u3v3)).

去掉Q4中的常数得多项式

Q̃4(x1, x2, · · · , x7) = x1x2x3x
2
4x

2
5x

2
6(x1−x2)(x1−x3)(x1−x4)(x1−x7)(x2−x3)(x2−x5)(x2−

x7)(x3 − x6)(x3 − x7)(x4 − x7)(x5 − x7)(x6 − x7)(x2 + x3 + x7 − x4)(x1 + x3 + x7 − x5)(x1 +
x2 + x7− x6)(x1 + x4)(x2 + x5)(x3 + x6)(x1 + x2 + x3 + x7)3(x1 + x4− x2− x5)(x1 + x4− x3−
x6)(x2 + x5 − x3 − x6).

易知C
Q̃4

(x5
1x

5
2x

5
3x

4
4x

4
5x

4
6x

6
7) = CQ4(x

5
1x

5
2x

5
3x

4
4x

4
5x

4
6x

6
7) = b, 对Q̃4用Matlab计算得b = −18,

由组合零点定理知, G存在7-D(2)-点和可区别全染色φ, 与G是极小反例矛盾, 即断言5成立.

断言6 H中任一坏3-点至多与1个2-点相邻.

假设断言6不成立, 即图H中存在坏3-点v与至少两个2-点相邻. 则G包含与图6中G7同构的

子图, 令G′ = G − {uv}, 图G′存在7-D(2)-点和可区别全染色φ′. 重染vv1, vv2, v1, v2, v的颜色,
记v1, v2, vv1, vv2, v, uv分配的颜色分别为x1, x2, · · · , x6, 由染色条件得多项式

Q5(x1, x2, · · · , x6) =
2

Π
i=1

(xi − φ′(uivi))(xi − φ′(ui))(xi+2 − φ′(uivi))(xi+2 − φ′(vw))(xi −
xi+2)(xi−x5)(xi +xi+2 +φ′(uivi)− g′(ui))(x6−φ′(vw))(x5−φ′(w))(x5−φ′(vw)) Π

3≤i<j≤6
(xi−

xj)(x3 +x5 +x6−x2 +φ′(vw)−φ′(u2v2))(x4 +x5 +x6−x1 +φ′(vw)−φ′(u1v1))(x3 +x4 +x5 +
x6 +φ′(vw)− g′(w))(x3 +x4 +x5 +x6 +φ′(vw)− g′(u1))(x1 +x3 +φ′(u1v1)− g′(w))(x1 +x3−
x2−x4 +φ′(u1v1)−φ′(u2v2))(x3 +x4 +x5 +x6 +φ′(vw)− g′(u2))(x2 +x4 +φ′(u2v2)− g′(w)).

去掉Q5中的常数得多项式

Q̃5(x1, x2, · · · , x6) = x2
1x

2
2x

2
3x

2
4x

2
5x6(x1 − x3)(x1 − x5)(x2 − x4)(x2 − x5)(x5 − x6)(x3 −

x4)(x3 − x5)(x3 − x6)(x4 − x5)(x4 − x6)(x1 + x3)2(x4 + x5 + x6 − x1)(x3 + x4 + x5 + x6)3(x3 +
x5 + x6 − x2)(x2 + x4)2(x1 + x3 − x2 − x4).

系数C
Q̃5

(x6
1x

5
2x

5
3x

5
4x

5
5x

5
6) = CQ5(x

6
1x

5
2x

5
3x

5
4x

5
5x

5
6) = b, 对Q̃5用Matlab计算得b = −15, 由组

合零点定理知, 图G存在7-D(2)-点和可区别全染色φ, 与G是极小反例矛盾. 即断言6成立.
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由断言1, 断言3和断言4及∆(G) = 4, 可知∆(H) ≥ 3. (2-点不相邻, 2-点在G和H中都

是2-点, 故2-点邻点需是3+点, 故∆(H) ≥ 3.)

对∀v ∈ V (H), 定义初始权ch(v) = dH(v)− 5
2 , 则图H中所有点的权和为∑

v∈V (H)

(dH(v)− 5
2 ) = |V (H)| × (ad(H)− 5

2 ) ≤ |V (H)| × (mad(H)− 5
2 ) < 0.

给定如下权转移规则.

(R2) H中任一3+点向其相邻的2-点转移权 1
4 .

设ch′(v)是权转移之后点v的新权, 下面检查图H的点的新权. 对于∀v ∈ V (H), 有下列几种
情形.

若dH(v) = 2, 由断言4知ch′(v) = ch(v) + 2× 1
4 = dH(v)− 5

2 + 1
2 = 2− 5

2 + 1
2 = 0.

若dH(v) = 3, 由断言5, 断言6知ch′(v) ≥ ch(v)− 2× 1
4 = 3− 5

2 − 1
2 = 0.

若dH(v) = 4, 由(R2)知ch′(v) ≥ ch(v)− 4× 1
4 = 4− 5

2 − 1 = 1
2 > 0.

综合上述分析,
∑

v∈V (H)

ch′(v) ≥ 0, 与
∑

v∈V (H)

ch′(v) =
∑

v∈V (H)

ch(v) < 0产生矛盾, 说明

图H不存在, 因此图G也不存在, 定理3.1结论成立.

定定定理理理3.2 设G是∆(G) ≥ 5的单圈图, 则χ′′2−Σ (G) ≤ ∆(G) + 2.

证证证 令圈Cg = v1v2 · · · vgv1, E(G)− E(Cg)表示与vi(1 ≤ i ≤ g)关联的不在圈上的边, 由引
理2.1知χ′′2−Σ (G) ≥ ∆(G) + 1 = 6, 根据单圈图G悬挂点的邻点是否在圈Cg上进行分类讨论.

情形1 悬挂点的邻点在圈Cg上. 不妨设d(v1) = ∆(G), 先对E(C)进行染色, 记染法为ϕ.

g ≡ 1( mod 4)时, 对边v1v2, v2v3, · · · , vg−1vg用色1, 3, 4, 2进行循环染色, ϕ(vgv1) = 4, 对
点v2, v3, · · · , vg−1用色2, 1, 3, 4进行循环染色, ϕ(vg) = 1, ϕ(v1) = 3.

g ≡ 2( mod 4)时, 对边v1v2, v2v3, · · · , vg−1vg用1, 3, 4, 2循环染, 对点v2, v3, · · · , vg采

用2, 1, 3, 4循环染色, ϕ(vgv1) = 5, ϕ(v1) = 3.

g ≡ 0( mod 4)或g ≡ 3( mod 4)时, 对边v1v2, v2v3, · · · , vgv1用色1, 3, 4, 2进行循环染,
点v2, v3, · · · , vg, v1用色2, 1, 3, 4进行循环染.

再对悬挂边进行染色, 在色集合{1, 2, · · · ,∆ + 2}\{ϕ(vi−1vi), ϕ(vivi+1), ϕ(vi)}中选色, 对
点vi的其余关联边进行正常边染色, 在染色ϕ下, ∀i(1 ≤ i ≤ g), 与点vi在2距离之内相关联的点
有vi−2, vi−1, vi+1, vi+2, 需保证这5个点色数和满足D(2)-点和可区别. 若这5个点均为最大度
点, C∆+1

∆+2 = ∆ + 2, 当∆ ≥ 5时, ∆ + 2 ≥ 7, 故该染色可将vi与其2距离内的点色数和可区别.
当2 ≤ d(vi) ≤ ∆− 1时, C

d(vi)+1
∆+2 > ∆ + 2, 结合引理2.3可知该染色可将vi与其2距离内的点色数

和可区别.

对于图G中的1-点, 每个1-点需要2种不同色, C2
∆+1 = ∆2+∆

2 , 其中和值最小为3. 和最大值
为2∆ + 1, 可能性为(2∆− 1)种, 2∆− 1 ≥ ∆, 不难发现1-点易染, 可得χ′′2−Σ (G) ≤ ∆(G) + 2.

情形2 图G悬挂点的邻点不在圈Cg上.

若d(v) ≥ 2且v /∈ V (C), 称v为图G圈外的点, 设P是图G圈C外点的个数. 对于一个悬挂点x,
设d(x,Cg) = min{d(x, u)|u ∈ V (Cg)}, 令x0是满足d(x0, Cg) = max{d(x,Cg)}的一个悬挂点,
设v是x0的邻点, 则v只有一个邻点w是非悬挂点. 令d(v) = k, k ≥ 2. 设x1, x2, · · · , xk−2是v的

除w和x0的邻点. 有d(x0) = d(x1) = · · · = d(xk−2) = 1, 设y1, y2, · · · , yd(w)−1是w的除了v的

邻点. 对数P进行归纳, 当P = 0时, 由情形1知结论成立. 假设外点个数为P − 1时结论成立,
设G有P (P ≥ 1)个外点, 令G′ = G − {x0, x1, · · · , xk−2}, 其中k ≤ ∆. 不妨设y1在圈C到x0的最
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长路上, 由归纳假设知: χ′′2−Σ (G′) ≤ ∆(G′) + 2. 记染法为f ′, 设f ′(y1w) = ∆ + 1, f ′(wv) = c1,
f ′(wyi) = ci(2 ≤ i ≤ d(w) − 1), f ′(w) = ∆ + 2. 下面根据k分两种情形, 将f ′延拓为图G的一

个D(2)-点和可区别全染色f .

情形2.1 k < ∆.

当k < ∆时, 点v若想满足D(2)-点和可区别全染色, 则需保证正常全染色情况下, v点与

点w, y1, y2, · · · , yd(w)−1的色数和可区别. 此时最坏的情况是d(v) = d(y1) = · · · = d(yd(w)−1) =
k, 构造色集合{1, 2, · · · ,∆ + 2}, 从中选取k + 1个元素给k度点相关联的元素进行着色, 共
有Ck+1

∆+2个集合, 其中和最小值为 (k+2)(k+1)
2 , 和值最大为 (2∆+4−k)(k+1)

2 , 出现的不同和值数
为 (2∆+4−k)(k+1)

2 − (k+2)(k+1)
2 + 1= ∆k − k2 + ∆ + 2, 对于k度点的个数有以下三种情况.

①d(w) = ∆, d(v) = k < ∆, k ≥ 2, 此时最多有∆个k度点需达到和可区别. 如果∆k − k2 +
∆ + 2 < ∆, 则∆k− k2 + 2 < 0, ∆ < k2−2

k = k− 2
k , 与∆ > k ≥ 2矛盾, 即∆k− k2 + ∆ + 2 ≥ ∆.

②d(w) = k, k ≥ 2,此时最多有k+1个k度点需达到和可区别.如果∆k−k2 +∆+2 < k+1,
则∆ < k2+k−1

k+1 = k − 1
k+1 , 与k < ∆矛盾, 即∆k − k2 + ∆ + 2 ≥ k + 1.

③d(w) < ∆且d(w) 6= k, 此时最多有|d(w)|个k度点需达到和可区别. |d(w)|为点ω度数的数

值. 如果∆k − k2 + ∆ + 2 < |d(w)|, 由于|d(w)|是正整数, 故|d(w)|最大值为∆− 1, 则∆k − k2 +
∆ + 2 < ∆− 1, ∆ < k2−3

k , ∆ < k − 3
k , 与k < ∆矛盾, 即∆k − k2 + ∆ + 2 ≥ |d(w)|.

在染色f ′的基础上, 通过对点v及其关联边进行染色, 并重染与y1, y2, · · · , yd(w)−1关联元素

来构造染色f . 根据①, ②, ③以及引理2.3知, 出现的和值数为(∆k − k2 + ∆ + 2), 足够对图G中

元素染色, 使其达到D(2)-点和可区别全染色.

若点yi与v, w不是同度点, 在对点yi与v相关联元素重新染色时, 不同色集合中色数之和
的个数大于(∆k − k2 + ∆ + 2), 但所需满足D(2)-点和可区别全染色的点的个数却并未改变,
故χ′′2−Σ (G) ≤ ∆(G) + 2.

情形2.2 k = ∆.

由归纳得, 色数和gG′(w) 6= gG′(yi), 现对点v的关联边vx0, vx1, · · · , vxk−2染色.令f(vxi) =
zi(1 ≤ i ≤ ∆−2), f(vx0) = zi+1,记Si表示zi的可用颜色集,则|S1| = (∆+2)−2 = ∆, |S2| = ∆,
· · · , |Si+1| = ∆. 由染色条件得多项式

Q(z1, z2, · · · , zi+1) = Π
1≤m<n≤i+1

(zm−zn)(
i+1∑
s=1

zs +f ′(wv)+f ′(v)−gG′(w))
d(w)−1

Π
k=1

(
i+1∑
s=1

zs +

f ′(wv) + f ′(v)− gG′(yk)).

去掉Q(z1, z2, · · · , zi+1)中的常数得Q̃(z1, z2, · · · , zi+1) = Π
1≤m<n≤i+1

(zm − zn)(
i+1∑
s=1

zs)d(w).

令Q̃1(z1, z2, · · · , zi+1) = Q̃(z1, z2, · · · , zi+1) Π
1≤m<n≤i+1

(zm − zn)(
i+1∑
s=1

zs)θ = Π
1≤m<n≤i+1

(zm −

zn)2(
i+1∑
s=1

zs)i+1, 由引理2.5得, 多项式系数CQ̃1
((z1z2 · · · zi+1)i+1) 6= 0. 则存在s1 ∈ S1, s2 ∈ S2,

· · · , si+1, ∈ Si+1, 满足Q̃1(s1, s2, · · · , si+1) 6= 0, Q̃是Q̃1的因式, 故Q̃(s1, s2, · · · , si+1) 6= 0, 故
χ′′2−Σ (G) ≤ ∆(G) + 2.

结合引理2.1与定理3.2可得推论.

推推推论论论 设G是∆(G) ≥ 5的单圈图, 若图G存在两个距离不超过2的最大度点, 则χ′′2−Σ (G) =
∆(G) + 2.
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注注注 对于D(2)-点和可区别染色的研究属于图论中较新的问题, 目前已有的研究成果较少.
本文基于单圈图的结构性质, 从单圈图的最大度, 树高, 围长入手, 应用组合零点定理及权转移
方法, 讨论了单圈图的D(2)-点和可区别染色问题, 并得到了单圈图的D(2)-点和可区别全色数.
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D(2)-vertex sum distinguishing total coloring of unicyclic graphs
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Abstract: Let φ be a proper total coloring of graph G, for any u, v ∈ V (G), if dG(u, v) ≤ 2 such

that g(u) 6= g(v), where g(u) = φ(u) +
∑

uωεE(G) φ(uω), then φ is the 2-distance sum distinguishing

total coloring of graph G. The D(2)-vertex sum distinguishing total chromatic numbers χ′′2−Σ (G) of

graph G is the smallest integer k such that the graph G has a D(2)-vertex sum distinguishing total

coloring. This paper fully characterizes the D(2)-vertex sum distinguishing total coloring of unicyclic

graphs by using combinatorial nullstellsatz and discharging method, and obtain their the D(2)-vertex

sum distinguishing total chromatic numbers.

Keywords: unicyclic graph; total-coloring; D(2)-vertex sum distinguishing total coloring; dis-

charging method
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