
高校应用数学学报
2024, 39(3): 347-360

具有两种传播途径和潜伏期时滞的登革热传

播模型的全局稳定性与最优控制分析

郭方凯, 田晓红∗, 王 变

(山西大学 复杂系统研究所, 山西太原 030006)

摘 要: 该文研究了一类具有两种传播途径和潜伏期时滞的登革热传播模型. 利用下
一代算子的方法得到了系统的基本再生数. 通过构造适当的Lyapunov泛函, 证明了系
统各可行平衡点的全局稳定性. 利用Pontryagin极小值原理, 讨论了预防和控制登革
热传播的最优策略. 最后, 基于2014年广东省感染登革热的实际病例数进行数据拟合.
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§1 引 言

登革热是由登革病毒引起的急性传染病, 主要通过埃及伊蚊和白纹伊蚊的叮咬传播, 广泛流
行于全球热带和亚热带地区[1]. 据世界卫生组织(WHO)的数据, 近年来登革热的发病率和死亡
率在全球范围内急剧增加, 每年全世界约有3.9亿人感染登革热, 其中9600万人出现不同严重程
度的临床病症[2]. 登革热是一种典型的蚊媒传染病, 其流行涉及到宿主, 传播媒介和环境之间复
杂的相互作用. 文献[3]为研究登革热的流行机制, 提出了登革热传播动力学模型

ṠH(t) = ΛH − bβHSH(t)IV (t)
NH + m

− µHSH(t),

İH(t) =
bβHSH(t)IV (t)

NH + m
− (µH + γ)IH(t),

ṘH(t) = γIH(t)− µHRH(t),

ṠV (t) = ΛV − bβV SV (t)IH(t)
NH + m

− µV SV (t),

İV (t) =
bβV SV (t)IH(t)

NH + m
− µV IV (t).

(1)
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模型(1)将宿主种群分为易感者SH(t), 感染者IH(t)和恢复者RH(t)三类, 蚊媒种群分为易感
类SV (t)和感染类IV (t). NH为总人口数, ΛH和µH分别表示人口的出生率和自然死亡率, γ表示

人口的恢复率, b为蚊子的叮咬率, m为蚊子可选择的(非人类)血液来源的数量. ΛV和µV分别表

示蚊子的出生率和死亡率, βH和βV分别为感染蚊子向易感人群以及感染人群向易感蚊子的传染

率. 文献[3]应用竞争系统和周期轨道稳定性理论, 研究了地方病平衡点的全局稳定性. 在此工作
基础上, 文献[4]考虑了饱和发生率βHSHIV /(1 + αIV )的影响, 研究了一类登革热传播模型的全
局阈值动力学.

作者注意到, 当登革病毒通过伊蚊叮咬进入人体血液后, 易感者大概经历3-14天(内潜伏
期)才会出现诸如发热, 肌肉痛等症状. 另一方面, 蚊子在吸食感染者的血液后, 从病毒在蚊子的
中肠复制到传播给新的宿主也要经历8-12天(外潜伏期)[5]. 因此在登革热传播模型中考虑潜伏期
时滞的影响能更准确地刻画疾病的传播机理. 文献[6]提出了一类具有内, 外潜伏期时滞的登革
热传播动力学模型, 给出了判断疾病是否消除的阈值条件以及地方病平衡点全局吸引的充分条
件. 文献[7]用离散时滞刻画了媒介种群和宿主种群的内, 外潜伏期, 研究了具有潜伏期时滞的登
革热传播模型的全局动力学.

需要指出的是, 上述工作均只考虑了蚊媒叮咬传播途径对登革热传播的影响. 然而目前已有
非蚊媒叮咬所致感染病例的报道, 涉及母婴垂直传播, 输血传播, 器官移植传播以及针刺伤传播
等多种传播途径[8]. 基于上述考虑, 文献[9]假定易感宿主既可通过蚊媒叮咬感染, 也可通过母乳
喂养或输血等方式与感染者接触而感染, 建立了一类具有多种传播途径的媒介传播动力学模型,
证明了模型的全局动力学性态可由疾病的基本再生数完全确定. 从生物学角度来看, 在登革热
传播模型中综合考虑蚊媒叮咬和非蚊媒叮咬传播途径的影响更符合实际.

基于文献[3-4, 6, 9]的工作, 本文研究具有两种传播途径和潜伏期时滞的登革热传播动力学
模型

ṠH(t) = ΛH − β1SH(t)IV (t)
1 + αIV (t)

− β2SH(t)IH(t)− µHSH(t),

İH(t) =
β1e−µHτSH(t− τ)IV (t− τ)

1 + αIV (t− τ)
+ β2e−µHτSH(t− τ)IH(t− τ)

− (µH + γ)IH(t),

ṘH(t) = γIH(t)− µHRH(t),

ṠV (t) = ΛV − β3SV (t)IH(t)− µV SV (t),

İV (t) = β3SV (t)IH(t)− µV IV (t).

(2)

模型(2)中所有的参数均为正常数. τ表示登革病毒在宿主体内的内潜伏期, e−µHτ表示个体

从t − τ时刻到t时刻的存活概率, β1表示感染蚊子向易感人群的传染率, β2表示非蚊媒叮咬传播

的传染率, β3表示感染人群向易感蚊子的传染率. 其它参数的生物学意义同模型(1)中一致.

系统(2)满足的初始条件为

SH(θ) = ϕ1(θ), IH(θ) = ϕ2(θ), RH(θ) = ϕ3(θ), SV (θ) = ϕ4(θ), IV (θ) = ϕ5(θ),

ϕi(θ) ≥ 0, θ ∈ [−τ, 0], ϕi(0) > 0 (i = 1, 2, 3, 4, 5),
(3)

其中(ϕ1(θ), ϕ2(θ), ϕ3(θ), ϕ4(θ), ϕ5(θ)) ∈ C+([−τ, 0],R5
+0), 这里R5

+0 = {(x1, x2, x3, x4, x5) :
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5}, C+([−τ, 0],R5

+0)为[−τ, 0]映射到R5
+0上的全体连续函数构成的Banach空
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间. 由泛函微分方程的基本理论[10]可知, 系统(2)存在满足初始条件(3)的唯一解. 易证系统(2)满
足初始条件(3)的所有解在[0,+∞)上有定义, 且对所有的t ≥ 0恒为正.

§2 基本再生数和可行平衡点
显然系统(2)总存在一个无病平衡点E0(SH0 , 0, 0, SV0 , 0), 其中

SH0 =
ΛH

µH
, SV0 =

ΛV

µV
.

利用下一代算子的方法[11], 计算可得系统(2)的基本再生数为

R0 =
e−µHτSH0(β1β3SV0 + β2µV )

µV (µH + γ)
= R01 + R02,

其中

R01 =
β1β3SH0SV0e

−µHτ

µV (µH + γ)
, R02 =

β2SH0e
−µHτ

µH + γ
.

生物学上1/(µH + γ)表示感染者的平均感染期, β3SV0/µV为一个感染者进一步感染易感蚊

子的总数. 同时这些感染的蚊子会在单位时间内叮咬并将病毒传播给β1e−µHτSH0易感人群. 因
此R01是一只感染蚊子在其一生中引起人二次感染的平均次数. 同样R02是一个感染个体在易感

人群中通过非蚊媒叮咬传播可产生的二次感染的平均数量.

若R0 > 1,则系统(2)除无病平衡点E0外,存在唯一的地方病平衡点E∗(S∗H , I∗H , R∗H , S∗V , I∗V ),
其中

S∗H =
ΛH(1 + αI∗V )

β1I∗V + (1 + αI∗V )(β2I∗H + µH)
, I∗H =

−b +
√

b2 − 4ac

2a
,

R∗H =
γI∗H
µH

, S∗V =
ΛV

β3I∗H + µV
, I∗V =

ΛV β3I
∗
H

µV (β3I∗H + µV )
,

这里

a =eµHτβ2β3(µH + γ)(µV + αΛV ), c = eµHτ (µH + γ)µHµ2
V (1−R0),

b =− ΛHβ2β3(µV + αΛV ) +
[
eµHτ (β1β3ΛV + β2µ

2
V ) + eµHτµHβ3(µV + αΛV )

]
(µH + γ).

§3 全局渐近稳定性

本节通过构造适当的Lyapunov泛函研究系统(2)各可行平衡点的全局渐近稳定性.

定理3.1 当R0 < 1时, 系统(2)的无病平衡点E0(SH0 , 0, 0, SV0 , 0)是全局渐近稳定的.

证 设(SH(t), IH(t), RH(t), SV (t), IV (t))是系统(2)满足初始条件(3)的任一正解. 定义

V1(t) =SH(t)− SH0 − SH0 ln
SH(t)
SH0

+
β1SH0

µV

(
SV (t)− SV 0 − SV 0 ln

SV (t)
SV 0

)
+

eµHτIH(t) +
β1SH0

µV
IV (t) + β1

∫ t

t−τ

SH(θ)IV (θ)
1 + αIV (θ)

dθ + β2

∫ t

t−τ

SH(θ)IH(θ)dθ.

沿着系统(2)的解计算V1(t)的全导数可得

V̇1(t) =− (SH(t)− SH0)
2

SH(t)
− β1SH0

µV

(SV (t)− SV0)
2

SV (t)
− αβ1SH0I

2
V (t)

1 + αIV (t)
+

eµHτ (µH + γ)IH(t)(R0 − 1).
(4)
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由(4)式可知, 当R0 < 1时, V̇1(t) ≤ 0, 当且仅当SH(t) = SH0 , IH(t) = 0, SV (t) = SV0 , IV (t) =
0时等式成立. 进一步由系统(2)的第三个方程可得RH(t) = 0. 因此由Lyapunov稳定性定理[12]可

知, 当R0 < 1时, 系统(2)的无病平衡点E0是全局渐近稳定的.

定理3.2 当R0 > 1时, 系统(2)的地方病平衡点E∗(S∗H , I∗H , R∗H , S∗V , I∗V )是全局渐近稳定的.

证 设(SH(t), IH(t), RH(t), SV (t), IV (t))是系统(2)满足初始条件(3)的任一正解. 定义

V2(t) =SH(t)− S∗H − S∗H ln
SH(t)
S∗H

+ eµHτ

(
IH(t)− I∗H − I∗H ln

IH(t)
I∗H

)
+

β1S
∗
HI∗V

(1 + αI∗V )β3S∗V I∗H

(
SV (t)− S∗V − S∗V ln

SV (t)
S∗V

)
+

β1S
∗
HI∗V

(1 + αI∗V )β3S∗V I∗H

(
IV (t)− I∗V − I∗V ln

IV (t)
I∗V

)
+

βHS∗HI∗V
1 + αI∗V

∫ t

t−τ

[
(1 + αI∗V )SH(u)IV (u)

S∗HI∗V (1 + αIV (u))
− 1− ln

(1 + αI∗V )SH(u)IV (u)
S∗HI∗V (1 + αIV (u))

]
du+

β2S
∗
HI∗H

∫ t

t−τ

[
SH(u)IH(u)

S∗HI∗H
− 1− ln

SH(u)IH(u)
S∗HI∗H

]
du.

沿着系统(2)的解计算V2(t)的全导数可得

V̇2(t) =− µH(SH(t)− S∗H)2

SH(t)
− β1S

∗
HI∗V

(1 + αI∗V )β3S∗V I∗H

µV (SV (t)− S∗V )2

SV (t)
−

β1S
∗
HI∗V

1 + αI∗V
F

(
I∗H

IH(t)
SH(t− τ)IV (t− τ)

1 + αIV (t− τ)
1 + αI∗V
S∗HI∗V

)
−

β2S
∗
HI∗HF

(
I∗H

IH(t)
SH(t− τ)IH(t− τ)

S∗HI∗H

)
−

β1S
∗
HI∗V

1 + αI∗V
F

(
S∗H

SH(t)

)
− β2S

∗
HI∗HF

(
S∗H

SH(t)

)
−

β1S
∗
HI∗V

1 + αI∗V
F

(
IH(t)SV (t)I∗V
I∗HS∗V IV (t)

)
− β1S

∗
HI∗V

1 + αI∗V
F

(
S∗V

SV (t)

)
−

β1S
∗
HI∗V

1 + αI∗V
F

(
1 + αIV (t)
1 + αI∗V

)
− β1S

∗
HI∗V

1 + αI∗V

α(IV (t)− I∗V )2

I∗V (1 + αIV (t))(1 + αI∗V )
.

(5)

显然对所有的x > 0, 函数F (x) = x − 1 − lnx ≥ 0, 当且仅当x = 1时, F (x) = 0成立. 由(5)式
可知, 当R0 > 1时, V̇2(t) ≤ 0, 当且仅当SH(t) = S∗H , IH(t) = I∗H , SV (t) = S∗V , IV (t) = I∗V时等

式成立. 进一步由系统(2)的第三个方程可得RH(t) = R∗H . 因此由Lyapunov稳定性定理[12]可知,
当R0 > 1时, 系统(2)的地方病平衡点E∗是全局渐近稳定的.

§4 最优控制

本节利用Pontryagin极小值原理[13]研究控制登革热传播的最优策略. 目的在于寻求一种可
行的解决方案使得在一定时间内已感染者的数量最少, 并在此基础上使疫苗接种, 环境卫生等策
略花费的成本最低.

为此首先定义一个控制函数集U = {ui|i = 1, · · · , 5}, 其中控制变量ui的含义如下.

(i) u1表示通过使用蚊帐等减少蚊子与人接触的隔离策略;

(ii) u2是一种使用抗原或抗体等检测策略, 以减少非蚊媒叮咬造成的传播;



郭方凯等: 具有两种传播途径和潜伏期时滞的登革热传播模型的全局稳定性与· · · 351

(iii) u3是一种针对易感个体的疫苗接种策略;

(iv) u4是一种针对登革热患者采取的医疗治疗策略;

(v) u5是一种环境卫生策略, 旨在消灭蚊虫孳生环境中的幼虫和成蚊.

系统(2)所对应的控制系统为

ṠH(t) = ΛH − β1(1− u1(t))SH(t)IV (t)
1 + αIV (t)

− β2(1− u2(t))SH(t)IH(t)− (µH + u3(t))SH(t),

İH(t) =
β1e−µHτ (1− u1(t))SH(t− τ)IV (t− τ)

1 + αIV (t− τ)
+ β2e−µHτ (1− u2(t))SH(t− τ)IH(t− τ)−

(µH + γ + u4(t))IH(t),

ṘH(t) = (γ + u4(t))IH(t)− µHRH(t),

ṠV (t) = ΛV − β3(1− u1(t))SV (t)IH(t)− (µV + u5(t))SV (t),

İV (t) = β3(1− u1(t))SV (t)IH(t)− (µV + u5(t))IV (t).
(6)

记X = (SH , IH , RH , SV , IV ), 相应的约束集合为

X =
{
X(·) ∈ W 1,1

(
[0, tf ];R5

) ∣∣X(·)满足(2)和(6)
}

,

其中tf表示固定终端时刻.

下面定义目标函数为

J (X(·),U(·)) =
∫ tf

0

L (X(t),U(t)) dt,

其中

L (X(t),U(t)) = A1SH(t) + A2IH(t) + A3SV (t) + A4IV (t)+

C1

2
u2

1(t) +
C2

2
u2

2(t) +
C3

2
u2

3(t) +
C4

2
u2

4(t) +
C5

2
u2

5(t),

这里Ai > 0(i = 1, 2, 3, 4)分别表示易感个体, 感染个体, 易感蚊子和感染蚊子的权重系数,
Ci > 0(i = 1, · · · , 5)分别表示相应控制因子的权重系数, Ciu

2
i /2(i = 1, · · · , 5)刻画了疾病流行期

间相关控制策略所涉及的费用. 进一步假设控制函数ui(i = 1, · · · , 5)有界, 并满足以下约束条件

U =
{
U(·) ∈ L∞

(
[0, tf ];R5

) ∣∣0 ≤ ui(t) ≤ uimax ≤ 1,∀t ∈ [0, tf ]
}

.

为了在[0, tf ]区间上寻找最优控制U∗(·) ∈ U和相应的最优状态X∗(·) ∈ X , 使其满足

J(X∗(·),U∗(·)) = min
X(·),U(·)∈X×U

J(X(·),U(·)), (7)

定义该控制问题的Hamiltonian函数为
H(X,U , λ, t) = L (X(t),U(t)) + λ1(t)ṠH(t) + λ2(t)İH(t)+

λ3(t)ṘH(t) + λ4(t)ṠV (t) + λ5(t)İV (t),

其中λi(t)(i = 1, · · · , 5)为伴随变量.

根据Pontryagin极小值原理[13]和最优控制存在定理[14], 可得以下结论.

定理4.1 存在一个U∗(·), 使(7)式中的目标泛函最小化.

定理4.2 对具有固定终端时刻tf的最优控制问题(7), 当t ∈ [0, tf ]时, (7)式存在最优控
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制U∗(t)和相应状态方程(6)的最优解X∗(t). 此外存在伴随变量λi(t)(i = 1, · · · , 5)使得
dλ1

dt
= −A1 +

(
β1(1− u∗1(t))I

∗
V (t)

1 + αI∗V (t)
+ β2(1− u∗2(t))I

∗
H(t) + µH + u∗3(t)

)
λ1(t)−

χ[0,tf−τ ](t)
β1e−µHτ (1− u∗1(t + τ)) I∗V (t)

1 + αI∗V (t)
λ2(t + τ)−

χ[0,tf−τ ](t)β2e−µHτ (1− u∗2(t + τ))I∗H(t)λ2(t + τ),

dλ2

dt
= −A2 + β2(1− u∗2(t))S

∗
H(t)λ1(t) + (γ + u∗4(t))(λ2(t)− λ3(t))−

χ[0,tf−τ ](t)β2e−µHτ (1− u∗2(t + τ))S∗H(t)λ2(t + τ) + µHλ2(t)+

β3(1− u∗1(t))S
∗
V (t)(λ4(t)− λ5(t)),

dλ3

dt
= µHλ3(t),

dλ4

dt
= −A3 + β3(1− u∗1(t))I

∗
H(t)(λ4(t)− λ5(t)) + (µV + u∗5(t))λ4(t),

dλ5

dt
= −A4 +

β1(1− u∗1(t))S
∗
H(t)

(1 + αI∗V (t))2
λ1(t) + (µV + u∗5(t))λ5(t)−

χ[0,tf−τ ](t)
β1e−µHτ (1− u∗1(t + τ))S∗H(t)

(1 + αI∗V (t))2
λ2(t + τ),

具有横截性条件

λi(tf ) = 0, i = 1, · · · , 5,

这里

χ[0,tf−τ ](t) =

{
1, t ∈ [0, tf − τ ],

0, 其它.

其中

u∗1(t) = min{max(0, u1), u1max}, u∗2(t) = min{max(0, u2), u2max},
u∗3(t) = min{max(0, u3), u3max}, u∗4(t) = min{max(0, u4), u4max},
u∗5(t) = min{max(0, u5), u5max}.

这里

u1 =
β1

C1

(
e−µHτS∗Hτ

I∗Vτ

1 + αI∗Vτ

λ2(t)− S∗H(t)I∗V (t)
1 + αI∗V (t)

λ1(t)
)

+
β3S

∗
V (t)I∗V (t)
C1

(λ5(t)− λ4(t)),

u2 =
β2

C2
(e−µHτS∗Hτ

I∗Hτ
λ2(t)− S∗H(t)I∗H(t)λ1(t)), u3 =

S∗H(t)
C3

λ1(t),

u4 =
I∗H(t)
C4

(λ2(t)− λ3(t)), u5 =
S∗V (t)λ4(t) + I∗V (t)λ5(t)

C5
.

§5 数值模拟

本节首先基于前向和后向有限差分近似方法研究最优控制问题的数值解.
5.1 最优控制策略评估

根据文献[4, 15], 首先选取ΛH = 100, µH = 0.1, α = 0.1, γ = 0.2和µV = 0.5, 另假
设ΛV = 36, β1 = 0.0032, β2 = 0.00099, β3 = 0.0017和τ = 3. 此外考虑到医疗技术和控制成本
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的限制, 令u1max = 0.6, u2max = 0.2, u3max = 0.8, u4max = 0.7, u5max = 0.5. 目标函数中的权重
常数取为A1 = 1, A2 = 3, A3 = 1, A4 = 2, C1 = 8, C2 = 10, C3 = 20, C4 = 15, C5 = 8. 初始值
取为SH(0) = 5000, IH(0) = 30, RH(0) = 50, SV (0) = 2000, IV (0) = 50.

本小节为评估不同控制策略对登革热传播的影响, 分以下几种情况进行讨论.

(1)方案 A(u1, u2, u3, u4, u5)

当实施方案A, 即联合实施隔离, 检测, 疫苗接种, 医疗治疗和环境卫生五种控制策略时, 由
图1(a)观察发现, 隔离策略u1(t)从登革热流行开始持续实施约11.5天后逐渐减小, 这表明在登革
热流行初期减少人与人, 人与蚊接触的隔离效果是很明显的, 能有效阻止登革热的扩散传播. 检
测策略u2(t)大约在登革热流行第9天后开始以最大值实施, 5天后逐渐减小至下界, 这表明受潜
伏期的影响, 检测策略虽实施的较晚, 但对于尽早筛查感染者并及时开展治疗仍是十分有效的.
疫苗接种策略u3(t)和环境卫生策略u5(t)在登革热流行期间一直处于较高的水平, 这表明在考虑
成本的前提下, 应最大程度的对易感者实施接种, 改善环境卫生条件, 减少蚊虫孳生地. 针对登
革热患者的医疗治疗策略u4(t)以最大值持续实施约17.6天之后缓慢下降, 这表明在登革热流行
期间, 适当的医疗护理和治疗对降低重症登革热的死亡率, 减少登革热患者造成的传播是很有
必要的. 图1(b)进一步给出了实施方案A与否已感染的个体数随时间的变化图. 未实施方案A时,
疫情在第7天左右到达峰值, 总感染人数约22087.23人. 在方案A的影响下, 达峰时间有所推迟,
且总感染人数显著下降, 仅约1570.10人.
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图1 (a) 方案A下五种最优控制策略的轨线图 (b) 方案A下有无控制的IH(t)的轨线图

(2)方案 B(u1, u3, u4, u5)

对比图1和图2易知, 减少检测策略u2(t)后, 方案B的控制效果与方案A相比并未出现明显差

异. 由图2(b)观察可知, 在方案B的影响下, 总感染人数约1578.24人, 与实施方案A的总感染人数

近乎相同, 这在一定程度上反应出与其他控制策略相比, 检测策略的影响会相对较弱.

(3)方案 C(u1, u3, u5)

方案C中, 仅考虑实施隔离, 疫苗接种和环境卫生策略. 由图3(a)观察发现, 疫苗接种策略和
环境卫生策略在登革热流行期间始终处于较高的水平, 隔离策略从疫情流行开始以最大值持续
实施约28.3天后逐渐减小. 图3(b)表明, 实施方案C, 已感染个体数的达峰时间约在第10天, 总感
染人数约6297.62人.

(4)方案 D(u3, u4, u5)

方案D中, 仍考虑疫苗接种和环境卫生策略, 并联合实施医疗治疗策略. 由图4(a)观察发现,
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疫苗接种策略和环境卫生策略仍在整个登革热流行期间持续实施. 医疗治疗策略u4(t)的最大持
续时间约为18.4天, 与方案A相比有所增加. 这表明适当延长医疗治疗的时间, 可以有效减少登
革热患者造成的传播. 对比图3(b)和图4(b), 容易发现, 相比方案C, 方案D下对已感染个体数具

有更好的控制效果, 达峰时间约在第9天且总感染人数仅约1639.11人.
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图2 (a) 方案B下四种最优控制策略的轨线图 (b) 方案B下有无控制的IH(t)的轨线图
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图3 (a) 方案C下三种最优控制策略的轨线图 (b) 方案C下有无控制的IH(t)的轨线图
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图4 (a) 方案D下三种最优控制策略的轨线图 (b) 方案D下有无控制的IH(t)的轨线图

(5)方案 E(u2, u3, u5)

方案E中, 联合实施检测, 疫苗接种和环境卫生策略. 由图5(a)观察发现, 疫苗接种策略和环
境卫生策略仍在登革热流行期间处于较高的水平. 检测策略u2(t)的最大持续时间大幅增加, 大
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约从第9天开始持续到第44.3天. 这表明在方案E下, 需要持续性的进行抗原, 抗体, 血常规筛查,
以尽早发现感染者并治疗, 从而控制登革热的传播. 图5(b)表明, 在方案E下, 已感染个体数得到
了较为明显的控制, 达峰时间推迟到第10天左右, 总感染人数约为6345.08人.
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图5 (a) 方案E下三种最优控制策略的轨线图 (b) 方案E下有无控制的IH(t)的轨线图
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图6 不同方案下感染人数随时间的变化图

图6进一步给出了不同控制策略下已感染个体数随时间的变化对比图. (i) 与方案A相比, 方
案B减少了检测策略u2(t). 图6表明两种方案下的控制效果几乎相同. 这意味着在多种控制策略
下, 检测策略u2(t)的影响相对较小. (ii) 方案C相比方案B, 减少了医疗治疗策略u4(t). 图6表明
两种方案下的控制效果具有显著差异. 这意味着医疗治疗策略u4(t)对感染者有较为显著的影响.
(iii) 方案D相比方案B, 减少了隔离策略u1(t). 图6表明两种方案下的控制效果未出现明显差异,
但方案D下已感染个体数的下降速度相对较快. 这意味着适当加强隔离策略u1(t)可以较为快速
的结束疫情. (iv) 图6表明, 在方案E下, 已感染个体数具有较高水平, 这意味着在疫苗接种策略
和环境卫生策略的基础上仅考虑检测策略u2(t), 疫情的控制效果并不理想. 综上所述, 选择方
案B是控制感染者数量的最优策略.
5.2 成本效益分析

本小节通过计算增量成本效益比(ICER)进行成本效益分析, 评估最优控制策略的可行性.
ICER的计算公式为[16]

ICER =
因实施控制措施产生的成本差值

因实施控制措施产生的避免感染病例总数的差值
.

实施控制策略期间产生的避免感染病例总数可计算为

P =
∫ tf

0

IH(t)dt−
∫ tf

0

ĨH(t)dt,
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其中tf = 70, IH表示在没有控制下的轨线, ĨH表示在相应控制策略下的最优解. 在[0, tf ]期间,
因实施控制措施所产生的总成本由

T =
∫ tf

0

(C1u1(t) + C2u2(t) + C3u3(t) + C4u4(t) + C5u5(t)) dt

给出.
基于对方案A-方案E的模拟结果, 按照避免感染病例总数进行排序, 如表1所示.

表 1 成本效益分析

方案 避免感染总数P 总成本T

方案E 15742.15 1485.88

方案C 15789.61 1566.23

方案D 20448.12 1611.87

方案B 20508.99 1656.24

方案A 20517.13 1666.71

直接计算可得

ICER(E) =
1485.88
15742.15

= 0.094, ICER(C) =
1566.23− 1485.88

15789.61− 15742.15
= 1.693.

比较ICER(E)和ICER(C)可知, 方案C有较高的ICER值. 这表明若实施方案C, 不仅花费较大且
控制感染者人数的效果较差. 因此方案C应被排除于备选方案之外.

排除方案C后, 重新计算ICER值有

ICER(E) = 0.094, ICER(D) =
1611.87− 1485.88

20448.12− 15742.15
= 0.027.

比较ICER(E)和ICER(D)可知, 方案E有较高的ICER值. 这表明方案E的成本高于方案D, 收益
低于方案D. 因此方案E应被排除于备选方案之外.

按照以上方法重新计算ICER的值有

ICER(D) = 0.079, ICER(B) = 0.729.

比较ICER(D)和ICER(B)可知, 方案B有较高的ICER值. 这表明若实施方案B, 花费成本更高,
收益更低. 因此方案B应被排除于备选方案之外.

重新计算ICER的值有

ICER(D) = 0.079, ICER(A) = 0.795.

比较ICER(D)和ICER(A)可知, 方案A有更高的ICER值. 这表明若实施方案A, 不仅花费较大且
收益较低. 综上所述方案D是五种不同情况下成本效益最高的.

5.3 数据拟合

2014年6月, 广东省广州市出现了首例感染登革热的病例, 随后疫情在各地快速发展, 截
至2014年10月27日, 全省共有20个地级市累计报告登革热病例约4.1万例[17]. 本小节应用最小二
乘法, 基于文献[18]中报道的2014年广东省9月22日至10月9日感染登革热的日累计病例数进行数
据拟合.

基于文献[15, 18-21], 首先选取SH(0) = 1.0644 × 108, IH(0) = 553, α = 0.1, γ = 0.08,
µH = 3.5× 10−5和µV = 0.05, 另假设RH(0) = 0, ΛH = 1000和ΛV = 9.75× 106. 若设Q(t)为t时
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刻拟合的登革热累计病例数, 则其随时间的变化可由方程
dQ(t)

dt
=

β1e−µHτSH(t− τ)IV (t− τ)
1 + αIV (t− τ)

+ β2e−µHτSH(t− τ)IH(t− τ)

确定. 假设Q̃(t)是t时刻报告的累计登革热病例. 于是应用最小二乘法通过最小化目标函数

J =

(
n∑

t=1

(Q(t)− Q̃(t))2
) 1

2

来估计系统(2)的未知参数值, 其中n = 18表示数据点的个数.
根据拟合结果, 可估计出传染率系数分别为β1 = 2.6 × 10−7, β2 = 5.6 × 10−8和β3 =

8.7 × 10−8. 其它初始值估计为SV (0) = 8.01 × 107, IV (0) = 48899. 下面应用文献[18]中报
道的2014年广东省9月22日至10月9日感染登革热的日累计病例数与系统(2)进行数据拟合. 从
图7可知, 系统(2)的拟合结果与真实报道的病例数较好的吻合在一起, 且二者之间的绝对误差较
小. 这说明在一定程度上, 数学建模和数据拟合有助于了解目前登革热的流行情况和病毒的病
毒学特征.

9.
22 23 24 25 26 27 28 29 30

10
.0

1 02 03 04 05 06 07 08 09
0.5

1

1.5

2

2.5

3
104

Fitting curve
Reported cases in Guangdong

(a)

9.
22 23 24 25 26 27 28 29 30

10
.0

1 02 03 04 05 06 07 08 09
-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

(b)

图7 (a) 广东省2014年9月22日-10月9日累计登革热病例数的拟合结果 (b) 拟合的日累计登革热病例数与

实际的日累计登革热病例数之间的绝对误差

基于上述讨论, 进一步研究感染蚊子对易感人群的传播率β1, 非蚊媒叮咬传播的传播率β2和

感染人群对易感蚊子的传播率β3对登革热传播动力学的影响, 以及成本效益最高方案D对登革

热传播控制的效果.
根据拟合得到的参数β1, β2和β3的值以及5.3小节中选取的其它参数值, 从图8可以看出, 降

低感染蚊子对易感人群的传染率β1和非蚊媒叮咬传播的传染率β2, 对控制已感染个体的数量具
有积极的影响, 且β1的影响效果更加显著. 此外降低感染人群对易感蚊子的传染率β3, 可以明显
减少染病蚊子的数量. 因此通过实施隔离和环境卫生等策略降低感染蚊子对易感人群的传播
率β1, 非蚊媒叮咬传播的传播率β2和感染人群对易感蚊子的传播率β3对控制登革热的传播和流

行具有积极的作用.
此外基于5.2以及5.3小节拟合得到的参数值, 研究了是否实施最优方案D时, 已感染的个体

数随时间的变化对比图. 由图9观察发现, 在实施方案D的影响下, 已感染个体的数量显著减少,
且达峰时间有所提前. 这表明上述最优控制策略不仅可以有效控制登革热的传播和流行, 还可
以尽可能地使登革热防治过程中付出的成本相对最低.
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图8 (a) 参数β1对感染人数的影响 (b) 参数β2对感染人数的影响 (c) 参数β3对感染蚊子的影响
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图9 方案D和无控制下感染人数随时间的变化图
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图10 (a) 有无时滞的易感人群SH(t)的轨迹图 (b) 有无时滞的感染人群IH(t)的轨迹图
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§6 结论

本文研究了具有两种传播途径和潜伏期时滞的登革热传播动力学模型. 通过构造适当
的Lyapunov泛函, 讨论了系统(2)的无病平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性. 由定理3.1可
知, 当基本再生数R0小于1时, 无病平衡点E0是全局渐近稳定的. 在这种情况下, 疾病最终将消
失. 根据定理3.2, 当R0大于1时, 地方病平衡点E∗是全局渐近稳定的, 疾病将一直存在并成为地
方病. 因此R0完全决定了系统(2)的全局动力学性态, 它对于登革热的预防和控制策略至关重要,
从长远来看, 将R0降低并保持在1以下就可以在一定时间内消除疾病.

此外研究了有无时滞对易感人群和感染人群的影响. 从图10可以看出, 与无时滞的情况相
比, 在时滞的作用下, 易感人群的数量增多并且下降的时间推迟, 同时感染人群的数量显著减少,
到达峰值的时间推迟. 这表明忽略潜伏期的影响可能会高估疾病的流行风险, 在潜伏期人们可
以适当采取一些个人防护措施, 有利于降低疾病传播的风险.
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Global stability and optimal control analysis of a dengue transmission
model with two transmission pathways and incubation delay
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(Complex Systems Research Center, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: A dengue transmission model with two transmission pathways and incubation delay

is studied. The basic reproduction number of the system is obtained by the next generation operator

method. By constructing appropriate Lyapunov functional, the global stability of each of feasible equi-

libria of the system is proved. Optimal strategy for the prevention and control of dengue transmission

is discussed based on Pontryagin’s minimum principle. Finally, data fitting is conducted based on the

actual number of dengue cases in Guangdong Province in 2014.
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