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摘 要: 研究横截面独立的长相依面板数据的公共均值变点的估计问题. 文中分别在
强变点信号, 中等变点信号和弱变点信号这三种情形下研究了公共变点的估计量, 建
立了估计量的渐近性质, 包括相合性, 收敛速度和极限分布. 理论结果表明在变点信号
和长相依之间存在着一种权衡关系. 具体来说, 在强变点信号情形下, 长相依不影响估
计量的渐近性质; 在中等变点信号情形下, 长相依不影响估计量的收敛速度, 但影响估
计量的极限分布; 在弱变点信号情形下, 长相依既影响估计量的收敛速度, 也影响估计
量的极限分布. Monte Carlo模拟评估了估计量在有限样本情形下的表现, 并支持文中
的理论结果.
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§1 引 言

许多经济和金融时间序列的数据都含有单变点或者多变点的特征, 并兼具长相依的性质.
因此本文在横截面独立的假设下研究长相依面板数据的公共均值变点. 在该面板数据中, 有N个

时间序列, 每个时间序列有T个观测值, 假设在每个时间序列(或大部分的时间序列)上存在一个
公共变点, 笔者感兴趣的是: 当N很大时公共变点估计量的渐近性质.

面板数据中的公共变点现象在实际生活中是很常见的. 例如, 税收政策的改变会影响大
部分人的收入; 2008年的全球金融危机和之前几年的新冠病毒大流行明显影响了每个国家
的GDP数据和经济增长率数据.

尽管生活中的公共变点现象很普遍, 但文献中关于面板数据的变点理论研究却还很少. 在
上世纪九十年代, 时间序列中的变点研究才扩展到了面板数据. Joseph等人的[1-2]是关于面板数
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据变点分析的最早文献, 在文中他们提出了一个随机变点模型, 即在N个时间序列中存在着N个

独立同分布的(i.i.d.)变点, 他们研究了变点分布的估计问题. Joseph等人[3]随后将该随机变点模

型推广到了自回归面板数据模型. 后来, Bai[4]在横截面独立的假设下研究了弱相依面板数据中
的公共均值变点问题, 他发现当变点信号足够强时, 公共变点估计量是相合的. 值得注意的是,
在平稳时间序列模型中, 变点估计量是不相合的. 因此Bai[4]的工作表明, 当同时利用许多时间序
列数据时, 可以相合地估计出变点. 这是一个崭新的结论. 自Bai[4]的开创性工作以来, 面板数据
中公共变点的检测和估计在计量经济学和统计学领域中得到了进一步的研究. 例如, Horváth等
人[5]以及Chan等人[6]研究了面板数据中的公共均值变点的假设检验, Kim[7-8]研究了面板数据中

的时间趋势的公共变点估计, Baltagi等人[9]研究了异质性面板数据中回归系数的公共变点估计,
Li等人[10]研究了面板数据中的多变点估计, Horváth等人[11]研究了面板数据中的公共均值变点

的CUSUM统计量, Fisher等人[12]用贝叶斯的方法研究了面板数据中变点的统计推断. 然而, 以
上提到的所有文献都假设面板数据在时间维度上是i.i.d.或弱相依的. 关于长相依面板数据中变
点问题的研究还是非常少见的.

本文的目的是沿着Bai[4]的工作, 对横截面独立的长相依面板数据的公共均值变点的估计问
题进行系统的研究. 讨论了所有情形的变点信号: 强变点信号, 中等变点信号和弱变点信号. 值
得一提的是, Bai[4]和其他文献均还未研究过弱变点信号的情形(即使是在弱相依的情形下). 本
文建立了估计量的渐近性质, 包括相合性, 收敛速度和极限分布. 本文的理论结果表明: 在变点
信号和长相依之间存在着一种权衡关系. 具体来说, 在强变点信号情形下, 长相依不影响估计量
的渐近性质; 在中等变点信号情形下, 长相依不影响估计量的收敛速度, 但影响估计量的极限分
布; 在弱变点信号情形下, 长相依既影响估计量的收敛速度, 也影响估计量的极限分布.

本文结构如下. §2给出模型的具体形式以及相应的理论结果. §3汇报Monte Carlo模拟结果,
用于评估公共变点估计量在有限样本情形下的表现. §4对文章进行了总结. §5是论文的理论证
明.

§2 模型和结论
先介绍一些符号. 符号“

p−→”表示依概率收敛, “ d−→”表示依分布收敛, “⇒”表示概率测度弱
收敛, “ d=”表示同分布, “bxc”表示x的整数部分, aN ³ bN表示存在着两个正常数c1和c2使得对所

有的N ≥ 1, c1 ≤ aN/bN ≤ c2成立, 其中{aN , N ≥ 1}和{bN , N ≥ 1}是两个正常数序列.
研究公共变点模型(Bai[4]曾在强变点信号和中等变点信号情形下研究过此模型, 但他假设

所有时间序列都是弱相依的)

yit =

{
µi1 + xit, t = 1, · · · , k0,

µi2 + xit, t = k0 + 1, · · · , T,
i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中N表示时间序列或个体的个数, T表示每个时间序列的样本容量, k0表示未知的公共均值变

点. 这里考虑两种关于T的情形. 第一种情形假设T是固定的, k0可以取1到T − 1之间的任意整
数; 另一种情形假设T是无界的, 但k0不能太靠近1和T , 即存在τ0 ∈ (0, 1)使得k0 = bτ0T c. 这是
变点分析领域的一个常规假设, 可参考文献[13]. 为了避免技术上的细枝末节, 假设k0 = τ0T , 并
称τ0为模型(1)的公共变点分数. 此外与Bai[4]文章一样, 假设面板是横截面独立的. 即yit在个体

维度上是相互独立的. µi1和µi2分别表示第i个时间序列的变前均值和变后均值. µi1和µi2的大小

不起本质作用, 起本质作用的是它们的差. 值得一提的是, 对于某些时间序列, 允许µi2 − µi1为0,
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即允许这些时间序列没有发生结构变化.
记

λN =
N∑

i=1

(µi2 − µi1)2.

众所周知λN越大, 越容易估计出公共变点. 因此λN的大小将对公共变点估计量的渐近性质有

本质性的影响. 下文称λN为模型(1)的变点信号(λN

N 可理解为单个时间序列的平均变点信号). 将
在变点信号的三种不同情形下研究公共变点估计量的渐近性质: (1) 强变点信号, 即λN → ∞
(N → ∞); (2) 中等变点信号, 即λN → λ ∈ (0,∞) (N → ∞); (3) 弱变点信号, 即λN → 0
(N →∞).

本文假设模型误差{xit, t ≥ 1}是长相依的. 即对每一个i ≥ 1, 存在一个常数d ∈ (0, 0.5)使得
(1−B)dxit = uit, (2)

其中B是时间维度上的滞后算子, uit在个体维度和时间维度上均为i.i.d.随机变量, 具有零均值和
有限方差0 < σ2

u < ∞. 下文中, 称d为分数差分参数或记忆参数.
上述关于d的限制(0 < d < 0.5)保证了xit在时间维度上是平稳遍历的. xit的一些重要性

质(参见Sowell[14])如下, 它们在模型的渐近分析中扮演着重要作用.
P1 对每一个给定的i ≥ 1, Var(

∑T
t=1 xit) = O(T 1+2d). (其中T →∞)

P2 对每一个给定的i ≥ 1, Cov(xit, xi,t+s) = O(|s|−1+2d). (其中|s| → ∞)
P3 1

NT

∑N
i=1

∑T
t=1 x2

it
p−→ E(x2

it) = Γ(1−2d)
Γ2(1−d)σ

2
u. (其中N →∞或T →∞)

由性质P2, 对每一个给定的i ≥ 1, 有
∑∞

s=1 |Cov(xit, xi,t+s)| = ∞. 这就是称{xit, i ≥ 1, t ≥
1}为长相依面板数据的原因. 接下来用最小二乘的方法估计模型(1)中的公共变点. 定义k0的最

小二乘估计(简写为LSE)为
k̂ = arg min

1≤k≤T−1
SNT (k),

其中

SNT (k) =
N∑

i=1

[
k∑

t=1

(
yit − yi(k)

)2 +
T∑

t=k+1

(
yit − y∗i (k)

)2

]
,

yi(k) = 1
k

∑k
t=1 yit, y∗i (k) = 1

T−k

∑T
t=k+1 yit. 公共变点分数τ0的LSE定义为τ̂ = k̂/T .

为了研究LSE的渐近性质, 对模型(1)作如下假设.
条件A1 对每一个i ≥ 1, {xit, t ≥ 1}是长相依的, 即(2)成立, 其中d ∈ (0, 0.5), uit在个体维

度和时间维度上均为i.i.d.随机变量, 具有零均值和有限方差0 < σ2
u < ∞.

条件A2 0 < τ0 < 1.
条件A3 N →∞时(在下文中, T无界时“N →∞”均理解成“N, T →∞”),

1
T 0.5−d = o(λN

N ).
注1 在条件A1中, 由uit的有限二阶矩假设使得作者能对长相依随机变量序列应用Hájek-

Rényi不等式[15]. Hájek-Rényi类型的不等式在变点分析中扮演着关键作用. uit的有限二阶矩假

设还可以让作者应用{xit, t ≥ 1}的泛函中心极限定理, 即

1
T 0.5+d

bTτc∑
t=1

xit ⇒ κdBd(τ), T →∞, 0 ≤ τ ≤ 1,

其中Bd是一个记忆参数为d的分数Brownian运动[16],
κd = {σ2

uΓ(1− 2d)/[(1 + 2d)Γ(1 + d)Γ(1− d)]}1/2, (3)
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参考[17]. 也可以假设uit在个体维度上是异方差的. 但为了表述上的方便, 这里假设它在个体维
度上是方差齐性的. 条件A2是变点分析领域的一个标准假设, 这个假设意味着当T有界时, k0可

以是[1, T − 1]中的任何一个整数; 而当T无界时, k0不能太靠近样本的左右两个端点, 这是为了
保证变点的可识别性. 条件A3不要求每一个时间序列都有变点, 而是要求平均变点信号需要
比 1

T 0.5−d大得多.

接下来继续介绍几个假设.

条件A4 (强变点信号情形) 对每一个i ≥ 1, µi2 − µi1是固定的, 且limN→∞ λN = ∞.

条件A5 (中等变点信号情形) 对每一个i ≥ 1, 存在非负常数∆i使得µi2 − µi1 = ∆i/
√

N ,
且存在某个C0使得supi≥1 |∆i| ≤ C0成立. 此外假设

limN→∞ λN = limN→∞ 1
N

∑N
i=1 ∆2

i = λ ∈ (0,∞).

条件A6 (弱变点信号情形) limN→∞ λN = 0.

注2 (1) 条件A4假设变点幅度µi2 − µi1是固定的, 且允许某些变点幅度是零, 即允许某些
时间序列没有发生结构变化. 但是λN → ∞这个假设要求存在着足够多的时间序列, 它们具有
非零的变点幅度. (2) 条件A5要求µi2 − µi1的大小与i有关, 且可以写成µi2 − µi1 = ∆i/

√
N , 其

中{|∆i|, i ≥ 1}是一致有界的, 即所有的变点幅度|µi2 − µi1|以1/
√

N的速度收缩到零, 但允许某
些时间序列没有发生结构变化. 给定条件A5, 条件A3等价于N = o(T 0.5−d), 这意味着T的发散

速度要快于N . (3) 条件A6要求所有的变点幅度都需以较快的速度收缩到零. 条件A6和A3意味
着λN收敛到零的速度要慢于

N
T 0.5−d . 若λN以太快的速度收敛到零, 那么估计k0就会变得非常困

难, 任何估计方法都将无能为力.

定理2.1 对于模型(1), 假设条件A1-A3成立, 有下面的结论.

(1) 条件A4成立时有
lim

N→∞
P (k̂ = k0) = 1. (4)

(2) 条件A5成立时, 当N, T →∞有
k̂ − k0 = Op(1). (5)

此外

k̂ − k0 d−→ arg min
l∈{··· ,−2,−1,0,1,2,··· }

W (l), (6)

其中

W (l) =





−l
√

λ + 2σu

∑−1
t=l(1−B)−dZt, l = −1,−2, · · · ,

0, l = 0,
l
√

λ + 2σu

∑l
t=1(1−B)−dZt, l = 1, 2, · · · ,

{Zt, t = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }是i.i.d.的标准正态随机变量序列.

(3) 条件A6成立时, 当N, T →∞有
|k̂ − k0| = Op(λ

−1/(1−2d)
N ). (7)

此外

λ
1/(1−2d)
N (k̂ − k0) d−→ arg min

−∞<s<∞
Υ(s), (8)
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其中

Υ(s) =





−s + 2κdBd(s), s < 0,
0, s = 0,
s + 2κdBd(s), s > 0,

κd的定义见(3), Bd(·)是一个双边分数Brownian运动.
定理2.1说明: (1) 在强变点信号情形下, k̂是k0的相合估计, 且这一结论与T是否无界是无

关的. (2) 在中等变点信号情形下, k̂不是k0的相合估计, 但估计误差是依概率有界的, 这使
得τ̂仍是τ0的相合估计. (3) 在弱变点信号情形下, k̂的估计误差发散到无穷大(在概率意义下).
但是, τ̂仍是τ0的相合估计, 这是因为条件A3保证了Tλ

1/(1−2d)
N → ∞成立(N, T → ∞). 注意到

当λN → 0时, λ
−1/(1−2d)
N 是d ∈ (0, 0.5)的单调增函数, 所以d越大, 准确地估计出公共变点就越困

难, 这与直觉相符. (4) 定理2.1中的两个极限分布看起来是非常规的(但都是变点分析领域的常
规极限分布), 这主要是因为变点估计量没有显示表达式, 所以只能通过研究目标函数的极限性
质来刻画变点估计量的极限分布; 参考Bai[4]和Csörgő等人[13].

定理2.1还揭示了一个有趣的现象: 在弱变点信号情形下, k̂的极限分布与单个时间序列中变

点的LSE的极限分布非常相似, 参考[15]的定理8, [18]的定理2.3和定理2.4. 一个可能的理由是:
尽管有N条时间序列, 但每条时间序列的变点信号非常微弱, 把N条时间序列的变点信号加总后

得到λN , 而λN依然趋于0, 这意味着面板数据所带来的信息和单个时间序列所带来的信息并没
有本质性的差别.

值得一提的是, 由定理2.1还可知在变点信号和长相依之间存在着一种权衡关系. 即在强变
点信号情形下, 长相依不影响估计量的渐近性质; 在中等变点信号情形下, 长相依不影响估计量
的收敛速度, 但影响估计量的极限分布; 在弱变点信号情形下, 长相依既影响估计量的收敛速度,
也影响估计量的极限分布.

§3 模拟
为了评估公共变点估计量在有限样本情形下的表现, 做了一些模拟试验来考察估计量

的估计误差以及估计量的有限样本分布与极限分布的吻合程度. 在所有的试验中, 长相依过
程{xit, t ≥ 1}的随机数是按照McLeod和Hipel[19]以及Hosking[20]的方式产生,记忆参数d = 0.25,
公共变点分数τ0 = 0.5, k̂在{1, 2, · · · , T − 1}中进行搜索.

3.1 估计误差

在这一节里, 试验的重复次数都是1000. 首先在强变点信号情形下评估k̂在有限样本情

形下的表现. 由结论(4)可知k̂是k0的相合估计, 且这一结论无需要求T是无界的. 因此, 考
虑T = 8和20两种情形, 其中T = 8代表小T这种情形, T = 20代表大T这种情形. 对于每一个T ,
考虑N ∈ {10, 20, 50}. 变点幅度µi2 − µi1假设产生自U(−2, 2). 图1展示了模拟结果. 从图1可以
看出, 即使N = 10, 真实的公共变点(当T = 8时它等于4, 当T = 20时它等于10)都能够很精确地
被估计出来, 并且随着N的增大, 估计精度逐步得到改进. 因此这里的模拟结果支持结论(4).

接下来在中等变点信号情形下评估k̂的有限样本表现. 由结论(5)可知k̂不是k0的相合估计,
但是估计误差是依概率有界的. 注意到结论(5)的成立需要N, T →∞, 此外回顾注2的第二部分,
考虑下列的(N, T ) ∈ {(10, 20), (20, 40), (50, 80)}. 变点幅度µi2 − µi1假设由U(−1, 1)产生. 图2展
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(a) T = 8, N = 10 (b) T = 8, N = 20 (c) T = 8, N = 50

(d) T = 20, N = 10 (f) T = 20, N = 50(e) T = 20, N = 20

图1  τ0 = 0.5时强变点信号情形下kˆ的直方图

(a) T = 20, N = 10 (c) T = 80, N = 50(b) T = 40, N = 20

图2  τ0 = 0.5时中等变点信号情形下kˆ的直方图
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示了模拟结果. 可以看出, 总的来说k̂的估计误差是中等大小的, 且估计精度随着(N, T )的增大而
逐步得到改善. 所以这里的模拟结果支持结论(5).

最后在弱变点信号情形下评估k̂的有限样本表现. 由结论(7)可知k̂不是k0的相合估计, 且
估计误差可以是无界. 除了变点幅度, 采用与中等变点信号情形的相同模拟设置; 这里假
设µi2 − µi1由U(−0.5, 0.5)产生. 图3展示了模拟结果. 可以看出, 即使N = 50, k̂的估计误差仍然

很大, 但估计精度随着(N, T )的增大得到缓慢的改善. 因此这里的模拟结果支持结论(7).

(a) T = 20, N = 10 (b) T = 40, N = 20 (c) T = 80, N = 50

图3  τ0 = 0.5时弱变点信号情形下kˆ的直方图

3.2 有限样本分布与极限分布

在实际问题中, 变点信号λN总是一个正常数(假设变点存在). 也就是说, 中等变点信号是现
实生活中最常见的一种情形, 而强变点信号和弱变点信号可看作是两种极端情形. 因此, 接下来
考察中等变点信号情形下变点估计量的有限样本分布与极限分布的吻合程度.

回忆d = 0.25以及τ0 = 0.5. 此外, 让µi2 − µi1 = ∆i√
N
中的∆i由U(−1, 4)产生, 在(6)中

取|l| ∈ {0, 1, · · · , T/2}, (T,N) ∈ {(200, 15), (500, 40)}, 试验的重复次数是5000. 两个试验结果
见图4. 从图4可以看出, k̂ − k0的有限样本分布与极限分布的吻合度相当不错.

§4 总结
在本文中, 在横截面独立的假设下对长相依面板数据的公共均值变点估计提供了一个完整

的理论分析. 具体来说, 分别在强, 中等和弱变点信号情形下, 研究了公共均值变点的最小二乘
估计的渐近性质. 理论结果表明, 只有在强变点信号的情形下才能相合地估计出公共变点, 但公
共变点分数的最小二乘估计在上述三种变点信号情形下总是相合的. 更重要的是, 本文发现在
变点信号和长相依之间存在着一种权衡关系. 文中做了一些Monte Carlo模拟来评估估计量在有
限样本情形下的表现, 模拟结果支持文中的理论发现.
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(a) T = 200, N = 15 (b) T = 500, N = 40

图4  中等变点信号情形下kˆ − k0的有限样本分布与极限分布(黑色曲线)

§5 证 明

引理5.1 对于记忆参数为d ∈ (0, 0.5)的长相依过程{ϕt, t ≥ 1}(即(1 − B)dϕt = ut, 其
中{ut, t ≥ 1}是i.i.d.随机变量序列, 均值为0, 方差有限), 可以得到

sup
1≤k≤n

1√
k

∣∣∣∣∣
k∑

t=1

ϕt

∣∣∣∣∣ = Op(nd
√

lnn), sup
k≥n

1
k

∣∣∣∣∣
k∑

t=1

ϕt

∣∣∣∣∣ = Op

(
1

n0.5−d

)
.

证 它们由Lavielle和Moulines[15]中的Hájek-Rényi不等式推得.

引理5.2 条件A1成立时, 对于每一个i ≥ 1和正整数p < q, 可以得到

E

[
1

q − p

(
p∑

t=1

xit

)(
q∑

t=p+1

xit

)]
≤ O(p2d).

证 根据性质P2, γx(h) := E(xitxi,t+h) = O(|h|2d−1). 因此∣∣∣∣∣E
[

1
q − p

(
p∑

t=1

xit

)(
q∑

s=p+1

xis

)]∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

q − p

p∑
t=1

q∑
s=p+1

γx(s− t)

∣∣∣∣∣

≤ C

q − p

p∑
t=1

q∑
s=p+1

(p + 1− t)2d−1 = C

p∑
t=1

(p + 1− t)2d−1 = O(p2d).

注意到SNT (k)的极小值点也是 1
λN T

[
SNT (k)−∑N

i=1

∑T
t=1 x2

it

]
的极小值点, 因此证明思路

如下: 首先证明 1
λN T

[
SNT (k)−∑N

i=1

∑T
t=1 x2

it

]
以一定的速度接近它的数学期望, 然后把这个数

学期望作为优化函数.
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在给出定理2.1的证明之前, 先提供关于SNT (k)的两个分解式

SNT (k) =
N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it −

1
k

N∑

i=1

(
k∑

t=1

xit

)2

− 1
T − k

N∑

i=1

(
T∑

t=k+1

xit

)2

+2
T − k0

T − k

N∑
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k0∑
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N∑
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T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit

+
(k0 − k)(T − k0)

T − k

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2, k ∈ [1, k0], (9)

SNT (k) =
N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it −

1
k

N∑

i=1

(
k∑

t=1

xit

)2

− 1
T − k

N∑

i=1

(
T∑

t=k+1

xit

)2

+2
k − k0

k

N∑
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k0∑
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(µi1 − µi2)xit − 2
k0

k

N∑
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k∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit

+
(k − k0)k0

k

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2, k ∈ [k0 + 1, T ]. (10)

以下引理5.3表明 1
λN T

[
SNT (k)−∑N

i=1

∑T
t=1 x2

it

]
以速度

max
{

Op

(
N lnT

λNT 1−2d

)
, Op

(
1√

λNT 0.5−d

)}

接近它的数学期望 1
λN T E

[
SNT (k)−∑N

i=1

∑T
t=1 x2

it

]
.

引理5.3 对于模型(1), 假设条件A1成立, 那么对有界和无界的T , 都有

sup
1≤k≤T

∣∣∣∣∣

[
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.

证 只给出k ≤ k0情形下的证明, 因为k > k0情形下的证明是类似的. 对于k ≤ k0, 由(9)可
得

sup
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∣∣∣∣∣
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N∑

i=1

E

(
k∑

t=1

xit

)2

+
1

T − k

N∑
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+ sup
1≤k≤k0

∣∣∣∣∣∣
1
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.

(11)
接下来分别研究(11)中的各项.

对于第一项, 由引理5.1和性质P1可知
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1≤k≤k0
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≤ Op(NT 2d lnT ).

对于第二项, 应用泛函中心极限定理和性质P1可知

sup
1≤k≤k0
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研究第三项. 记

ψt =
1√
λN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)xit. (12)

显然{ψt, t ≥ 1}仍是记忆参数为d的长相依过程, 且E(ψt) = 0, E(ψ2
t ) = E(x2

1t) < ∞. 因此利用

泛函中心极限定理可知 sup
1≤k≤k0

∣∣∣∣∣∣

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op(T 0.5+d), 这意味着
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= Op(

√
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研究最后一项. 首先根据性质P1可知

E
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那么有
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= Op(

√
λNT 0.5+d). (13)

把上述的结论整理一下, 即可证明引理5.3.

接下来证明 1
λN T E

[
SNT (k)−∑N

i=1

∑T
t=1 x2

it

]
有唯一的极小值点k0.
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引理5.4 对于模型(1), 若条件A1和A2成立, 且当N → ∞时 1
T 1−2d = o(λN

N )成立, 那么
当N充分大后,

E

[
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x2
it
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− E
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x2
it

]

= E [SNT (k)]− E
[
SNT (k0)

] ≥ cλN |k − k0| (14)
关于k ∈ [1, T − 1]一致成立, 这里c是一个仅与τ0有关的正常数.

证 类似于引理5.3的证明, 只给出k ≤ k0情形下的证明. 根据(9)可得
SNT (k)− SNT (k0)

=
(k0 − k)(T − k0)

T − k

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 −
N∑

i=1


1

k

(
k∑

t=1

xit

)2

− 1
k0




k0∑
t=1

xit




2



−
N∑

i=1


 1

T − k

(
T∑

t=k+1

xit

)2

− 1
T − k0




T∑

t=k0+1

xit




2



+2
T − k0

T − k

N∑

i=1

k0∑

t=k+1

(µi1 − µi2)xit − 2
k0 − k

T − k

N∑

i=1

T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit. (15)

显然上式最后两项的数学期望为零. 此外第一项是非随机的, 且注意到(T − k0)/(T − k) ≥
(T − k0)/T = 1− τ0, 可知

(k0 − k)(T − k0)
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N∑
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(µi2 − µi1)2 ≥ (1− τ0)(k0 − k)λN (16)

对k ∈ [1, k0]一致成立.

考虑(15)中的第二项的数学期望. 由性质P1和引理5.2可知, 对于1 ≤ k ≤ k0,
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类似地, 对于(15)中的第三项有
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因此当 1
T 1−2d = o(λN

N )(N →∞)成立时, (15)中的第二和第三项的数学期望都被第一项的数
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学期望所控制, 这就证明了(14).

给定一个满足0 < η < 1的常数η, 记



D = {k : Tη ≤ k ≤ T (1− η)},
D(k0) = {k : Tη ≤ k ≤ T (1− η), k 6= k0}.

(17)

引理5.5 对于模型(1), 若条件A1-A4成立, 那么当N →∞时, 有
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(
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SNT (k)− SNT (k0) ≤ 0

)
→ 0.

证 显然, 只需证明当N →∞时, P (mink∈D(k0) SNT (k)− SNT (k0) > 0) → 1. 与前面引理
的证明类似, 只考虑k < k0的情形. 即, 证明当N →∞时, 有
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SNT (k)− SNT (k0) > 0

)
→ 1.

注意到(15)已提供了一个关于SNT (k)− SNT (k0)的表达式. 下面验证(15)中的第一项是主项.

对于(15)中的第一项, (16)已经证明这一项不小于(1− τ0)(k0 − k)λN .

考虑(15)中的第二项.
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接下来说明当k ∈ D(k0)且k < k0时, 花括号里的每一项都被λN控制. 注意到k ∈ D(k0)时
有Tη ≤ k. 应用泛函中心极限定理并利用条件A3, 有

sup
Tη<k<k0

N

k0

1
N

N∑

i=1

(
1√
k

k∑
t=1

xit

)2

≤ N

k0

1
N

N∑

i=1

(
1√
Tη

sup
Tη<k<k0

∣∣∣∣∣
k∑

t=1

xit

∣∣∣∣∣

)2

≤ Op

(
NT 2d

T

)
= op(λN ).

类似地, 利用引理5.1有
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N

k0

1
N

N∑

i=1


 1√

k0 − k

k0∑

t=k+1

xit




2

≤ N

k0

1
N

N∑

i=1


 sup

1≤k<k0

1√
k0 − k

∣∣∣∣∣∣

k0∑

t=k+1

xit

∣∣∣∣∣∣




2

= Op

(
NT 2d lnT

T

)
= op(λN ).
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对于最后一项, 同样根据泛函中心极限定理, 引理5.1和条件A3可得

sup
Tη<k<k0

∣∣∣∣∣∣
N

(k0)0.5−d

1
N

N∑

i=1




(
1

(k0)0.5+d

k∑
t=1

xit

)
 1

k0 − k

k0∑

t=k+1

xit







∣∣∣∣∣∣

≤ N

(k0)0.5−d

1
N

N∑

i=1

sup
1≤k<k0

∣∣∣∣∣
1

(k0)0.5+d

k∑
t=1

xit

∣∣∣∣∣ · sup
k0−k≥1

∣∣∣∣∣∣
1

k0 − k

k0∑

t=k+1

xit

∣∣∣∣∣∣

= Op

(
N

T 0.5−d

)
= op(λN ).

综上所述, (15)中的第二项可被第一项控制.

类似地可以证明(15)中的第三项可被第一项控制.

对于(15)的第四项有

T − k0

T − k

N∑

i=1

k0∑

t=k+1

(µi1 − µi2)xit =
T − k0

T − k

√
λN

k0∑

t=k+1

ψt,

其中ψt由(12)定义. 根据引理5.1有

sup
Tη≤k<k0

1
k0 − k

∣∣∣∣∣∣

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

k0−k≥1

1
k0 − k

∣∣∣∣∣∣

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op(1).

注意到|(T − k0)/(T − k)| < 1, 且λN →∞, 那么可进一步推出

sup
Tη≤k<k0

1
(k0 − k)λN

T − k0

T − k

N∑

i=1

k0∑

t=k+1

(µi1 − µi2)xit = Op

(
1√
λN

)
= op(1).

因此(15)中的第四项可被第一项控制.

对于(15)中的最后一项, 根据(13)有

sup
Tη≤k<k0

∣∣∣∣∣∣
1

(k0 − k)λN
· k0 − k

T − k

N∑

i=1

T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit

∣∣∣∣∣∣

≤ C

λNT

∣∣∣∣∣∣

N∑

i=1

T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit

∣∣∣∣∣∣
= Op

(√
λNT 0.5+d

λNT

)
= op(1).

因此(15)中的最后一项也被第一项控制.

基于以上的讨论, 可以得到这样的结论: 当k ∈ D(k0)且k < k0时, 有
SNT (k)− SNT (k0) = (1− τ0)(k0 − k)λN (1 + op(1)).

注意到mink∈D(k0), k<k0 SNT (k) − SNT (k0) ≥ (1 − τ0)λN (1 + op(1)), 0 < τ0 < 1且λN →
∞(当N →∞), 因此当N →∞时, 有P (mink∈D(k0), k<k0 SNT (k)− SNT (k0) > 0) → 1.

定理2.1中结论(4)的证明 根据引理5.4(注意到条件A3可推出 1
T 1−2d = o(λN

N )), 容易看出,
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对充分大的N ,
SNT (k)− SNT (k0)

=

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]
− E

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]

−
{[

SNT (k0)−
N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]
− E

[
SNT (k0)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]}

+E[SNT (k)]− E[SNT (k0)]

≥ −2 sup
1≤k≤T

∣∣∣∣∣

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]
− E

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]∣∣∣∣∣ + cλN |k − k0| (18)

对k ∈ [1, T − 1]一致成立. 由于(18)对所有的k ∈ [1, T − 1]成立, 那么它对k̂自然成立; 此外注意
到SNT (k̂)− SNT (k0) ≤ 0(这是因为k̂ = arg min

k
SNT (k)), 因此对充分大的N ,

|k̂ − k0| ≤ 2
cλN

sup
1≤k≤T

∣∣∣∣∣

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]
− E

[
SNT (k)−

N∑

i=1

T∑
t=1

x2
it

]∣∣∣∣∣
成立. 然后应用引理5.3和条件A3, 当N →∞时有

|k̂ − k0| = 2
cλN

·max
{

Op

(
NT 2d lnT

)
, Op

(√
λNT 0.5+d

)}
= op(T ). (19)

由于当T有界时, (19)已可推出limN→∞ P (k̂ = k0) = 1, 因此在剩下的证明中只需考虑无界的T .

对于无界的T , 由(19)可知, 对于任意给定的ε > 0, limN,T→∞ P (|k̂ − k0| ≤ Tε) = 1. 因此根
据条件A2, 存在着一个满足τ0 ∈ (η, 1− η)的η > 0使得

lim
N,T→∞

P (k̂ ∈ [Tη, T (1− η)]) = 1. (20)

回忆(17)并注意
P (k̂ 6= k0) = P (k̂ /∈ D, k̂ 6= k0) + P (k̂ ∈ D, k̂ 6= k0)

≤ P (k̂ /∈ D) + P (k̂ ∈ D(k0)) ≤ P (k̂ /∈ D) + P ( min
k∈D(k0)

SNT (k)− SNT (k0) ≤ 0),

那么根据(20)和引理5.5, 就可得到limN,T→∞ P (k̂ = k0) = 1.

为证明结论(5), 先证下面这个引理, 它的作用类似于引理5.5.

引理5.6 对于模型(1), 假设条件A1-A3以及A5成立, 那么存在着一个正常数M < ∞使得
当N, T →∞时, 有

P

(
min

k∈D, |k−k0|>M
SNT (k)− SNT (k0) ≤ 0

)
→ 0.

证 类似于引理5.5的证明, 只需证明当N, T →∞时, 有

P

(
min

k∈D, k0−k>M
SNT (k)− SNT (k0) > 0

)
→ 1.

SNT (k)− SNT (k0)的表达式已在(15)给出.

对于(15)的第一项, 注意到
(k0 − k)(T − k0)

T − k

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 ≥ (1− τ0)(k0 − k)λN

仍然成立. 接下来证明当k ∈ D且k0 − k > M时, (15)的第一项控制着其它所有项. 如果这个结
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论是正确的, 那么
min

k∈D, k0−k>M
SNT (k)− SNT (k0) > (1− τ0)Mλ/2

发生的概率会趋向于1, 结论就可得证.

仅详细说明为什么(15)的第四项可以被第一项控制, 因为对于其它项的证明与引理5.5的证
明是类似的. 引理5.1可推得

sup
k0−k>M

1
k0 − k

∣∣∣∣∣∣

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op

(
1

M0.5−d

)
,

其中ψt的定义见(12). 这意味着

sup
k0−k>M

∣∣∣∣∣∣
2

(k0 − k)λN

T − k0

T − k

N∑

i=1

k0∑

t=k+1

(µi1 − µi2)xit

∣∣∣∣∣∣

= sup
k0−k>M

∣∣∣∣∣∣
2√
λN

T − k0

T − k

1
k0 − k

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op

(
1√

λNM0.5−d

)
= Op

(
1

M0.5−d

)
.

因此只要让M充分大, 就可知(15)的第四项可以被第一项控制.

定理2.1中的结论(5)的证明 首先通过检查(19)的证明可以发现∣∣∣∣∣
k̂

T
− k0

T

∣∣∣∣∣ = op(1)

仍然成立. 即当N, T → ∞时, P (k̂ ∈ D) → 1成立. 然后, 沿着结论(4)的证明思路并利用引
理5.6即可完成证明.

定理2.1中的结论(6)的证明 考虑过程

∆NT (l) = SNT (k0 + l)− SNT (k0),
其中l是正整数, 满足|l| ≤ M , M是任意给定的正常数. 记

l̂ = arg min
|l|≤M

∆NT (l).

那么当M →∞时有l̂ = k̂ − k0.

首先考虑−M ≤ l < 0的情形. 在(15)中取k = k0 + l, 有

∆NT (l) =
−l(T − k0)
T − k0 − l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 −
N∑

i=1


 1

k0 + l




k0+l∑
t=1

xit




2

− 1
k0




k0∑
t=1

xit




2



−
N∑

i=1


 1

T − k0 − l




T∑

t=k0+l+1

xit




2

− 1
T − k0




T∑

t=k0+1

xit




2



+2
T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit − 2
−l

T − k0 − l

N∑

i=1

T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit.

通过检查结论(5)的证明可以发现上面等式右边的第一和第四项是主项. 对于第一项, 当N, T →
∞时有

−l(T − k0)
T − k0 − l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 → −lλ.
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考虑第四项,

2
T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit

= 2
T − k0

T − k0 − l

k0∑

t=k0+l+1

N∑

i=1

(µi1 − µi2)(1−B)−duit

= 2
T − k0

T − k0 − l

√
σ2

uλN (1−B)−d
k0∑

t=k0+l+1

(
1√

σ2
uλN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)uit

)
.

下面证明当N, T →∞时有
1√

σ2
uλN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)uit
d−→ Zt, (21)

其中Zt是N(0, 1)随机变量. 因为
∑N

i=1(µi1 − µi2)uit是零均值的独立随机变量的部分和, 且

1
σ2

uλN

N∑

i=1

Var ((µi1 − µi2)uit) = 1,

所以只需验证Lindeberg条件
N∑

i=1

E(ξ2
itI{|ξit| > η}) = o(1), ∀ η > 0

成立, 其中

ξit =
(µi1 − µi2)uit√

σ2
uλN

.

回忆条件µi1 − µi2 = ∆i/
√

N和supi≥1 |∆i| ≤ C0. 根据E(u2
it)的有限性, 可知当N, T →∞时,

N∑

i=1

E(ξ2
itI{|ξit| > η}) =

1
σ2

uλN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)2E
(
u2

itI{|uit| > ησu

√
NλN/C0}

)

≤ 1
σ2

u

E
(
u2

1tI{|u1t| > ησu

√
NλN/C0}

)
→ 0

成立. 因此(21)得证. 注意到{ 1√
σ2

uλN

∑N
i=1(µi1 − µi2)uit, t = k0 + l + 1, · · · , k0}相互独立且

k0∑

t=k0+l+1

(
1√

σ2
uλN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)uit

)
d=
−1∑

t=l

(
1√

σ2
uλN

N∑

i=1

(µi1 − µi2)uit

)
.

因此

2
T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit
d−→ 2σu

√
λ
−1∑

t=l

(1−B)−dZt.

综合上述的分析可知, 对于−M ≤ l < 0情形, N, T →∞时有
∆NT (l) d−→ −lλ + 2σu

√
λ
−1∑

t=l

(1−B)−dZt. (22)
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类似地, 对于0 < l ≤ M情形, 可知当N, T →∞时有

∆NT (l) =
lk0

k0 + l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 −
N∑

i=1


 1

k0 + l




k0+l∑
t=1

xit




2

− 1
k0




k0∑
t=1

xit




2



−
N∑

i=1


 1

T − k0 − l




T∑

t=k0+l+1

xit




2

− 1
T − k0




T∑

t=k0+1

xit




2



+2
k0

k0 + l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)
k0+l∑

t=k0+1

xit + 2
l

k0 + l

N∑

i=1

k0∑
t=1

(µi1 − µi2)xit

d−→ lλ + 2σu

√
λ

l∑
t=1

(1−B)−dZt. (23)

此外, 注意到l = 0时有∆NT (l) = 0, 且M可以任意大, 因此定义

W (l) =





−l
√

λ + 2σu

∑−1
t=l(1−B)−dZt, l = −1,−2, · · · ,

0, l = 0,
l
√

λ + 2σu

∑l
t=1(1−B)−dZt, l = 1, 2, · · · ,

就有

∆NT (l) d−→
√

λW (l).
这意味着根据arg max / arg min的连续映射定理[21]有

k̂ − k0 d−→ arg min
l∈{··· ,−2,−1,0,1,2,··· }

{
√

λW (l)} = arg min
l∈{··· ,−2,−1,0,1,2,··· }

W (l).

为证结论(7), 先证明下面的引理, 它的作用类似于引理5.5和5.6.

引理5.7 对于模型(1), 假设条件A1-A3和A6成立, 那么存在一个正常数M < ∞使得
当N, T →∞时, 有

P

(
min

k∈D, |k−k0|>Mλ
−1/(1−2d)
N

SNT (k)− SNT (k0) ≤ 0

)
→ 0.

证 类似于引理5.5的证明, 只需证明当N, T →∞时, 有

P

(
min

k∈D, k0−k>Mλ
−1/(1−2d)
N

SNT (k)− SNT (k0) > 0

)
→ 1.

SNT (k)− SNT (k0)的表达式见(15). 接下来, 证明当k ∈ D, k0 − k > Mλ
−1/(1−2d)
N , 且M充分大

时, (15)的第一项控制着其它项.

对于(15)的第一项, 容易看出(16)仍然成立, 且当N, T →∞时有
min

k∈D, k0−k>Mλ
−1/(1−2d)
N

(1− τ0)(k0 − k)λN ≥ (1− τ0)Mλ
−1/(1−2d)
N λN

= (1− τ0)Mλ
−2d/(1−2d)
N →∞.

考虑(15)的第四项. 应用引理5.1可得

sup
k0−k>Mλ

−1/(1−2d)
N

∣∣∣∣∣∣
1

k0 − k

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op

( √
λN

M0.5−d

)
,
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其中ψt的定义见(12). 那么

sup
k0−k>Mλ

−1/(1−2d)
N

∣∣∣∣∣∣
2

(k0 − k)λN

T − k0

T − k

N∑

i=1

k0∑

t=k+1

(µi1 − µi2)xit

∣∣∣∣∣∣

≤ sup
k0−k>Mλ

−1/(1−2d)
N

2√
λN

∣∣∣∣∣∣
1

k0 − k

k0∑

t=k+1

ψt

∣∣∣∣∣∣
= Op

(
1

M0.5−d

)
.

因此, 当k ∈ D, k0 − k > Mλ
−1/(1−2d)
N , 且M充分大时, 第四项被第一项控制.

剩下的证明与引理5.5的证明没有什么本质区别, 故省略.

定理2.1中结论(7)的证明 首先通过检查(19)的证明, 可以发现
∣∣∣ k̂
T − k0

T

∣∣∣ = op(1)仍然成立.
然后应用引理5.7即可完成证明.

定理2.1中结论(8)的证明 类似于(6)的证明, 研究过程
ΛT (s) = λ

2d/(1−2d)
N

[
SNT (k0 + bsλ−1/(1−2d)

N c)− SNT (k0)
]
,

其中s ∈ [−M, M ], M是任意给定的正常数. 记l = bsλ−1/(1−2d)
N c,

ΨNT (l) = λ
2d/(1−2d)
N

[
SNT (k0 + l)− SNT (k0)

]

且

l̂ = arg min
|l|≤Mλ

−1/(1−2d)
N

ΨNT (l).

显然当M → ∞时有l̂ = k̂ − k0. 因此只需要研究ΨNT (l). 由于篇幅的原因, 下面只提
供b−Mλ

−1/(1−2d)
N c ≤ l < 0情形下的详细证明.

首先容易看出条件A3可推出l = o(T ).
ΨNT (l)

= λ
2d

1−2d

N

−l(T − k0)
T − k0 − l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 − λ
2d

1−2d

N

N∑

i=1


 1

k0 + l




k0+l∑
t=1

xit




2

− 1
k0




k0∑
t=1

xit




2



−λ
2d

1−2d

N

N∑

i=1


 1

T − k0 − l




T∑

t=k0+l+1

xit




2

− 1
T − k0




T∑

t=k0+1

xit




2



+2λ
2d

1−2d

N

T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit

−2λ
2d

1−2d

N

−l

T − k0 − l

N∑

i=1

T∑

t=k0+1

(µi1 − µi2)xit. (24)

通过检查(5)的证明, 可以看出(24)中的第一和第四项是主项.

对于(24)中的第一项, 当N, T →∞时有

λ
2d

1−2d

N

−l(T − k0)
T − k0 − l

N∑

i=1

(µi2 − µi1)2 = λ
1

1−2d

N

−l(T − k0)
T − k0 − l

= −λ
1

1−2d

N bsλ−1/(1−2d)
N c · (1 + o(1)) → −s.
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对于(24)中的第四项,

2λ
2d

1−2d

N

T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit = 2λ
1+2d

2(1−2d)

N

k0∑

t=k0+l+1

ψt · (1 + o(1)),

其中ψt的定义见(12). 由于{ψt, t ≥ 1}是长相依的, 均值为零, Var(ψt) = Var(x1t) < ∞. 那么根

据
k0∑

t=k0+l+1

ψt
d=
−1∑

t=l

ψt和λ
−1/(1−2d)
N → ∞,

(
λ
−1/(1−2d)
N

)0.5+d

= λ
− 1+2d

2(1−2d)

N , 并应用泛函中心极

限定理, 可知当N, T →∞时有

2λ
2d

1−2d

N

T − k0

T − k0 − l

N∑

i=1

k0∑

t=k0+l+1

(µi1 − µi2)xit ⇒ 2κdBd(s),

其中Bd(·)是一个分数Brownian运动, κd的定义见(3). 因此当N, T →∞时有
ΛT (s) = ΨNT (l) ⇒ −s + 2κdBd(s).

类似的分析可以证明: 对于0 < l ≤ bMλ
−1/(1−2d)
N c的情形, 当N, T →∞时有

ΛT (s) = ΨNT (l) ⇒ s + 2κdBd(s).

注意到ΛT (0) = 0, 且M可以任意大, 那么定义

Υ(s) =





−s + 2κdBd(s), s < 0,
0, s = 0,
s + 2κdBd(s), s > 0,

即知当N, T → ∞时, 有ΛT (s) ⇒ Υ(s). 这意味着由arg max / arg min的连续映射定理[21],
当N, T →∞时有

λ
1/(1−2d)
N (k̂ − k0) d−→ arg min

−∞<s<∞
Υ(s).
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A common break in means for long-range dependent panel data
under cross-sectional independence
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Abstract: This paper focuses on estimating a common break point in means for long-range depen-

dent panel data under cross-sectional independence. The common break-point estimator is examined

under three scenarios: strong, moderate and weak break signals. Asymptotic properties, including

consistency, rate of convergence and limiting distribution, of the estimator are established. The theo-

retical results reveal that there is a trade-off between the break signal and long-range dependence. To

be more precise, the long-range dependence has no ability to influence the asymptotic behaviors of the

estimator if the break signal is strong, it does not influence the rate of convergence but has an impact

on the limiting distribution of the estimator when the break signal is moderate, and it influences both

the rate of convergence and the limiting distribution of the estimator when the break signal is weak.

Monte Carlo simulations are conducted to assess the finite-sample performance of the estimator, and

the theoretical results are supported by the simulation results.

Keywords: common break; limiting distribution; long-range dependence; panel data
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