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有界Heyting代数的扩张理想和稳定理想

刘春辉

(赤峰学院 教育科学学院, 内蒙古赤峰 024001)

摘 要: 运用泛代数的方法和原理深入研究有界Heyting代数的理想问题. 在有
界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)中引入了理想I关于H的子集的扩张理想和稳定理想概

念, 获得了它们的若干基本性质. 系统讨论了由两类特殊扩张理想构成集合的格论
特征, 证明了: (1) 有界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)的一个给定理想I关于H的所有子

集的扩张理想全体之集EI(P(H))在一定条件下构成一个分配完备格, 进一步构成一
个Stone格和完备Heyting代数; (2) 有界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)的关于一个给定子
集A ⊆ H的稳定理想全体之集SId(H)(A)构成一个完备Heyting代数. 最后考察了商有
界Heyting代数和乘积有界Heyting代数的扩张理想性质.
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§1 引 言

非经典数理逻辑是一门涉及数学与计算机科学的交叉科学, 对与各种不同形式的非经典数
理逻辑推理系统相匹配的非经典数理逻辑代数系统的研究是该理论体系中一个十分重要的研究

方向[1-2]. 以荷兰数学家Arend Heyting的名字命名的Heyting代数是一类在直觉模糊逻辑中起着
关键性作用的非经典数理逻辑代数系统, 逻辑的排中律在Heyting代数中一般不必成立. 从逻辑
层面来看, Heyting代数是经典二值逻辑命题演算推理系统的一种基础性推广, 经典二值逻辑的
命题演算推理系统是Heyting代数的一个最简单且最重要的例子. 从代数层面来看, Heyting代数
是对Boole代数作一般化处理而得到的一类偏序集, 完备Heyting代数(也称Frame)是无点化拓扑
研究领域的一个中心主体概念[2]. 同时Heyting代数又与FI代数, MV代数, BL代数, MTL代数和
格蕴涵代数等著名非经典数理逻辑代数系统有着密切的联系. 迄今为止, 对Heyting代数系统性
质和结构的研究已经非常深入, 研究成果在众多领域得到了十分成功的应用[3-11].

偏序结构被布尔巴基学派冠名为三大数学母结构之一, 滤子和理想最早是作为偏序集的两
类相互对偶的特殊子集而被提出的概念. 在非经典数理逻辑理论研究中, 滤子和理想又被作为
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研究非经典数理逻辑代数及与它们相对应的逻辑推理系统完备性的两个重要工具而进行了扩充

和推广[12-23]. 文献[23]指出, Heyting代数的滤子不但可以用格论(一类特殊的偏序集)语言加以
定义, 而且可以用逻辑语言加以定义. 更值得关注的是, 两种不同形式的定义是相互等价的, 这
表明滤子概念在揭示Heyting代数系统结构特征过程中发挥着不可替代的重要作用. 研究表明,
在否定运算满足对合(正则)性质的非经典逻辑代数系统中, 各种理想的性质都可借助于与之相
对偶的滤子性质直接获得. 所以, 对理想理论的研究必须在否定运算不满足对合性质的代数系
统框架下进行才具有真正的意义. Heyting代数恰好是这类代数系统的一个典型代表, 然而, 作为
格结构的Heyting代数可以没有最小元0, 从而无界, 这直接导致人们忽略了在Heyting代数中引
入理想概念的思考. 为了弥补这一研究空白, 探索借助于理想概念揭示Heyting代数及直觉主义
命题逻辑推理系统的新途径和新方法, 笔者在文献[24-26]中对有界Heyting代数及其理想问题做
了深入研究, 初步奠定了有界Heyting代数理想理论的研究基础. 作为这一重要工作的继续, 以
此为基础, 本文对有界Heyting代数的理想理论作进一步研究, 引入有界Heyting代数的扩张理想
和稳定理想概念并深入考察它们的性质特征, 获得了一些有趣且有意义的结果. 进一步丰富和完
善了有界Heyting代数理想问题的理论体系.

§2 预备知识
定定定义义义2.1[11-12] 设(H, 6,∧,∨)是一个格, 若存在H上的二元运算→: H ×H → H使

c 6 (a → b) ⇐⇒ c ∧ a 6 b,∀a, b, c ∈ H, (2.1)

则称(H, 6,→)是一个Heyting代数.
注注注2.1[11-12] (i) 任一Heyting代数(H, 6,→)都是有最大元1的分配格, 但不一定有最小元0.

特别地, 称具有最小元0的Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)为有界Heyting代数.
(ii) 格(H, 6,∧,∨)是Heyting代数当且仅当∀a, b ∈ H, max{x ∈ H|a ∧ x 6 b}存在, 且满足

max{x ∈ H|a ∧ x 6 b} = a → b. (2.2)

特别地, 若(H, 6,∧,∨)是有限格, 则(H, 6,→)是Heyting代数当且仅当(H, 6,∧,∨)是分配格.
引引引理理理2.1[11-12] 设(H, 6,∧,∨)是一个格, →: H × H → H是H上的二元运算, 则(H, 6,→)

是Heyting代数当且仅当下列各条件(H1)-(H4)成立.
(H1) (∀a ∈ H)(a → a = 1);
(H2) (∀a, b, c ∈ H)(a → (b ∧ c) = (a → b) ∧ (a → c));
(H3) (∀a, b ∈ H)(a ∧ (a → b) = a ∧ b);
(H4) (∀a, b ∈ H)(b ∧ (a → b) = b).
引引引理理理2.2[11-12, 23] 设(H, 6,→)是Heyting代数, 则下列各结论成立.
(H5) (∀a ∈ H)(a → 1 = 1, 1 → a = a);
(H6) (∀a, b ∈ H)(a 6 b ⇔ a → b = 1);
(H7) (∀a, b, c ∈ H)(a → (b → c) = b → (a → c) = (a ∧ b) → c);
(H8) (∀a, b, c ∈ H)((a ∨ b) → c = (a → c) ∧ (b → c));
(H9) (∀a, b, c ∈ H)(a → b 6 (c → a) → (c → b));
(H10) (∀a, b, c ∈ H)(a → b 6 (b → c) → (a → c));
(H11) (∀a, b, c ∈ H)(a → (b → c) = (a → b) → (a → c));
(H12) (∀a, b, c ∈ H)(a 6 b ⇒ (c → a 6 c → b 且 b → c 6 a → c)).
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定定定义义义2.2[11-12] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, H上的一元运算¬ : H → H定义为

¬a = a → 0,∀a ∈ H. (2.3)

引引引理理理2.3[11-12, 23-24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, 则下列各结论成立.
(H13) ¬0 = 1,¬1 = 0;
(H14) (∀a ∈ H)(¬a ∧ a = 0);
(H15) (∀a ∈ H)(a 6 ¬¬a,¬a = ¬¬¬a);
(H16) (∀a, b ∈ H)(¬(a ∨ b) = ¬b ∧ ¬a);
(H17) (∀a, b ∈ H)(¬a ∨ ¬b 6 ¬(a ∧ b));
(H18) (∀a, b ∈ H)(a 6 b ⇒ ¬b 6 ¬a);
(H19) (∀a, b ∈ H)(a → b 6 ¬b → ¬a);
(H20) (∀a, b ∈ H)(a ∧ b = 0 ⇔ a 6 ¬b);
(H21) (∀a, b ∈ H)(¬¬(a → ¬b) = a → ¬b);
(H22) (∀a, b ∈ H)(¬¬(a → ¬¬b) = a → ¬¬b);
(H23) (∀a, b ∈ H)(¬¬a → ¬¬b = a → ¬¬b = ¬b → ¬a);
(H24) (∀a, b ∈ H)(a → ¬b = b → ¬a = ¬¬a → ¬b = ¬(a ∧ b)).
定定定义义义2.3[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, H上二元运算⊕ : H ×H → H定义为

a⊕ b = ¬a → b,∀a, b ∈ H. (2.4)

引引引理理理2.3[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, 则下列各结论成立.
(H25) (∀a ∈ H)(a⊕ ¬a = 1);
(H26) (∀a, b ∈ H)(b 6 a⊕ (¬a ∧ b));
(H27) (∀a, b ∈ H)(a 6 b⊕ ¬(a → b));
(H28) (∀a, b ∈ H)(a ∨ b 6 a⊕ b 6 ¬(¬a ∧ ¬b));
(H29) (∀a, b, c ∈ H)((a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c));
(H30) (∀a, b, c ∈ H)(a⊕ (b ∧ c) = (a⊕ b) ∧ (a⊕ c));
(H31) (∀a, b, c ∈ H)((a ∧ b)⊕ c = (a⊕ c) ∧ (b⊕ c));
(H32) (∀a, b, c ∈ H)(a ∧ (b⊕ c) 6 (a ∧ b)⊕ (a ∧ c));
(H33) (∀a, b, c ∈ H)(a 6 b ⇒ (c⊕ a 6 c⊕ b 且 a 6 b ⇒ a⊕ c 6 b⊕ c)).
注注注2.2[24] 在有界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)中, 运算⊕一般不满足交换律. 事实上, 因

为H一般不具对合性, 即∃a ∈ H, a 6= ¬¬a, 故

a⊕ 0 = ¬a → 0 = ¬¬a 6= a = 1 → a = ¬0 → a = 0⊕ a.

定定定义义义2.4[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, ∅ 6= I ⊆ H. 若I满足

(Id1) 0 ∈ I;
(Id2) (∀a, b ∈ H)((a ∈ I且¬(¬a → ¬b) ∈ I) ⇒ b ∈ I),

则称I是H的一个理想. 由H的全体理想构成的集合记为Id(H).
注注注2.3[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数.
(1) 显然{0} ∈ Id(H)且H ∈ Id(H);
(2) 对任意的{Iλ}λ∈Λ ⊆ Id(H)都有

⋂
λ∈Λ

Iλ ∈ Id(H), 即Id(H)对任意交封闭.

引引引理理理2.4[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, ∅ 6= I ⊆ H. 则I ∈ Id(H) ⇐⇒ I满足
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(Id3) (∀a, b ∈ H)((a 6 b且b ∈ I) ⇒ a ∈ I);
(Id4) (∀a, b ∈ H)((a ∈ I且b ∈ I) ⇒ a⊕ b ∈ I).
定定定义义义2.5[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, ∅ 6= A ⊆ H. 称H的包含A的最小理想

为H的由A生成的理想, 记为〈A〉, 即〈A〉 =
⋂

A⊆I∈Id(H)

I. 特别地, 当A = {a}时, 简记〈{a}〉 = 〈a〉.

引引引理理理2.5[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, 则下列各结论成立.
(1) (∀∅ 6= A,B ⊆ H)(A ⊆ B ⇒ 〈A〉 ⊆ 〈B〉);
(2) (∀I ∈ Id(H))(〈I〉 = I);
(3) (∀a, b ∈ H)(a 6 b ⇒ 〈a〉 ⊆ 〈b〉);
(4) (∀a ∈ H)(∀I ∈ Id(H))(〈a〉 ⊆ I ⇔ a ∈ I).
引引引理理理2.5[24] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, ∅ 6= A ⊆ H, 则下列各结论成立.
(1) 〈A〉 = {a ∈ H|∃a1, a2, · · · , an ∈ A s.t. ¬a1 → (¬a2 → (· · · → (¬an → ¬a) · · · )) = 1};
(2) 〈A〉 = {a ∈ H|∃a1, a2, · · · , an ∈ A s.t. ¬a1 ∧ ¬a2 ∧ · · · ∧ ¬an 6 ¬a};
(3) 〈A〉 = {a ∈ H|∃a1, a2, · · · , an ∈ A s.t. a 6 a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an}.
定定定义义义2.5[26] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数且I ∈ Id(H).
(i) 如果I 6= H, 则称I是H的真理想;
(ii) 如果H的真理想P满足

(∀a, b ∈ H)(a ∧ b ∈ P ⇒ (a ∈ P或b ∈ P )), (2.5)

则称P是H的一个素理想.
定定定义义义2.6[26] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数且M是H的真理想. 如果∀I ∈ Id(H),

当M ⊆ I时, 必有I = M或I = H, 即M不真包含于H的任一真理想中, 则称M是H的极大理想.

§3 扩张理想和稳定理想的定义及基本性质
本节在有界Heyting中引入扩张理想和稳定理想概念并考察它们的基本性质.
问问问题题题的的的引引引入入入 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H, 则由(Id3)显然可

知∀u ∈ A, a ∈ I ⇒ a ∧ u ∈ I. 反之, 定义集合

EI(A) = {a ∈ H|a ∧ u ∈ I,∀u ∈ A}, (3.1)

那么EI(A)与I之间关系如何? 其本身又具有什么特性? 为了寻找问题的答案, 展开如下讨论.
定定定理理理3.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H. 则EI(A) ∈ Id(H)

且I ⊆ EI(A).
证证证 因为∀u ∈ A, 0∧u = 0 ∈ I ∈ Id(H),所以0 ∈ EI(A),即EI(A)满足(Id1). 任取a, b ∈ H,

设a ∈ EI(A)且¬(¬a → ¬b) ∈ EI(A), 则由(3.1)得∀u ∈ A, a∧ u ∈ I且¬(¬a → ¬b) ∧ u ∈ I, 从而
由I ∈ Id(H)和(Id4)得(a ∧ u)⊕ (¬(¬a → ¬b) ∧ u) ∈ I. 又因为

(a ∧ u)⊕ (¬(¬a → ¬b) ∧ u) > u ∧ (a⊕ ¬(¬a → ¬b)) [由(H32)]

= u ∧ (¬a → ((¬a → ¬b) → 0)) [由(2.3)和(2.4)]

= u ∧ ¬(¬a ∧ (¬a → ¬b)) [由(H7)和(2.3)]

= u ∧ ¬(¬a ∧ ¬b) [由(H3)]

= u ∧ ¬¬(a ∨ b) > u ∧ (a ∨ b) > u ∧ b, [由(H16)和(H15)]
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所以由(Id3)得u∧b ∈ I,从而b ∈ EI(A),故EI(A)亦满足(Id2). 因此由定义2.4得EI(A) ∈ Id(H).
下证I ⊆ EI(A). 事实上, 任取a ∈ I ∈ Id(H), 因为对任意的u ∈ A, a ∧ u 6 a, 所以

由(Id3)得a ∧ u ∈ I, 从而a ∈ EI(A). 因此I ⊆ EI(A), 定理得证.
注注注3.1 定理3.1表明: 在有界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)中, 对I ∈ Id(H)和A ⊆ H而言, 按

照(3.1)的方式定义的集合EI(A)是H的一个包含理想I的理想. 为此引入定义3.1.
定定定义义义3.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H. 称按照(3.1)的方式定

义的集合EI(A)为H的理想I的关于子集A的扩张理想, 简称为I的关于A的扩张理想.
注注注3.2 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数且I ∈ Id(H). 为叙述简洁起见, 当A = {u} ⊆

H时, 将EI(A) = EI({u})简记为EI(u). 即

EI(u) = {a ∈ H|a ∧ u ∈ I}. (3.2)

例例例3.1 设格H = {0, a, b, c, 1}且其Hasse图如图1. 定义H上的二元运算→如下表.

→ 0 a b c 1

0 1 1 1 1 1
a b 1 b 1 1
b a a 1 1 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1

s
s s

s

s

¡
¡

@
@

@
@

¡
¡

0

a b

c

1

图1 格L的Hasse图

则(H, 6,→, 0, 1)是一个有界Heyting代数. 可以验证

Id(H) = {I1 = {0}, I2 = {0, a}, I3 = {0, b}, I4 = H}.
令A = {a}, 则由定义3.1得EI1(A) = {0, b} = I3且EI2(A) = {0, a, b, c, 1} = I4 = H.

定定定理理理3.2 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数. 则下列各结论成立.
(1) (∀I ∈ Id(H))(∀A,B ⊆ H)(A ⊆ B ⇒ EI(B) ⊆ EI(A));
(2) (∀I, J ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(I ⊆ J ⇒ EI(A) ⊆ EJ(A));
(3) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(EI(A) = H ⇔ A ⊆ I);
(4) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(EI(I) = EI(0) = EI(EI(A) ∩A) = H);
(5) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(A ⊆ EI(EI(A)));
(6) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(EI(A) = EI(EI(EI(A))));
(7) (∀I, J ∈ Id(H))(I ⊆ J ⇒ EI(J) ∩ J = I);
(8) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(EI(EI(A)) ∩ EI(A) = I);
(9) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(EI(A) = EI(〈A〉));
(10) (∀I ∈ Id(H))(∀A,B ⊆ H)(EEI(A)(B) = EEI(B)(A));
(11) (∀I ∈ Id(H))(∀A ⊆ H)(I ⊆ A ⇒ 〈A〉 ∩ EI(〈A〉) = I).
证证证 (1) 设I ∈ Id(H)且A ⊆ B ⊆ H, 如果a ∈ EI(B), 则对任意的u ∈ B, a ∧ u ∈ I. 故对任

意的v ∈ A ⊆ B, a ∧ v ∈ I, 从而a ∈ EI(A). 因此EI(B) ⊆ EI(A).
(2) 设I, J ∈ Id(H)且I ⊆ J , 如果a ∈ EI(A), 则对任意的u ∈ A, a ∧ u ∈ I ⊆ J , 从

而a ∈ EJ(A). 故EI(A) ⊆ EJ(A).
(3) 设EI(A) = H, 如果a ∈ A, 则a ∈ A ⊆ H = EI(A), 从而a = a ∧ a ∈ I, 故A ⊆ I. 反之,

设A ⊆ I. 任取a ∈ H, 因为对任意的u ∈ A ⊆ I, a ∧ u 6 u, 所以由I ∈ Id(H)和(Id3)得a ∧ u ∈ I,
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从而a ∈ EI(A), 故H ⊆ EI(A). 因此EI(A) = H.
(4)设I ∈ Id(H)且a ∈ EI(A)∩A,则a ∈ A且a ∈ EI(A),从而a = a∧a ∈ I,故EI(A)∩A ⊆ I.

又因为显然{0} ⊆ I且I ⊆ I, 所以由(3)便得EI(I) = EI(0) = EI(EI(A) ∩A) = H.
(5) 设I ∈ Id(H)且a ∈ A, 则对任意的u ∈ EI(A), u ∧ a = a ∧ u ∈ I, 故a ∈ EI(EI(A)), 因

此A ⊆ EI(EI(A)).
(6) I ∈ Id(H), 一方面, 若a ∈ EI(A), 则对任意的u ∈ EI(EI(A)), u ∧ a = a ∧ u ∈ I, 从

而a ∈ EI(EI(EI(A))), 故EI(A) ⊆ EI(EI(EI(A))). 另一方面, 因为由(5)可得A ⊆ EI(EI(A)),
所以由(1)又可得EI(EI(EI(A))) ⊆ EI(A). 综合两方面便得EI(A) = EI(EI(EI(A))).

(7) 设I, J ∈ Id(H)且I ⊆ J . 一方面, 因为由定理3.1知I ⊆ EI(J), 所以I ⊆ EI(J) ∩ J .
另一方面, 设a ∈ EI(J) ∩ J , 则a ∈ EI(J)且a ∈ J , 所以由(3.1)得a = a ∧ a ∈ I, 从而又
得EI(J) ∩ J ⊆ I. 因此综合两方面便得EI(J) ∩ J = I.

(8) 因为由定理3.1知I ⊆ EI(A) ∈ Id(H), 所以由(7)得EI(EI(A)) ∩ EI(A) = I.
(9) 设I ∈ Id(H)且A ⊆ H. 一方面, 因为A ⊆ 〈A〉, 所以由(1)得EI(〈A〉) ⊆ EI(A). 另

一方面, 设a ∈ EI(A), 则对任意的u ∈ A, a ∧ u ∈ I. 任取v ∈ 〈A〉, 则由引理2.5(3)知, 存
在a1, a2, · · · , an ∈ A使v 6 a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an, 从而由(H32)得

a ∧ v 6 a ∧ (a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an) 6 (a ∧ a1)⊕ (a ∧ a2)⊕ · · · ⊕ (a ∧ an).

注意到a ∧ ai ∈ I, i = 1, 2, · · · , n, 由I ∈ Id(H)及(Id3)便得a ∧ v ∈ I, 从而a ∈ EI(〈A〉), 进
而EI(A) ⊆ EI(〈A〉). 因此综合两方面便得EI(A) = EI(〈A〉).

(10) 设a ∈ EEI(A)(B), 则对任意的v ∈ B, a ∧ v ∈ EI(A), 从而对任意的u ∈ A, (a ∧
u) ∧ v = (a ∧ v) ∧ u ∈ I. 故由v ∈ B的任意性得a ∧ u ∈ EI(B), 从而a ∈ EEI(B)(A). 因
此EEI(A)(B) ⊆ EEI(B)(A). 类似可证EEI(B)(A) ⊆ EEI(A)(B), 因此EEI(A)(B) = EEI(B)(A).

(11) 设I ∈ Id(H)且I ⊆ A ⊆ H, 则I ⊆ A ⊆ 〈A〉, 故由(7)得〈A〉 ∩ EI(〈A〉) = I.
定定定理理理3.3 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, {Iλ}λ∈Λ ⊆ Id(H)且A ⊆ H. 则
(1)

⋂
λ∈Λ

EIλ
(A) = E ⋂

λ∈Λ

Iλ
(A);

(2) 当{Iλ}λ∈Λ是链且A为有限集时,
⋃

λ∈Λ

EIλ
(A) = E ⋃

λ∈Λ

Iλ
(A).

证证证 (1) 因为由(3.1)式得

a ∈
⋂

λ∈Λ

EIλ
(A) 当且仅当 (∀λ ∈ Λ)(a ∈ EIλ

(A))

当且仅当 (∀λ ∈ Λ)(∀u ∈ A)(a ∧ u ∈ Iλ)

当且仅当 (∀u ∈ A)

(
a ∧ u ∈

⋂

λ∈Λ

Iλ

)

当且仅当 a ∈ E ⋂
λ∈Λ

Iλ
(A),

所以
⋂

λ∈Λ

EIλ
(A) = E ⋂

λ∈Λ

Iλ
(A).

(2) 设{Iλ}λ∈Λ是链且A为有限集, 则易知
⋃

λ∈Λ

Iλ ∈ Id(H). 设a ∈ ⋃
λ∈Λ

EIλ
(A), 则存在λ0 ∈

Λ使a ∈ EIλ0
(A), 从而对任意的u ∈ A, a ∧ u ∈ Iλ0 , 进而对任意的u ∈ A, a ∧ u ∈ ⋃

λ∈Λ

Iλ,

故a ∈ E ⋃
λ∈Λ

Iλ
(A). 因此

⋃
λ∈Λ

EIλ
(A) ⊆ E ⋃

λ∈Λ

Iλ
(A). 反之, 设a ∈ E ⋃

λ∈Λ

Iλ
(A), 则对任意的u ∈
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A, a ∧ u ∈ ⋃
λ∈Λ

Iλ. 因为A为有限集且{Iλ}λ∈Λ ⊆ Id(H)是链, 所以存在µ ∈ Λ使得对任意

的u ∈ A, a∧ u ∈ Iµ, 故a ∈ EIµ
(A), 进而a ∈ ⋃

λ∈Λ

EIλ
(A). 因此E ⋃

λ∈Λ

Iλ
(A) ⊆ ⋃

λ∈Λ

EIλ
(A). 综合便

得
⋃

λ∈Λ

EIλ
(A) = E ⋃

λ∈Λ

Iλ
(A).

定定定义义义3.2 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H. 如果EI(A) = I, 则
称I是H的关于A的稳定理想.

例例例3.2 设格H = {0, a, b, c, d, e, f, 1}且其Hasse图如图2. 定义H上的二元运算→如下表.

→ 0 a b c d e f 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1
a f 1 f f 1 1 f 1
b e e 1 e 1 e 1 1
c d d d 1 d 1 1 1
d c e f c 1 e f 1
e b d b f d 1 f 1
f a a d e d e 1 1
1 0 a b c d e f 1

s
´

´
´

´́

Q
Q

Q
QQs ss

ss s

s

Q
Q

Q
QQ

´
´

´
´́

´
´

´
´́

Q
Q

Q
QQQ

Q
Q

QQ

´
´

´
´́

1

0

d f

a c

e

b

图2 格H的Hasse图

则(H, 6,→, 0, 1)是一个有界Heyting代数. 可以验证Id(H)是一个8个元素集, 具体为

{{0}, I1 = {0, a}, I2 = {0, b}, I3 = {0, c}, I4 = {0, a, b, d}, I5 = {0, a, c, e}, I6 = {0, b, c, f},H}.
令A = {a, b}, 则EIj (A) = Ij , j = 3, 5, 6, 故由定理3.2知Ij , j = 3, 5, 6都是H关于A的稳定理想.
但因为E{0}(A) = {0, c} = I3 6= {0}, EI1(A) = I5 6= I1, EI2(A) = I6 6= I2, EI4(A) = H 6= I4, 所
以{0}和Ik, k = 1, 2, 4均不是关于A的稳定理想. 显然H是关于任一子集M ⊆ H的稳定理想.

定定定理理理3.4 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A,B ⊆ H.
(1) 若A = ∅, 则I是H的关于A的稳定理想;
(2) 若1 ∈ A, 则I是H的关于A的稳定理想;
(3) 若I为H的素理想且EI(A) 6= H, 则I是H的关于A的稳定理想;
(4) 若I为H的极大理想且EI(A) 6= H, 则I是H的关于A的稳定理想;
(5) 若A ⊆ B且I是H的关于A的稳定理想, 则I是H的关于B的稳定理想.
证证证 (1) 平凡的.
(2) 设1 ∈ A, 则对任意的a ∈ EI(A), a = 1 ∧ a ∈ I, 故EI(A) ⊆ I. 又因为由定理3.1得I ⊆

EI(A), 所以EI(A) = I. 因此I是H的关于A的稳定理想.
(3) 设I为H的素理想且EI(A) 6= H. 假设I不是H的关于A的稳定理想, 则EI(A) 6= I, 故由

定理3.1知存在a ∈ EI(A)使a 6∈ I. 而由a ∈ EI(A)又得对任意的u ∈ A, a∧ u ∈ I, 故由I为H的素

理想得u ∈ I, 从而A ⊆ I. 所以由定理3.2(3)得EI(A) = H, 这与EI(A) 6= H矛盾! 因此I是H的

关于A的稳定理想.
(4) 设I为H的极大理想且EI(A) 6= H. 因为由定理3.1得I ⊆ EI(A), 所以由定义2.6便

得EI(A) = I, 因此I是H的关于A的稳定理想.
(5) 设I是H的关于A的稳定理想, 则EI(A) = I. 又因为A ⊆ B, 所以由定理3.2(1)可

得EI(B) ⊆ EI(A) = I. 而由定理3.1又得I ⊆ EI(B), 故EI(B) = I, 因此I是H的关于B的稳定
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理想.

定定定理理理3.5 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H. 则下列各陈述等价.
(1) I是H的关于A的稳定理想;
(2) I是H的关于〈A〉的稳定理想;
(3) EI(EI(A)) = H.

证证证 (1)⇒(2): 设I是H的关于A的稳定理想, 则EI(A) = I. 从而由定理3.2(9)得EI(〈A〉) =
EI(A) = I, 因此I是H的关于〈A〉的稳定理想.

(2)⇒(3): 设I是H的关于〈A〉的稳定理想, 则EI(〈A〉) = I. 故由定理3.2(9)得EI(A) =
EI(〈A〉) = I, 因此再由定理3.2(3)便得EI(EI(A)) = H.

(3)⇒(1): 设EI(EI(A)) = H, 则对任意的a ∈ EI(A) ⊆ H, a = a ∧ a ∈ I, 故EI(A) ⊆ I. 又
因为由定理3.1得I ⊆ EI(A), 所以EI(A) = I. 因此I是H的关于A的稳定理想.

§4 两类扩张理想集合的格结构特征
文献[24]研究了有界Heyting代数中全体理想之集的格结构特征, 证明了如下结论.

引引引理理理4.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, 则(Id(H),⊆,t,u,=⇒, {0},H)是一个完
备Heyting代数. 其中格的交运算u和并运算t以及与交运算伴随的蕴涵算子=⇒分别定义为

I u J = I ∩ J, I t J = 〈I ∪ J〉, I =⇒ J = {a ∈ H|∀b ∈ I, a ∧ b ∈ J},∀I, J ∈ Id(H).
l

λ∈Λ

Iλ =
⋂

λ∈Λ

Iλ,
⊔

λ∈Λ

Iλ =

〈 ⋃

λ∈Λ

Iλ

〉
,∀{Iλ}λ∈Λ ⊆ Id(H).

本节考察一个有界Heyting代数(H, 6,→, 0, 1)的两类特殊扩张理想所构成的Id(H)的子集
之格结构特征. 为此引入定义4.1.

定定定义义义4.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H). 定义集合

EI(P(H)) = {EI(A)|∀A ∈ P(H)}, (4.1)

即集合EI(P(H))表示H的一个给定理想I关于H的所有子集之扩张理想全体构成的集合. 由定
理3.1显然可知EI(P(H)) ⊆ Id(H).

关于集合EI(P(H))格结构特征, 有如下定理4.1.

定定定理理理4.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H). 如果对任意的A,B ∈ P(H)),
EI(A ∩B) ⊆ EI(A) ∪ EI(B), 则(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是(Id(H),⊆,t,u, {0},H)的
一个有界分配完备子格.

证证证 证明过程分如下四步完成.
第1步: 证明(EI(P(H)),⊆,u,t)构成格. 为此证明对任意的EI(A), EI(B) ∈ EI(P(H))有
(i) EI(A) u EI(B) = EI(A) ∩ EI(B) = EI(A ∪B);
(ii) EI(A) t EI(B) = EI(A) ∪ EI(B) = EI(A ∩B).
(i) 因为A ⊆ A ∪ B且B ⊆ A ∪ B, 所以由定理3.2(1)得EI(A ∪ B) ⊆ EI(A)且EI(A ∪ B) ⊆

EI(B), 这表明EI(A ∪B)是EI(A)与EI(B)在EI(P(H))中的下界. 假设EI(D)是EI(A)与EI(B)
在EI(P(H))中的任一下界且EI(D) 6= EI(A ∪ B), 则EI(D) ⊆ EI(A)且EI(D) ⊆ EI(B). 下
证EI(D) ⊆ EI(A ∪ B). 事实上, 设a ∈ EI(D), 则a ∈ EI(A)且a ∈ EI(B), 从而对任意的u ∈
A, a ∧ u ∈ I且对任意的v ∈ B, a ∧ v ∈ I, 进而对任意的w ∈ A ∪B, a ∧ w ∈ I, 故a ∈ EI(A ∪B).
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因此EI(A ∪B)是EI(A)与EI(B)在EI(P(H))中的最大下界. 即
EI(A) u EI(B) = EI(A) ∩ EI(B) = EI(A ∪B).

(ii)因为A∩B ⊆ A且A∩B ⊆ B,所以由定理3.2(1)得EI(A) ⊆ EI(A∩B)且EI(B) ⊆ EI(A∩
B),这表明EI(A∩B)是EI(A)与EI(B)在EI(P(H))中的上界. 故EI(A)tEI(B) ⊆ E(A∩B). 又
因为由假设知EI(A∩B) ⊆ EI(A)∪EI(B),所以EI(A∩B) ⊆ 〈EI(A)∪EI(B)〉 = EI(A)tEI(B).
故EI(A) t EI(B) = EI(A) ∪ EI(B) = EI(A ∩B).

因此(EI(P(H)),⊆,u,t)是一个格且是(Id(H),⊆,t,u)的子格.
第2步: 证明格(EI(P(H)),⊆,u,t)有界. 事实上, 因为对任意的A ∈ P(H)都有

EI(1) = I ⊆ EI(A) ⊆ H = EI(0),

所以EI(1)和EI(0)分别为格(EI(P(H)),⊆,u,t)中关于集合包含运算⊆的最小元与最大元. 因
此(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是(Id(H),⊆,t,u, {0},H)的有界子格.

第3步: 证明有界格(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是完备格. 对任一族{EI(Aλ)}λ∈Λ ⊆
EI(P(H)), 类似(i)的证明可得

l

λ∈Λ

EI(Aλ) = EI

( ⊔

λ∈Λ

Aλ

)
.

这表明有界格(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))的任一子集族都一定有下确界, 因此有界
格(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是完备格.

第4步: 证明完备格(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))满足分配律. 这只需在格(P(H)),⊆
,u,t)中证明满足: 对任意的EI(A), EI(B), EI(C) ∈ EI(P(H)),

EI(C) t (EI(A) u EI(B)) = (EI(C) t EI(A)) u (EI(C) t EI(B)).

事实上, 由第1步中(i)和(ii)得

EI(C) t (EI(A) u EI(B)) = EI(C) t EI(A ∪B)

= EI(C ∩ (A ∪B))

= EI((C ∩A) ∪ (C ∩B))

= EI(C ∩A) u EI(C ∩B)

= (EI(C) t EI(A)) u (EI(C) t EI(B)).

综上得(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是(Id(H),⊆,t,u, {0},H)的有界分配完备子格.

为获得完备分配格(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))的进一步性质, 给出定义4.2.

定定定义义义4.2[7] 设(L,∧,∨, 0)是一个有零元的格, 元素a∗ ∈ L称为a ∈ L的伪补, 若a ∧ a∗ =
0且a ∧ x = 0 ⇒ x 6 a∗. 称有界格(L,∧,∨, 0, 1)是伪补格, 若∀a ∈ L在L中都有伪补. 称有界伪补
分配格(L,∧,∨, 0, 1)是Stone格, 若∀a ∈ L, a∗ ∨ a∗∗ = 1.

引引引理理理4.2[7] 有界伪补分配格(L,∧,∨, 0, 1)是Stone格当且仅当∀a, b ∈ L, (a ∧ b)∗ = a∗ ∨ b∗.

定定定理理理4.2 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H). 如果对任意的A,B ∈ P(H)),
EI(A ∩B) ⊆ EI(A) ∪ EI(B), 则(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是一个Stone格.

证证证 证明过程分如下两步完成.
第1步: 证明(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是一个伪补格. 为此断言

(EI(A))∗ = EI(EI(A)),∀EI(A) ∈ EI(P(H)).
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事实上, 一方面, 由定理3.2(8)得EI(A) u EI(EI(A)) = EI(A) ∩ EI(EI(A)) = I = EI(1). 另
一方面, 设EI(A) u EI(B) = EI(1) = I, 任取a ∈ EI(B), 则对任意的b ∈ EI(A), 由a ∧ b 6
a且a ∧ b 6 b及(Id3)得a ∧ b ∈ EI(A) ∩ EI(B) = EI(A) u EI(B) = I, 所以a ∈ EI(EI(A)),
故EI(B) ⊆ EI(EI(A)). 因此由定义4.2得(EI(A))∗ = EI(EI(A)).

第2步: 证明(EI(P(H)),⊆,u,t, EI(1), EI(0))是Stone格. 由定理4.2和(i)知, 只需证明
(EI(A) u EI(B))∗ = (EI(A))∗ t (EI(B))∗,∀EI(A), EI(B) ∈ EI(P(H)).

事实上

(EI(A) u EI(B))∗ = (EI(A ∪B))∗ = EI(EI(A ∪B))

= EI(EI(A) u EI(B)) = EI(EI(A) ∩ EI(B))

= EI(EI(A)) t EI(EI(B) = (EI(A))∗ t (EI(B))∗.

定理得证.

定定定理理理4.3 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H). 如果∀{Aλ}λ∈Λ ⊆ P(H)恒有

EI

( ⋂

λ∈Λ

Aλ

)
⊆

⋃

λ∈Λ

EI(Aλ),

则(EI(P(H)),⊆,u,t,=⇒, EI(1), EI(0))是(Id(H),⊆,t,u,=⇒, {0},H)的完备子Heyting代数.

证证证 由定理4.3和引理4.1知, 为完成定理证明, 只需证: ∀A ⊆ H, ∀{Aλ}λ∈Λ ⊆ P(H),

EI(A) u
( ⊔

λ∈Λ

EI(Aλ)

)
=

⊔

λ∈Λ

(EI(A) u EI(Aλ)) .

事实上, 因为对任意的λ ∈ Λ,
⋂

λ∈Λ

Aλ ⊆ Aλ, 所以由定理3.2(1)得EI(Aλ) ⊆ EI

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
,∀λ ∈

Λ, 从而EI

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
是{EI(Aλ)}λ∈Λ的一个上界, 故

⊔
λ∈Λ

EI(Aλ) ⊆ EI

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
. 又因为由假

设知EI

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
⊆ ⋃

λ∈Λ

EI(Aλ), 所以引理2.5(11)和引理4.1得

EI

( ⋂

λ∈Λ

Aλ

)
=

〈
EI

( ⋂

λ∈Λ

Aλ

)〉
⊆

〈 ⋃

λ∈Λ

EI(Aλ)

〉
=

⊔

λ∈Λ

EI(Aλ).

因此
⊔

λ∈Λ

EI(Aλ) = EI

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
. 于是

EI(A) u
( ⊔

λ∈Λ

EI(Aλ)

)
= EI(A) u EI

( ⋂

λ∈Λ

Aλ

)
= EI

(
A ∪

( ⋂

λ∈Λ

Aλ

))

= EI

( ⋂

λ∈Λ

(A ∪Aλ)

)
=

⊔

λ∈Λ

EI(A ∪Aλ) =
⊔

λ∈Λ

(EI(A) u EI(Aλ)) .

定理得证.

定定定义义义4.3 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, A ⊆ H. 定义集合

SId(H)(A) = {I ∈ Id(H)|EI(A) = I}, (4.2)

即集合SId(H)(A)表示H的关于给定子集A ⊆ H的稳定理想全体构成的集合. 由(4.2)式显然可知
SId(H)(A) ⊆ Id(H).
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为了考察集合SId(H)(A)格结构特征, 首先证明命题4.1.

命命命题题题4.1 设(H, 6,→, 0, 1)是一个有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A ⊆ H, 则
EI(A) = 〈A〉 =⇒ I.

证证证 由引理4.1知, 〈A〉 =⇒ I = {a ∈ H|∀u ∈ 〈A〉, a ∧ u ∈ I}. 设a ∈ EI(A), 对任意
的u ∈ 〈A〉, 因为由引理2.5(3)知存在u1, u2, · · · , un ∈ A使得u 6 u1 ⊕ u2 ⊕ · · · ⊕ un且由a ∈
EI(A)知a ∧ ui ∈ I, i = 1, 2, · · · , n, 所以由(H32)和(Id3)得

a ∧ u 6 a ∧ (u1 ⊕ u2 ⊕ · · · ⊕ un) 6 (a ∧ u1)⊕ (a ∧ u2)⊕ · · · ⊕ (a ∧ un) ∈ I,

故由(Id4)得a ∧ u ∈ I. 因此a ∈ 〈A〉 =⇒ I, 即EI(A) ⊆ 〈A〉 =⇒ I.
反之, 设a ∈ 〈A〉 =⇒ I, 对任意的u ∈ A, 因为A ⊆ 〈A〉, 所以u ∈ 〈A〉, 从而a ∧ u ∈ I. 因

此a ∈ EI(A), 即〈A〉 =⇒ I ⊆ EI(A).
综合便得EI(A) = 〈A〉 =⇒ I.

注注注4.1 设(H, 6,→, 0, 1)是一个有界Heyting代数, I ∈ Id(H)且A,B ⊆ H. 则由引理4.1中
完备Heyting代数(Id(H),⊆,t,u,=⇒, {0},H)的性质和命题4.1可得

EEI(A)(B) = 〈B〉 =⇒ (〈A〉 =⇒ I) = 〈A〉 =⇒ (〈B〉 =⇒ I) = 〈A〉 ∩ 〈B〉 =⇒ I = EI(〈A〉 ∩ 〈B〉).
所以再由定理3.2(10)便得

EEI(B)(A) = EEI(A)(B) = EI(〈A〉 ∩ 〈B〉). (4.3)

同时注意到在完备Heyting代数(H, 6,∧,∨,→, 0, 1)中对任意的a ∈ H和{aλ}λ∈Λ ⊆ H恒有

a →
( ∧

λ∈Λ

aλ

)
=

∧

λ∈Λ

(a → aλ),

可知在(Id(H),⊆,t,u,=⇒, {0},H)中, 对任意的{Iλ}λ∈Λ ⊆ Id(H)必有

〈A〉 =⇒
(l

λ∈Λ

Iλ

)
=

l

λ∈Λ

(〈A〉 =⇒ Iλ).

命命命题题题4.2 设(H, 6,→, 0, 1)是一个有界Heyting代数且A ⊆ H, 则
SId(H)(A) = {〈A〉 =⇒ I|I ∈ Id(H)}.

证证证 一方面, 证明对任意的I ∈ Id(H), 〈A〉 =⇒ I ∈ SId(H)(A), 即E〈A〉=⇒I(A) = 〈A〉 =⇒ I.
事实上, 因为(Id(H),⊆,t,u,=⇒, {0},H)是Heyting代数, 所以由命题4.1得

E〈A〉=⇒I(A) = 〈A〉 =⇒ (〈A〉 =⇒ I) = 〈A〉 u 〈A〉 =⇒ I = 〈A〉 =⇒ I.

另一方面, 证明对任意的I ∈ SId(H)(A), I = 〈A〉 =⇒ I. 事实上, 设I ∈ SId(H)(A), 则EI(A) = I,
故再由命题4.1便得I = 〈A〉 =⇒ I. 命题得证.

定定定理理理4.4 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数且A ⊆ H, 则(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒
{0},H)是一个完备Heyting代数. 其中对任意的〈A〉 =⇒ I, 〈A〉 =⇒ J ∈ SId(H)(A),

(〈A〉 =⇒ I) C (〈A〉 =⇒ J) = 〈A〉 =⇒ I u J,

(〈A〉 =⇒ I) ] (〈A〉 =⇒ J) = 〈A〉 =⇒ I t J.

证证证 证明过程分如下三步完成.
第1步: 证明(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是一个有界格.
首先因为(Id(H),⊆,u,t,=⇒, {0},H)是Heyting代数, 所以由(H2)得

〈A〉 =⇒ (I u J) = (〈A〉 =⇒ I) u (〈A〉 =⇒ J),
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故(〈A〉 =⇒ I)C (〈A〉 =⇒ J) = (〈A〉 =⇒ I)u (〈A〉 =⇒ J)为〈A〉 =⇒ I与〈A〉 =⇒ J在SId(H)(A)中
的下确界.

其次(〈A〉 =⇒ I) ] (〈A〉 =⇒ J) = 〈A〉 =⇒ I t J为〈A〉 =⇒ I与〈A〉 =⇒ J在SId(H)(A)中的
上确界. 事实上, 因为I ⊆ I t J且J ⊆ I t J , 所以由(H12)得

〈A〉 =⇒ I ⊆ 〈A〉 =⇒ I t J 且 〈A〉 =⇒ J ⊆ 〈A〉 =⇒ I t J,

故〈A〉 =⇒ ItJ为〈A〉 =⇒ I与〈A〉 =⇒ J在SId(H)(A)中的一个上界. 假设〈A〉 =⇒ K ∈ SId(H)(A)
为〈A〉 =⇒ I与〈A〉 =⇒ J在SId(H)(A)中的任一上界, 则〈A〉 =⇒ I ⊆ 〈A〉 =⇒ K且〈A〉 =⇒ J ⊆
〈A〉 =⇒ K, 从而由(Id(H),⊆,u,t,=⇒, {0},H)是Heyting代数和(2.1)式得

〈A〉 u (〈A〉 =⇒ I) ⊆ K 且 〈A〉 e (〈A〉 =⇒ J) ⊆ K,

进而再由(H3)得〈A〉 u I ⊆ K且〈A〉 u J ⊆ K. 又因为任一Heyting代数都是分配格, 所以

〈A〉 u (I t J) = (〈A〉 u I) t (〈A〉 u J) ⊆ K,

故再由(2.1)式可得I t J ⊆ 〈A〉 =⇒ K. 于是由(H12)和(H7)得

〈A〉 =⇒ (I t J) ⊆ 〈A〉 =⇒ (〈A〉 =⇒ K) = 〈A〉 u 〈A〉 =⇒ K = 〈A〉 =⇒ K.

因此〈A〉 =⇒ (I t J)为〈A〉 =⇒ I与〈A〉 =⇒ J在SId(H)(A)中的上确界.
最后显然〈A〉 =⇒ {0}与H分别为SId(H)(A)中元素关于集合包含序⊆的最小元与最大元, 因

此(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是一个有界格.
第2步: 证明有界格(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是一个完备格.
事实上, 因为(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是有界格且由第1步证明知C = u, 所以由

注4.1知{Iλ}λ∈Λ ⊆ SId(H)(A)有

〈A〉 =⇒
(x

λ∈Λ

Iλ

)
=

x

λ∈Λ

(〈A〉 =⇒ Iλ).

因此(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是一个完备格.
第3步: 证明完备格(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是Heyting代数. 为此只需证明
(i) 对任意的U, V ∈ SId(H)(A), U =⇒ V ∈ SId(H)(A);
(ii) 对任意的U, V,W ∈ SId(H)(A), U C V ⊆ W ⇔ U ⊆ (V =⇒ W ).
事实上, 设U, V,W ∈ SId(H)(A), 则存在I, J,K ∈ Id(H)使

U = 〈A〉 =⇒ I, V = 〈A〉 =⇒ J , W = 〈A〉 =⇒ K.
(i)的证明过程: 注意到C = u可得

U =⇒ V = (〈A〉 =⇒ I) =⇒ (〈A〉 =⇒ J) [由已知条件]

= 〈A〉 u (〈A〉 =⇒ I) =⇒ J [由(H7)]

= 〈A〉 u I =⇒ J [由(H3)]

= 〈A〉 =⇒ (I =⇒ J) ∈ SId(H)(A). [由(H7)和命题4.2]
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(ii)的证明过程: 注意到C = u可得
U C V ⊆ W 当且仅当 (〈A〉 =⇒ I) u (〈A〉 =⇒ J) ⊆ (〈A〉 =⇒ K) [由已知条件]

当且仅当 (〈A〉 =⇒ I u J) ⊆ (〈A〉 =⇒ K) [由(H2)]

当且仅当 〈A〉 u (〈A〉 =⇒ I u J) ⊆ K [由伴随性质(2.1)]

当且仅当 〈A〉 u (I u J) ⊆ K [由(H3)]

当且仅当 (〈A〉 u I) u J ⊆ K [由结合律]

当且仅当 〈A〉 u I ⊆ (J =⇒ K) [由伴随性质(2.1)]

当且仅当 〈A〉 u (〈A〉 =⇒ I) ⊆ (J =⇒ K) [由(H3)]

当且仅当 (〈A〉 =⇒ I) ⊆ (〈A〉 =⇒ (J =⇒ K)) [由伴随性质(2.1)]

当且仅当 (〈A〉 =⇒ I) ⊆ (〈A〉 =⇒ J) =⇒ (〈A〉 =⇒ K) [由(H11)]

当且仅当 U ⊆ (V =⇒ W ). [由已知条件]

综合便得(SId(H)(A),⊆,],C, 〈A〉 =⇒ {0},H)是一个完备Heyting代数.

§5 商与乘积有界Heyting代数的扩张理想

本节讨论商有界Heyting代数与乘积有界Heyting代数上扩张理想的性质特征.

定定定义义义5.1[25] 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I ∈ Id(H). 在H上定义二元关系≡I使

a ≡I b 当且仅当 ¬(a → b) ∈ I且¬(b → b) ∈ I,∀a, b ∈ H.

则≡I是H上的一个同余关系. 记

[a]I = {b ∈ H|a ≡I b},H/I = {[a]I |a ∈ H}.
则显然[0]I = I且[1]I = {a ∈ H|¬a ∈ I}. 在H/I上定义二元运算∧,∨和⇒如下: ∀[a]I , [b]I ∈
H/I,

[a]I∨[b]I = [a ∨ b]I , [a]I∧[b]I = [a ∧ b]I , [a]I ⇒ [b]I = [a → b]I .
定义H/I上二元关系v满足∀[a]I , [b]I ∈ H/I,

[a]I v [b]I 当且仅当 [a]I ⇒ [b]I = [1]I ,

则(H/I,v,t,u,⇒, [0]I , [1]I)是有界Heyting代数, 称为H的由I诱导的商代数.

定定定义义义5.2[13] 设(H, 6,→, 0, 1)和(M, 6,→, 0, 1)是两个有界Heyting代数, f : H → M是一

个映射. 如果f(0) = 0且对任意的a, b ∈ H和~ ∈ {∧,∨,→},
f(a ~ b) = f(a) ~ f(b),

则称f是一个从H到M的Heyting代数同态, 简称为H到M的H-同态. 如果H-同态f是单射(满射),
则称f是单(满)H-同态; 如果H-同态f是双射, 则称f是H-同构.

引引引理理理5.1[25] 设(H, 6,→, 0, 1)和(M, 6,→, 0, 1)是两个有界Heyting代数, f : H → M是一

个满H-同态. 则H/Ker(f) ∼= M . 其中Ker(f) = {a ∈ H|f(a) = 0}.
定定定理理理5.1 设(H, 6,→, 0, 1)是有界Heyting代数, I, J ∈ Id(H). 则对任意的A ⊆ H, 则

H/EI∩J(A) = H/EI(A)∩H/EJ(A).

其中H/EI(A)∩H/EJ(A) = {[a]EI(A)∧[b]EJ (A)|[a]EI(A)∧[b]EJ (A) 6= ∅}.
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证证证 设[a]EI∩J
(A) ∈ H/EI∩J(A), 则由定义5.1和定理3.3得

[a]EI∩J
(A) = {b ∈ H|a ≡EI∩J (A) b}

= {b ∈ H|¬(a → b) ∈ EI∩J(A)且¬(b → a) ∈ EI∩J(A)}
= {b ∈ H|¬(a → b) ∈ EI(A) ∩ EJ(A)且¬(b → a) ∈ EI(A) ∩ EJ(A)}
= {b ∈ H|¬(a → b) ∈ EI(A)且¬(b → a) ∈ EI(A)}

∩ {b ∈ H|¬(a → b) ∈ EJ(A)且¬(b → a) ∈ EJ(A)}
= [a]EI(A)∧[b]EJ (A ∈ H/EI(A)∩H/EJ(A).

故H/EI∩J(A) ⊆ H/EI(A)∩H/EJ(A).
反之设[a]EI(A)∧[b]EJ (A) ∈ H/EI(A)∩H/EJ(A), 则[a]EI(A)∧[b]EJ (A) 6= ∅. 故存在c ∈

[a]EI(A)∧[b]EJ (A)使[c]EI(A) = [a]EI(A)且[c]EJ (A) = [b]EJ (A), 从而

[a]EI(A)∧[b]EJ (A) = [c]EI(A)∧[c]EJ (A) = [c]EI∩J (A) ∈ H/EI∩J(A),

因此亦有H/EI(A)∩H/EJ(A) ⊆ H/EI∩J(A).
综合便得H/EI∩J(A) = H/EI(A)∩H/EJ(A).

定定定义义义5.3 设(Hλ,6λ,∨λ,∧λ,→λ, 0λ, 1λ)(λ ∈ Λ)是一族有界Heyting代数, 其中Λ为指标集.
定义

H =
∏

λ∈Λ

Hλ =

{
f |f : Λ →

⋃

λ∈Λ

Hλ, s.t., ∀λ ∈ Λ, f(λ) ∈ Hλ

}
. (5.1)

对任意的f, g ∈ H和λ ∈ Λ, 在H上定义三个二元运算} ∈ {∧,∨,→}满足
(f } g)(λ) = f(λ) }λ g(λ),

且0(λ) = 0λ, 1(λ) = 1λ, 此时
f 6 g ⇔ f(λ) 6λ g(λ),

(¬f)(λ) = (f → 0)(λ) = f(λ) →λ 0(λ) = f(λ) →λ 0λ = ¬λf(λ),
则可以验证(H, 6,→, 0, 1)构成一个有界Heyting代数, 称之为{Hλ}λ∈Λ的乘积有界Heyting代数.
特别地, 若|Λ| = 2, 则H = H1 ×H2为H1与H2的乘积有界Heyting代数.

引引引理理理5.2[25] 设(Hλ,6λ,∨λ,∧λ,→λ, 0λ, 1λ)(λ ∈ Λ)是一族有界Heyting代数且Iλ ∈ Id(Hλ)

(λ ∈ Λ). 则
∏

λ∈Λ

Iλ ∈ Id
( ∏

λ∈Λ

Hλ

)
.

命命命题题题5.1 设(Hλ,6λ,∨λ,∧λ,→λ, 0λ, 1λ)(λ ∈ Λ)是一族有界Heyting代数且{Aλ ⊆ Hλ|λ ∈
Λ}. 则

〈 ∏
λ∈Λ

Aλ

〉
=

∏
λ∈Λ

〈Aλ〉.

证证证 设f ∈
〈 ∏

λ∈Λ

Aλ

〉
, 则存在g1, g2, · · · , gn ∈

∏
λ∈Λ

Aλ使f 6 g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gn. 即对任意

的λ ∈ Λ, g1(λ), g2(λ), · · · , gn(λ) ∈ Aλ且

f(λ) 6 (g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gn)(λ) = g1(λ)⊕λ g2(λ)⊕λ · · · ⊕λ gn(λ).

故对任意的λ ∈ Λ, f(λ) ∈ 〈Aλ〉, 因此f ∈ ∏
λ∈Λ

〈Aλ〉. 这表明
〈 ∏

λ∈Λ

Aλ

〉
⊆ ∏

λ∈Λ

〈Aλ〉.

反之设f ∈ ∏
λ∈Λ

〈Aλ〉, 则∀λ ∈ Λ, f(λ) ∈ 〈Aλ〉. 故对任意的λ ∈ Λ, 存在g
(λ)
1 , g

(λ)
2 , · · · , g

(λ)
n ∈

Aλ使f(λ) 6 g
(λ)
1 ⊕λ g

(λ)
2 ⊕λ · · · ⊕λ g

(λ)
n . 而由选择公理又得∃g1, g2, · · · , gn ∈

∏
λ∈Λ

Aλ满足g1(λ) =
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g
(λ)
1 , g2(λ) = g

(λ)
2 , · · · , gn(λ) = g

(λ)
n , 因此, 对任意的λ ∈ λ,

f(λ) =6 g
(λ)
1 ⊕λ g

(λ)
2 ⊕λ · · · ⊕λ g(λ)

n

= g1(λ)⊕λ g2(λ)⊕λ · · · ⊕λ gn(λ) = (g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gn)(λ).

从而f 6 g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gn, 进而f ∈
〈 ∏

λ∈Λ

Aλ

〉
. 这又表明

∏
λ∈Λ

〈Aλ〉 ⊆
〈 ∏

λ∈Λ

Aλ

〉
. 综合便

得

〈 ∏
λ∈Λ

Aλ

〉
=

∏
λ∈Λ

〈Aλ〉.

定定定理理理5.2 设(Hλ,6λ,∨λ,∧λ,→λ, 0λ, 1λ)(λ ∈ Λ)一族有界Heyting代数, {Iλ ∈ Id(Hλ)|λ ∈
Λ}且{Aλ ⊆ Hλ|λ ∈ Λ}. 则E ∏

λ∈Λ

Iλ

( ∏
λ∈Λ

Aλ

)
=

∏
λ∈Λ

EIλ
(Aλ).

证证证 设f ∈ E ∏
λ∈Λ

Iλ

( ∏
λ∈Λ

Aλ

)
. 对任意的λ ∈ Λ, 任取uλ ∈ Aλ, 则由选择公理知, 存

在u ∈ ∏
λ∈Λ

Aλ使u(λ) = uλ. 故由假设得f ∧ u ∈ ∏
λ∈Λ

Iλ. 这表明对任意的uλ ∈ Aλ,

f(λ) ∧λ uλ = f(λ) ∧λ u(λ) = (f ∧ u)(λ) ∈ Iλ,

从而对任意的λ ∈ Λ, f(λ) ∈ EIλ
(Aλ), 因此f ∈ ∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ). 于是可得

E ∏
λ∈Λ

Iλ

(∏

λ∈Λ

Aλ

)
⊆

∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ).

反之设f ∈ ∏
λ∈Λ

EIλ
(Aλ). 任取u ∈ ∏

λ∈Λ

Aλ, 则∀λ ∈ Λ, u(λ) ∈ Aλ且f(λ) ∈ EIλ
(Aλ). 所

以(f ∧ u)(λ) = f(λ) ∧λ u(λ) ∈ Iλ, 从而f ∧ u ∈ ∏
λ∈Λ

Iλ, 故f ∈ E ∏
λ∈Λ

Iλ

( ∏
λ∈Λ

Aλ

)
. 于是又可得

∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ) ⊆ E ∏

λ∈Λ

Iλ

(∏

λ∈Λ

Aλ

)
.

综合便得E ∏
λ∈Λ

Iλ

( ∏
λ∈Λ

Aλ

)
=

∏
λ∈Λ

EIλ
(Aλ).

定定定理理理5.3 设(Hλ,6λ,∨λ,∧λ,→λ, 0λ, 1λ)(λ ∈ Λ)是一族有界Heyting代数, {Iλ ∈ Id(Hλ)|λ ∈
Λ}且{Aλ ⊆ Hλ|λ ∈ Λ}. 则

( ∏
λ∈Λ

Hλ

)
/

∏
λ∈Λ

EIλ
(Aλ) ∼= ∏

λ∈Λ

(Hλ/EIλ
(Aλ)).

证证证 定义映射

φ :
∏

λ∈Λ

Hλ −→
∏

λ∈Λ

(Hλ/EIλ
(Aλ)),

使得

(φ(f))(λ) = f(λ)/EIλ
(Aλ),∀f ∈

∏

λ∈Λ

Hλ,∀λ ∈ Λ.

显然φ是一个H-同态. 下证φ为满射且Ker(φ) =
∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ).

(i) φ为满射: 事实上, 任取g ∈ ∏
λ∈Λ

(Hλ/EIλ
(Aλ)), 则对任意的λ ∈ Λ, g(λ) ∈ Hλ/EIλ

(Aλ),

从而存在fλ ∈ Hλ使g(λ) = fλ/EIλ
(Aλ), 而由选择公理又得∃f ∈ ∏

λ∈Λ

Hλ使f(λ) = fλ,∀λ ∈ Λ,

故(φ(f))(λ) = f(λ)/EIλ
(Aλ) = fλ/EIλ

(Aλ) = g(λ), 即φ(f) = g. 因此φ为满射.
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(ii) Ker(φ) =
∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ): 事实上因为

f ∈ Ker(φ) 当且仅当 φ(f) = 0

当且仅当 (φ(f))(λ) = 0λ/EIλ
(Aλ),∀λ ∈ Λ

当且仅当 fλ/EIλ
(Aλ) = 0λ/EIλ

(Aλ),∀λ ∈ Λ

当且仅当 f(λ) ∈ EIλ
(Aλ),∀λ ∈ Λ

当且仅当 f ∈
∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ),∀λ ∈ Λ,

所以Ker(φ) =
∏

λ∈Λ

EIλ
(Aλ).

综上所证, 由引理5.1得
( ∏

λ∈Λ

Hλ

)
/

∏
λ∈Λ

EIλ
(Aλ) ∼= ∏

λ∈Λ

(Hλ/EIλ
(Aλ)).

§6 结束语
研究表明, 在考察非经典数理逻辑代数和基于相应代数的逻辑推理系统的结构特征时, 理

想概念扮演着重要的角色. 本文综合运用有界Heyting代数的性质和格理论的方法及原理对有
界Heyting代数(H, 6,∧,∨,→, 0, 1)的理想概念做进一步深入研究. 主要工作表现在如下几方面:
(1) 引入了有界Heyting代数中理想I关于子集A ⊆ H的扩张理想和稳定理想的概念并考察了

它们的基本性质. (2) 深入讨论了H的一个给定理想I关于H的所有子集的扩张理想全体构成

的集合EI(P(H))和H的关于一个给定子集的稳定理想全体之集SId(H)(A)的格结构特征, 证明
了EI(P(H))在一定条件下构成一个分配完备格, 进一步构成一个Stone格和完备Heyting代数;
SId(H)(A)在适当定义了格的交, 并运算和蕴涵运算后, 也构成一个完备Heyting代数的结论. (3)
获得了商和乘积有界Heyting代数上扩张理想的特性.

这些工作不但使有界Heyting代数的理想理论之研究内容得以进一步充实和丰富, 为基于理
想概念研究有界Heyting代数以及直觉模糊逻辑系统的结构特征提供技术支持和方法借鉴.
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Expand ideals and stable ideals in bounded Heyting algebras
LIU Chun-hui
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Abstract: In this paper, the problem of ideals is studied in bounded Heyting algebras by using

the principle and method of universal algebra. The notions of expand ideals and stable ideals of an

ideal I associated to a subset A of bounded heyting algebra (H, 6,∨,∧,→, 0, 1) are introduced and

some their basic properties are obtained. The lattice theory characteristics about two types sets of

expand ideals in a bounded heyting algebra (H, 6,∨,∧,→, 0, 1) are discussed. It’s proved that (1)

the set EI(P(H)) of all expand ideals of a given ideal I associated to any subset of H is formed a

bounded distributive lattice, further formed a Stone lattice and complete Heyting algebra under certain

conditions. (2) the set SId(H)(A) of all stable ideals associated to a given subset A ⊆ H is formed a

complete Heyting algebra. Finally, some properties of expand ideals of quotient and product bounded

Heyting algebras are investigated.

Keywords: bounded Heyting algebra; ideal; expand ideal; stable ideal; Stone lattice; complete

Heyting algebra
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