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约束多目标优化问题的一类内-外混合罚函数

方法

施 思, 徐阳栋∗, 孙月明

(重庆邮电大学 理学院, 重庆 400065)

摘 要: 该文提出一种内-外混合罚函数方法求解具有等式和不等式约束的多目标
优化问题. 其中罚函数由目标函数, 内点罚函数和可行集外点罚函数构成. 在适当
的条件下, 借助具有单调性的辅助函数, 证明了算法所生成的迭代序列收敛于问题
的Pareto最优解或弱Pareto最优解. 同时给出了三个数值实验来验证算法的可行性.
最后将算法应用于解决多指标交通网络最小费用流问题, 并与线性加权法进行比较,
结果表明该算法在时间成本上具有明显的优势.
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§1 引 言

许多实际问题, 例如环境分析[1], 统计学[2], 管理科学[3], 空间探索[4]等, 可以被表述为多
目标优化问题. 由于多目标优化的广泛应用, 多目标优化算法的发展备受关注. 其中标量化方
法[5-6]将多目标优化问题转化为单目标优化问题进行求解, 但该方法依赖先验信息. 为了克服这
一缺陷, 近年来, 已有研究工作将经典的单目标优化方法扩展至多目标优化领域, 例如最速下降
方法[7-9], 牛顿法[10-12], 邻近点法[13-14], 邻近梯度法[15-17], 投影梯度方法[18-19], 共轭梯度法[20],
信赖域方法[21-22]和序列二次规划方法[23].

然而以上讨论的方法主要适用于无约束或简单约束的多目标优化问题. 针对带复杂约束的
多目标优化问题, Fukuda等人[24]在2016年提出了一种外点罚函数方法(MEPM), 用于求解具有
等式和不等式约束的多目标优化问题. 随后Fukuda等人[25]又提出了一种障碍型方法(MBM)来
处理带有不等式约束的多目标优化问题. 值得注意的是, MEPM中的外点罚函数可能是不可微
的, 并且MEPM得到的近似解既不满足等式约束, 也不满足不等式约束; 而MBM仅适用于含有
不等式约束的优化问题. 鉴于文献[26]中的内-外混合罚函数方法是解决具有等式和不等式约束
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的非线性优化问题的经典方法, 本文提出了经典内-外混合罚函数方法的多目标版本. 该方法的
每次迭代通过求解一个无约束的实值优化子问题, 并利用单目标优化问题的方法进行求解. 受
到文献[24-26]的启发, 本文借助单调的实值辅助函数证明了当非递增的参数序列收敛到零时, 序
列的聚点即为Pareto或弱Pareto最优解.

本文的结构安排如下. §2回顾多目标优化和罚函数的基本概念. §3提出多目标内-外混合罚
函数方法, 并建立算法的收敛性分析. §4给出三个数值实验以验证算法的可行性. §5将算法应用
于求解一个多指标交通网络最小费用流问. §6总结全文并指出后续可能的研究内容.

§2 预备知识
本节首先给出符号说明, 再回顾多目标优化和辅助函数的基本概念.
设Rm表示m-维的欧几里得空间. 令Rm

+ := {x ∈ Rm : xi ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m}, Rm
++ :=

{x ∈ Rm : xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m}. 上标>表示转置. 在Rm上, 由Rm
+诱导的偏序表示为

x ¹ y ⇔ xi ≤ yi, ∀i = 1, 2, · · · ,m,

更强的序关系表示为

x ≺ y ⇔ xi < yi, ∀i = 1, 2, · · · ,m.

本文研究具有如下形式的约束多目标优化问题

(MOP) min f(x)

s.t. x ∈ D,

其中f : Rn −→ Rm, g : Rn −→ Rq, h : Rn −→ Rr都是连续函数, 并且
D := {x ∈ Rn | g(x) ¹ 0, h(x) = 0}.

为方便后续讨论, 定义
D1 := {x ∈ Rn | g(x) ¹ 0}, D2 := {x ∈ Rn |h(x) = 0}.

同时假设D1存在一个Slater点, 则有
D
′
1 := {x ∈ Rn | g(x) ≺ 0} 6= ∅.

定义2.1[27] 设x∗ ∈ D. 若不存在x ∈ D使得f(x) ¹ f(x∗), 且不存在至少对于一个i0 ∈
{1, 2, · · · ,m}, 满足fi0(x) < fi0(x

∗), 则称x∗为(MOP)的Pareto最优解.
定义2.2[27] 设x∗ ∈ D. 若不存在x ∈ D使得f(x) ≺ f(x∗), 则称x∗为(MOP)的弱Pareto最

优解.
易知Pareto最优解是弱Pareto最优解, 反之则不成立.
定义2.3[25] 设B: D

′
1 → Rm

+是D1上的连续函数. 若对于任意满足gj(zk) → 0
(
j ∈

{1, 2, · · · , q}
)
的序列{zk} ∈ D

′
1, 至少存在ij ∈ {1, 2, · · · ,m}, 使得limk→+∞Bij (z

k) = +∞, 则
称B(x)为D1上的向量值障碍函数.

定义2.4[24] 设p: Rn → Rm
+是D2上的连续函数. 若有p(x) = 0⇔ x ∈ D2,则称p(x)是D2上

的向量值外点罚函数.
定义如下所示的向量值混合罚函数P : D

′
1 → Rm

+ :

P (x) = f(x) + τB(x) +
1
τ

p(x),

其中τ > 0为惩罚因子, B(x)和p(x)分别是向量值障碍函数和向量值外点罚函数. 例如B(x) =( ∑m
i=1

1
−gi(x)

)
e, p(x) =

( ∑m
i=1 h2

i (x)
)
e, 其中e = (1, 1, · · · , 1)> ∈ Rm. B(x)和p(x)的其他实

例类型可见文献[24-25].
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定义2.5[28] 设C ⊆ Rm. 给定函数Φ : C → R,
(i) 若对于任意的x, y ∈ C, 有x ≺ y ⇒ Φ(x) < Φ(y), 则称Φ(x)在C上是弱递增的;
(ii) 若对于任意的x, y ∈ C, 有x ¹ y, 且存在i0, 使得xi0 < yi0 ⇒ Φ(x) < Φ(y), 则

称Φ(x)在C上是强递增的.
当m = 1时, 显然弱递增函数和强递增函数都是递增函数. 根据定义, 强递增函数也同时属

于弱递增函数. 有关弱递增函数和强递增函数的其他示例可见文献[27].
若Φ在C上连续且弱递增, 则对于任意的x, y ∈ C有

x ¹ y ⇒ Φ(x) ≤ Φ(y).
定义2.6[24] 给定Φ: Rm → R是连续且次可加的

(
Φ(x + y) < Φ(x) + Φ(y), ∀x, y ∈ Rm

)
.

(i) 若Φ是弱递增的, 且对于给定的序列{xk} ⊂ Rm
+和M > 0, 存在T > 0使得

Φ(xk) ≤ M ⇒ ‖xk‖ ≤ T, ∀k ∈ {1, 2, · · · }. (1)
则称Φ是弱次可加的;

(ii) 若Φ是强递增的, 且满足(1)式, 则称Φ是强次可加的.
引理2.1[24] (i) 若Φ在f(D)上是弱递增函数, 并且满足x∗ ∈ arg minx∈D Φ

(
f(x)

)
, 则x∗是

(MOP)的弱Pareto最优解; (ii) 若Φ在f(D)上是强递增函数, 且满足x∗ ∈ arg minx∈D Φ
(
f(x)

)
,

则x∗是(MOP)的Pareto最优解.

§3 多目标优化问题的内-外混合罚函数方法

本节给出(MOP)的内-外混合罚函数方法(MMIEPM), 并在适当条件下构建该算法的收敛
性分析.

MMIEPM的框架如下所示.

算法:MMIEPM

步骤1 给定初始罚因子τ1 > 0, 允许误差ε > 0, 初始点x0 ∈ D
′
1, 罚因子的改变系数γ ≥ 1,令k = 1.

步骤2 计算xk ∈ arg min
x∈D

′
1
Φ

(
f(x) + τkB(x) + 1

τk
p(x)

)
.

步骤3 若

∥∥∥∥τkB(xk)

∥∥∥∥ ≤ ε和

∥∥∥∥ 1
τk

p(xk)

∥∥∥∥ ≤ ε, 则算法终止, 且xk是(MOP) 的近似解; 否则, 进入步骤4.

步骤4 计算τk+1, 且需满足s ≤ τk+1 < τk

(
s = max1≤i≤m

√
pi(xk)

Bi(xk)

)
, k := k + 1. 返回步骤2.

MMIEPM中, {τk}是收敛到零的正实数的非递增序列, 且初始点x0满足不等式约束. 步
骤2涉及解决一个实值优化问题, 该问题可以通过运用一些经典的非线性优化方法来求解. 值得
注意的是, 步骤4中, 条件s ≤ τk+1 < τk是充分条件而非必要条件.

MMIEPM存在两种版本: Φ是弱次可加时的弱版本和Φ是强次可加时的强版本. 为了满足
标量情况下所需的经典条件, 假设

inf
x∈D1

Φ
(
f(x)

)
= inf

x∈D
′
1

Φ
(
f(x)

)
. (1)

注3.1 当p(x) = 0时, 向量值混合罚函数P (x)与MBM中的罚函数相同, 即MMIEPM可以
退化为MBM. 并且由于P (x)中的B(x)与MEPM中的定义不同, 因此在处理不等式约束优化问题
时, MMIEPM和MEPM也存在差异. 另外与MEPM方法相比, MMIEPM得到的近似解满足不等
式约束.
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引理3.1 设{xk} ⊂ Rn是算法MMIEPM生成的迭代序列. 该算法的实现需要弱递增
函数Φ : Rm → R, 向量值障碍函数B : D

′
1 → Rm

+ , 向量值外点罚函数p : Rn → Rm
+和

一系列满足τk > τk+1 ≥ s的参数序列{τk} ⊂ R++, 其中s = max1≤i≤m

√
pi(xk)
Bi(xk)

. 令Φ∗ : =

infx∈D1 Φ
(
f(x)

)
和Φk : = Φ

(
f(xk)+τkB(xk)+ 1

τk
p(xk)

)
= infx∈D

′
1
Φ

(
f(x)+τkB(x)+ 1

τk
p(x)

)
.

对于任意的k = {1, 2, · · · }, 下述结论成立.
(i) Φ∗ ≤ Φk+1 ≤ Φk.
(ii) 存在η ∈ R使得limk→∞ Φk = η; 特别地, Φ∗ ≤ η.

证 (i) 首先证明向量值函数ϕ : R++ → Rm
++的表达形式

ϕ(τ) = aτ +
b

τ
(a, b ∈ Rm

++, τ ∈ R++)

在(u, +∞)上是弱单调的. 易得ϕ(τ)关于τ的导数为ϕ′(τ) = a− b
τ2 . 利用向量值函数的中值定理

可得

ϕ(τ1)− ϕ(τ2) = ϕ
′
(ξ)(τ1 − τ2), ξ ∈ (τ2, τ1), ∀ τ1, τ2 ∈ R++且τ1 > τ2.

令u = max1≤i≤m

√
bi

ai
, 其中ai和bi分别是a和b的第i个分量, 则有

ϕ(τ1)− ϕ(τ2) = ϕ
′
(ξ)(τ1 − τ2) = (a− b

ξ2
)(τ1 − τ2) ∈ Rn

++, ∀ τ1, τ2 ∈ (u, +∞)且τ1 > τ2.

因此ϕ(τ)在区间
(
max1≤i≤m

√
pi(xk)
Bi(xk)

,+∞
)
是弱单调的. 根据Φ的性质, xk的定义和xk ∈ D′

1, 可
得

Φ∗ = inf
x∈D1

Φ
(
f(x)

)
≤ Φ

(
f(xk+1)

)

≤ Φ
(
f(xk+1) + τk+1B(xk+1) +

1
τk+1

p(xk+1)
)

= Φk+1 = inf
x∈D

′
1

Φ
(
f(x) + τk+1B(x) +

1
τk+1

p(x)
)

≤ Φ
(
f(xk) + τk+1B(xk) +

1
τk+1

p(xk)
)
≤ Φ

(
f(xk) + τkB(xk) +

1
τk

p(xk)
)

= Φk,

根据Φ的弱递增性质, τk > τk+1 > 0, 以及B(x) ≥ 0, p(x) ≥ 0(∀x ∈ D′
1)可得第二个不等式; 同

时, 根据φ(τ) = τB(xk) + 1
τ p(xk)在区间

(
max1≤i≤m

√
pi(xk)
Bi(xk)

,+∞
)
上的弱单调性, 得到最后一

个不等式.

(ii) 通过(i), 可知{Φk} ⊂ R是具有下界的非递增序列, 因此当k → ∞时, Φk收敛到某

个η ∈ R. 证毕.

定理3.1 令{xk} ⊂ Rn是算法MMIEPM生成的迭代序列, 该算法的实现需要弱次可加
函数Φ : Rm → R, 向量值障碍函数B : D′

1 → Rm
+ , 向量值外点罚函数p : Rn → Rm

+和一

系列满足τk > τk+1 ≥ s的参数序列{τk} ⊂ R++, 其中s = max1≤i≤m

√
pi(xk)
Bi(xk)

. 若x̄是{xk}的
聚点, x̄ ∈ arg minx∈D Φ

(
f(x)

)
. 进一步, x̄是MOP的弱Pareto最优解; 如果Φ是强次可加的,

则x̄是MOP的Pareto最优解.

证 首先证明x̄是可行解, 即x̄ ∈ D. 令{xkj}是{xk}的一个收敛子序列, 则limj→∞ xkj = x̄.
对于任意的j ∈ {1, 2, · · · }, xkj ∈ D′

1, 则有g(xkj ) < 0. 根据g的连续性, 进一步可得对于任意的j,
有g(x̄) < 0, 即

x̄ ∈ D1. (2)
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结合引理3.1, Φ的次可加性和弱递增性, 可得

Φ
( 1

τkj

p(xkj )
)
≤ Φ

(
f(xkj ) +

1
τkj

p(xkj )
)

+ Φ
(
− f(xkj )

)

≤ Φ
(
f(xkj ) + τkj B(xkj ) +

1
τkj

p(xkj )
)

+ Φ
(
− f(xkj )

)

≤ Φ
(
f(x1) + τ1B(x1) +

1
τ1

p(x1)
)

+ Φ
(
− f(xkj )

)
.

因此由f的连续性以及limj→∞ xkj = x̄可知

lim sup
j→∞

Φ
( 1

τkj

p(xkj )
)
≤ lim sup

j→∞

[
Φ

(
f(x1) + τ1B(x1) +

1
τ1

p(x1)
)

+ Φ
(
− f(xkj )

)]

= Φ
(
f(x1) + τ1B(x1) +

1
τ1

p(x1)
)

+ Φ
(
− f(x̄)

)

≤ Φ
(
f(x0) + τ1B(x0) +

1
τ1

p(x0)
)

+ Φ
(
− f(x̄)

)
,

其中最后一个不等式的成立来自于x0 ∈ D′
1和x1 ∈ arg minx∈D′

1
Φ

(
f(x) + τ1B(x) + 1

τ1
p(x)

)
. 则

存在j0, 使得

Φ
( 1

τkj

p(xkj )
)

<

∣∣∣∣Φ
(
f(x0) + τ1B(x0) +

1
τ1

p(x0)
)

+ Φ
(
− f(x̄)

)∣∣∣∣ + 1, ∀j ≥ j0.

因为对于任意的k, 都有 1
τkj

p(xkj ) ≥ 0, 且Φ满足(1)式, 则存在T > 0, 使得对于任意的j ≥ j0, 都

有‖ 1
τkj

p(xkj )‖ ≤ T . 又由于{ 1
τkj
}是正实数的发散序列, 故可推出

lim sup
j→∞

p(xkj ) = 0.

因此由p的连续性可得p(x̄) = 0, 即x̄ ∈ D2. 结合(2)式可以得到x̄ ∈ D.

由引理3.1可知, ∃η ∈ R, 使得Φk → η, 其中Φk = Φ
(
f(xk) + τkB(xk) + 1

τk
p(xk)

)
. 接下来

证明Φ∗ = η, 其中Φ∗ = infx∈D1 Φ
(
f(x)

)
. 如果不成立, 则由引理3.1可得

Φ∗ < η.

结合(1)式, 则存在x̃ ∈ D′
1, 使得Φ∗ < Φ

(
f(x̃)

)
< η. 另外通过Φ的连续性和当τk → 0时,

τkB(x̃) + 1
τk

p(x̃) → 0可知

Φ
(
f(x̃) + τkB(x̃) +

1
τk

p(x̃)
)

< η. (3)

再由x̃ ∈ D
′
1可得

Φk := inf
x∈D

′
1

Φ
(
f(x) + τkB(x) +

1
τk

p(x)
)
≤ Φ

(
f(x̃) + τkB(x̃) +

1
τk

p(x̃)
)
.

结合(3)式可以推导出, 对于足够大的k有

Φk < η.

这与引理3.1的结论(ii)相矛盾, 因此Φ∗ = η.

以下证明x̄ ∈ arg minx∈D Φ
(
f(x)

)
. 首先证x̄ ∈ arg minx∈D1 Φ

(
f(x)

)
, 即Φ

(
f(x̄)

)
= Φ∗.

如果不成立, 那么由x̄ ∈ D1和Φ∗的定义得到
Φ

(
f(x̄)

)
> Φ∗. (4)

由Φ∗ = η, 可以推出

lim
j→∞

Φ
(
f(xkj ) + τkj B(xkj ) +

1
τkj

p(xkj )
)
− Φ∗ = lim

j→∞
Φkj

− Φ∗ = η − Φ∗ = 0. (5)

结合τkj
B(xkj ) ≥ 0和 1

τkj
p(xkj ) ≥ 0 (j = 1, 2, · · · ), Φ的弱递增性, Φ

(
f(·)

)
的连续性以及(4)式,
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可以得到

lim
j→∞

Φ
(
f(xkj ) + τkj B(xkj ) +

1
τkj

p(xkj )
)
− Φ∗ ≥ lim

j→∞
Φ

(
f(xkj )

)
− Φ∗ = Φ

(
f(x̄)

)
− Φ∗ > 0,

这与(5)式相矛盾. 因此Φ
(
f(x̄)

)
= Φ∗. 结合x̄ ∈ D和Φ∗ ≤ infx∈D Φ

(
f(x)

)
, 易得Φ

(
f(x̄)

)
=

Φ∗ = infx∈D Φ
(
f(x)

)
, 即x̄ ∈ arg minx∈D Φ

(
f(x)

)
. 由引理2.1的结论(i)可得x̄是(MOP)的一个

弱Pareto解. 通过引理2.1的结论(ii), 可以同样证明MMIEPM的强版本.

§4 数值实验
本节所有实验均在一台配置为AMD Ryzen 5 4600U的CPU, Radeon显卡, 16G运行内存

的64位Windows 10操作系统联想笔记本电脑上进行. 实验环境采用MATLAB R2017b.

首先应用MMIEPM求解一个包含等式和不等式约束的多目标优化问题.

例4.1 考虑多目标优化问题
min f(x)

s.t.





1
2 − x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0,

x2
1 − 3x1 + 3− x2 = 0,

其中f(x) = (x1 + x2, x
2
1 − x2)>.

选择函数Φ(u) = max1≤i≤m ui, 令初始点x0 = (3, 3)>, 设置允许误差ε = 10−4. 利
用MMIEPM, 得到Φ(x16) = 2.0001, x16 = (1.0001, 0.9999)>是例4.1的近似解. 每次迭代的
数值结果如表1所示.

表 1 例4.1的计算结果

k xk τk ‖τkB(xk)‖ ‖ 1
τk

p(xk)‖ Φk f

1

(
0.9441

0.5371

)
1.0000 2.9216 0.3852 4.0052

(
1.4812

0.3542

)

2

(
1.3478

0.5232

)
0.5000 1.1230 0.1768 2.5857

(
1.8710

1.2934

)

...
...

...
...

...
...

...

16

(
1.0001

0.9999

)
3.0518× 10−5 6.8234× 10−5 1.0790× 10−5 2.0001

(
2.0000

0.0002

)

由于MMIEPM的罚函数包含向量值障碍函数, 因此下面将其用于解决仅包含不等式约束的
多目标优化问题.

例4.2 考虑仅含不等式约束的多目标优化问题

min f(x)

s.t.

{
1− x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0,

其中f(x) = (x1 + x2, x
2
1 − x2)>.
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选择函数Φ(u) =
∑m

i=1 2ui ,令初始点x0 = (2, 1)>. 设置允许误差ε = 10−4. 利用MMIEPM,
得到Φ(x23) = 4.0024, x23 = (1.0003, 0.0055)>是问题例4.2的近似解. 每次迭代的数值结果如
表2所示.

表 2 例4.2的计算结果

k xk τk ‖τkB(xk)‖ ‖ 1
τk

p(xk)‖ Φk f

1

(
1.6389

0.8907

)
1.0000 1.9263 0 24.6446

(
2.5295

1.7953

)

2

(
1.4564

0.6804

)
0.5000 1.3192 0 13.9155

(
2.1368

1.4407

)

...
...

...
...

...
...

...

23

(
1.0003

0.0055

)
2.3842× 10−7 8.447010−4 0 4.0024

(
1.0058

0.9951

)

注意到MMIEPM只能得到多目标优化问题的一个Pareto最优解. 因此下面通过调整参数值
以获取该优化问题的最优解集合.

例4.3 考虑多目标优化问题
min f(x)

s.t. x ∈ D,

其中f(x) = (x, x2 − 4x)>, D = [0,+∞]. f(x), D和该问题的Pareto最优解集的图像如图1所示.

图 1 例4.3的图像: 可行集和Pareto最优解集

选择函数

Φw(u) = max
i=1,2

{ui + wi}, w ∈ R2.
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由于f1, f2是[2,+∞]上的递增函数, 因此当w = (0, 0)>时, Φw

(
f(x)

)
在x = 2处有一个严格

的最小值点. 当wα = (α, 0)>, α ∈ [−6, 0]时, 讨论arg minx∈D Φw

(
f(x)

)
. 对于固定的α,

Φwα

(
f(x)

)
在点xα ∈ [0, 2]处有唯一的最小值, 其中f1(xα) + α = f2(xα), 即xα = 5−√25+4α

2 .
故 ⋃

−6≤α≤0

arg minΦwα

(
f(x)

)
= [0, 2].

其中wα ∈ [−6, 0]× {0}.

§5 约束多目标优化问题的混合罚函数方法的应用

本节首先简要介绍多指标交通网络均衡模型, 随后探讨MMIEPM算法在多指标交通网络最
小费用流问题中的应用.

多目标交通网络均衡模型用于评估交通网络中的交通流量和相关多个指标的出行

成本. 在交通网络中, 节点集和有向弧集分别用N和E表示. cα > 0表示弧α ∈ E的容

量. C = (cα)α∈E表示容量向量. 起讫(原点-目的地, 简称O-D)对集合记为W , 需求向量
记为D = (dw)w∈W , 其中dw > 0表示O-D对w的交通流量需求. 设Qw表示连接O-D对w的

可用路径集. 设
∑

w∈W |Qw| = m和Q =
⋃

w∈W Qw. 给定路径k ∈ Q, 设hk为交通流, 则
称h = (h1, h2, · · · , hm) ∈ Rm为路径流. 弧流量需要满足如下所示的容量约束.

0 ≤ vα ≤ cα, ∀α ∈ E,

其中

vα =
∑

w∈W

∑
k∈Qw

δαkhk.

若路径k包含弧α, 则δαk = 1; 否则, δαk = 0. 路径流向量h满足需求约束
∑

k∈Qw
hk = dw. 若路

径流h同时满足需求约束和容量约束, 则称其为可行路径流. 令
H := {h ∈ Rm

+ |
∑

k∈Qw

hk = dw,∀ w ∈ W ; cα ≥ vα ≥ 0,∀ α ∈ E}

表示可行流集合.

设lα(hk) : R → Rr是路径k在弧α上的向量值费用函数, 而ζk(hk) : R → Rr是路径k上的向

量值费用函数. 两者关系可表述为
ζk(hk) =

∑

α∈E

δαklα(hk).

因此多指标交通网络均衡问题的最小费用流问题定义为

min
∑

w∈W

∑
k∈Qw

ζk(hk)

s.t. h ∈ H.

例5.1 如图2所示的交通网络费用流问题中, 节点集N = {1, 2, 3, 4}, 有向弧集E =
{e1, e2, e3, e4, e5}, 弧容量向量C = (3, 2, 3, 3, 4)>, O-D对集合W = {(1, 4), (3, 4)}, 需求向
量D = (3, 4).
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图 2 例5.1 的交通拓扑图

从R到R2的弧费用函数定义为

le1(h1) =




1
2
h2

1 + 1

h2
1


 , le2(h2) =

(
h2

2 + 3h2 + 5
h3

2 + 4h2 + 2

)
, le3(h3) =

(
h2

3 + 2
h2

3 + 3

)
,

le4(h4) =

(
h4 + 4
h4 + 5

)
, le5(h1) =

(
h2

1

h1

)
, le5(h3) =

(
h2

3

h3

)
.

从而可得每个路径上的向量值费用函数

ζ1(h1) = le1(h1) + le5(h1) =




3
2
h2

1 + 1

h2
1 + h1


 , ζ2(h2) = le2(h2) =

(
h2

2 + 3h2 + 5
h3

2 + 4h2 + 2

)
,

ζ3(h3) = le3(h3) + le5(h3) =

(
2h2

3 + 2
h2

3 + h3 + 3

)
, ζ4(h4) = le4(h4) =

(
h4 + 4
h4 + 5

)
.

向量最小费用流问题可以表示为

min f(x) =
∑

w∈W

∑

k∈Qw

ζk(hk)

= (
3
2
h2

1 + h2
2 + 3h2 + 2h2

3 + h4 + 12, h2
1 + h1 + h3

2 + 4h2 + h2
3 + h4 + 10)>

s.t.





0 ≤ h1 ≤ 3,

0 ≤ h2 ≤ 2,

0 ≤ h3 ≤ 1,

0 ≤ h4 ≤ 4,

0 ≤ h1 + h3 ≤ 3,

h1 + h2 = 3,

h3 + h4 = 4.
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选择函数Φ(u) =
∑m

i=1 ui, 初始点h0 = (1, 1, 0.5, 1)>. 设置允许误差ε = 10−4. 利
用MMIEPM, 得到Φ(h22) = 50.8484, h22 = (2.0783, 0.9217, 0.2153, 3.7847)>是问题的近似解.
该算法的运行时间总共为0.0304秒. 然而当使用线性加权法处理目标函数并选择权重参
数zk = (0.5, 0.5)>时, 借助fmincon函数运行标量问题, 得到最优解的计算时间为0.1287秒. 这表
明MMIEPM的时间成本比一般的标量化算法更低. 此外图3展示了迭代点hk各分量的变化趋势,
而每次迭代的数值结果则如表3所示.

图 3 迭代点hk各分量的变化趋势

表 3 例5.1的计算结果

k hk τk ‖τkB(hk)‖ ‖ 1
τk

p(hk)‖ Φk f

1




0.8925

0.6121

0.4839

1.5442


 9.80× 10−2 37.1915 1.1213 76.8599

(
17.2975

16.6291

)

2




0.7974

0.5016

0.4797

1.7635


 2 19.1630 2.1152 57.3498

(
16.8143

16.0393

)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

22




2.0783

0.9217

0.2153

3.7847


 1.9073× 10−6 3.0107× 10−5 6.1909× 10−5 50.8484

(
25.9347

24.9137

)

§6 总结
基于Fukuda等人[24-25]在多目标优化问题上罚函数方法的开创性工作, 本文提出了经

典内-外混合罚函数方法的向量值版本MMIEPM, 并证明了该算法生成的迭代序列收敛于
问题的Pareto最优解或弱Pareto最优解. 同时通过数值实验验证了MMIEPM的有效性. 最
后将MMIEPM应用于多指标交通网络最小费用流问题, 并与线性加权法进行比较, 结果显
示MMIEPM在时间成本方面具有明显优势. 然而本文提出的MMIEPM仅能获得问题的一
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个Pareto最优解或弱Pareto最优解. 因此如何利用MMIEPM生成问题的完整Pareto前沿或
弱Pareto前沿是未来研究的一个方向.
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A mixed interior-exterior penalty method for constrained
multiobjective optimization problems
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Abstract: This paper proposes a mixed interior-exterior penalty method for solving multi-

objective optimization problems involving both equality and inequality constraints. The penalty func-

tion in this method consists of the objective function, an internal penalty function, and an external

penalty function for the feasible set. Under some suitable conditions, it is proved that the sequence

generated by the algorithm converges to a Pareto or a weak Pareto optimal solution in terms of auxil-

iary monotone functions. In addition, three numerical experiments are given to verify the feasibility of

the proposed algorithm. Finally, the algorithm is applied to solve a vector minimum cost flow problem

in a traffic network, and a comparative analysis with the linear weighting method highlights the time

cost advantages of the proposed algorithm.

Keywords: multi-objective optimization; mixed interior-exterior penalty method; Pareto optimal

solution; multi-criteria traffic equilibrium network problem
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