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无界域上全纯Cliffordian函数的若干性质

及其Cauchy型积分的边值特性
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摘 要: 首先介绍了定义于Euclidean空间, 取值于实Clifford代数的全纯Cliffordian函
数. 然后利用正则函数的性质讨论了全纯Cliffordian函数的若干性质和空间性质. 主
要借用第一类拟置换得出全纯Cliffordian函数的等价条件, 研究了它与正则函数之间
的关系. 接下来以Cauchy积分公式和Plemelj公式为基础, 得出了开拓定理. 最后定义
了无界域上的Cauchy型积分, 并证得它在Cauchy主值意义下收敛. 同时利用一些重要
的积分估值得出了无界域上的Plemelj公式.
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§1 引 言

Clifford代数是W. K. Clifford创立的对乘法可结合, 不可交换的几何代数[1]. Clifford分析
是随Clifford代数发展起来的一个新兴数学分支. 它在弹性力学, 流体力学, 机器人学, 量子力
学, 计算生物学等很多现代科技领域被广泛地应用. 单复变中全纯函数理论向高维空间推广
分为两个方向: 一个是多复变中的全纯函数理论; 另一个是Clifford分析中的正则函数理论. 其
中关于Cauchy型积分算子性质的研究一直是国内外活跃的课题之一, 它在解决Clifford分析的
边值问题上具有重要意义. 并且在许多领域中扮演重要角色. 例如: 调和分析, 算子代数, 位势
理论, 偏微分方程和数值逼近等. 上世纪80年代, Clifford分析理论初步完成, 以研究正则函数
的性质为中心形成了一个理论体系, 得到了一系列的成果. 例如: 正则函数的Cauchy积分公式,
Cauchy-Pompeiu公式, 唯一性定理以及Cauchy型积分的边界性质等[2].

近期, 许多学者对Clifford分析的函数理论, 边值问题及奇异积分理论做了大量工作和深入
研究. 2005年, 黄沙等[3-4]系统的研究了Clifford代数中正则函数的理论体系, 在此基础上给出了
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一类非齐次偏微分的边值问题; 杜金元等[5]探讨了在Clifford代数和泛Clifford代数中Cauchy型
积分的边界行为; 任广斌等[6]研究了Clifford分析中一类与复分析联系很密切的Slice正则函数
的性质; 乔玉英等[7]研究了Clifford分析中非欧度量下的一类正则函数的性质; 谢永红等[8]研

究了hypergenic-Cauchy型积分的边界性质; 王丽萍等[9]研究了T算子的性质; 杨贺菊等[10]研究

了加α权k正则函数的Cauchy积分公式; 李尊凤等[11]讨论了复Clifford代数上的Cauchy积分公
式; 史海盼等[12-14]研究了Clifford分析中双边Fourier变换, Clifford-Fourier变换以及双边分数
阶Fourier变换的性质; Dinh等[15-16]讨论了k-正则函数, 广义(ki)-正则函数的表示; Blaya等[17]给

出了次多正则函数的Cauchy积分公式; 许娜[18]研究了复泛Clifford代数上的Cauchy积分公式.

H. Leutwiler等对Dirac算子的修正促进了Clifford空间中超正则, k正则, k超正则等新
函数类的推广. 全纯Cliffordian函数是一类比正则函数更广泛的函数类. G. Laville和I.
Ramadanoff[19-22]把幂函数, 指数函数等常用全纯函数推广到高维空间, 引入了全纯Cliffordian
函数. 然后给出其核函数, 有界域上的积分表达, Taylor和Laurent展式等. 并对解析型, 椭圆型
和Jaccobi椭圆型Cliffordian函数做了相关研究. 扈玮玮[23]研究了有界域上全纯Cliffordian函数
的Cauchy型积分, Plemelj公式, Plivalov定理等. 库敏讨论了复Clifford代数上全纯Cliffordian函
数的相关性质. 这一新函数进一步拓宽了人们在实复Clifford分析上的研究视野和发展方向.

本文研究定义于R2m+2空间, 取值于Clifford代数Cl2m+1,0(R)上的全纯Cliffordian函数的
若干性质. 主要安排如下: §2回顾与全纯Cliffordian函数有关的基本知识和常用引理, 并
且给出了两个重要算子的不等式模估计. §3讨论了全纯Cliffordian函数的空间特性-构成一
右Cl2m+1,0(R)模, 介绍了第一类拟置换, 给出全纯Cliffordian函数与正则函数之间的关系. 还
以Cauchy积分表示式和Plemelj公式为基础, 得出了有界域上的开拓定理. §4受无界域上k正则

函数高阶Cauchy核的启发, 构作了无界域上全纯Cliffordian函数的Cauchy核. 并介绍了2m+1次
连续可微函数的Cauchy型积分及其Cauchy主值. 这里通过巧妙积分估值和增设条件, 将无界积
分区域的边界分成有界和无界两部分进行讨论, 最后得出了Plemelj公式.

§2 预备知识

设Cl2m+1,0(R)是2m+2维实线性空间R2m+2的Clifford代数, 且{ei, i = 0, 1, · · · , 2m + 1}
为R2m+2的一组标准正交基, 则Cl2m+1,0(R)是以

e0, e1, · · · , e2m+1; e1e2, · · · , e2me2m+1; · · · ; e1 · · · e2m+1

为基的22m+1维空间, Cl2m+1,0(R)中的基元素可表示成eA = eα1 · · · eαh
, 其中A = {α1, · · · , αh}

⊆ {1, · · · , 2m + 1}, 且1 ≤ α1 < α2 < · · · < αh ≤ 2m + 1. 当A = ∅时, eA = e0 = 1.
Cl2m+1,0(R)中任一元素a都可表示成a =

∑
A

aAeA, aA ∈ R. 在Cl2m+1,0(R)中的乘法满足




e2
0 = 1, e0ei = eie0 = ei, i = 1, 2, . . . , 2m + 1,

e2
i = −1, i = 1, 2, . . . , 2m + 1,

eiej = −ejei, 1 ≤ i, j ≤ 2m + 1, i 6= j,

eα1eα2 · · · eαh
= eα1α2···αh

, 1 ≤ α1 < α2 < · · · < αh ≤ 2m + 1.

(2.1)

{
ēi = −ei, i = 1, 2, . . . , 2m + 1,

λµ = µ̄λ̄, λ, µ ∈ Cl2m+1,0(R).
(2.2)
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Cl2m+1,0(R)中元素a的范数为|a| =
√∑

A

|aA|2. 且∀a, b ∈ Cl2m+1,0(R), 有

|a + b| ≤ |a|+ |b|, |ab| ≤ J |a||b|,
其中J为一正常数.

若Cl2m+1,0(R)中的元素x =
2m+1∑

i=0

eixi, 则x的共轭元素为x = x0 −
2m+1∑

i=1

eixi, 且有

xx = xx = |x|2, 其中|x|2 =
2m+1∑

i=0

x2
i .

设

F
(r)
Ω =

{
f |f : Ω → Cl2m+1,0(R), f(x) =

∑

A

fA(x)eA, fA(x) ∈ Cr(Ω ,R)

}
,

其中Cr(Ω ,R)为r次连续可导函数集, Ω为R2m+2中一非空区域.

设f ∈ F
(r)
Ω , Dirac算子定义为

D : F
(r)
Ω → F

(r−1)
Ω

Df =
2m+1∑

i=0

ei
∂f

∂xi
=

∑

i,A

eieA
∂fA

∂xi
, fD =

2m+1∑

i=0

∂f

∂xi
ei =

∑

i,A

eAei
∂fA

∂xi
,

Df =
∂f

∂x0
−

2m+1∑

i=1

ei
∂f

∂xi
, fD =

∂f

∂x0
−

2m+1∑

i=1

∂f

∂xi
ei.

并且有性质

DD = DD = ∆ =
2m+1∑

i=0

∂2

∂x2
i

.

定定定义义义2.1 设f ∈ F
(1)
Ω , 其中Ω ⊂ R2m+2为非空区域, 若对任意的x ∈ Ω , 有Df(x) = 0

(f(x)D = 0), 则称f为Ω 上的左(右)正则函数, 通常简称左正则函数为正则函数.

定定定义义义2.2 设f ∈ F
(2m+1)
Ω , 其中Ω ⊂ R2m+2为非空区域, 若对任意的x ∈ Ω , 有D∆mf(x) =

0 (f(x)D∆m = 0), 则称f为Ω上的左(右)全纯Cliffordian函数, 通常简称左全纯Cliffordian函数
为全纯Cliffordian 函数.

注注注2.1 从定义容易看出, 全纯Cliffordian函数是正则函数的推广, 正则函数均为全
纯Cliffordian函数, 但反之不真. 例如: f(x) = x为全纯Cliffordian函数, 而不是正则函数.

设Ω如上所述, ∂Ω为可微, 定向, 紧致的Liapunov曲面. 若f(x) : ∂Ω → Cl2m+1,0(R) 满足
|f(x1)− f(x2)| ≤ C|x1 − x2|β , (0 < β < 1)

对任意的x1, x2 ∈ ∂Ω成立, 其中C为正常数, 则称函数f(x)在∂Ω上是Hölder连续的, 记∂Ω上指
标为β的Hölder连续函数全体为Hβ

∂Ω .

以下为Cl2m+1,0(R)值的2m+1次微分形式：
dŷi = dy0 ∧ · · · ∧ dyi−1 ∧ dyi+1 · · · ∧ dy2m+1,

dσ =
2m+1∑

i=0

(−1)i−1eidŷi,
−→n =

2m+1∑

i=0

eini, i = 0, 1, · · · , 2m + 1,

其中ni为单位外法向量
−→n的第i个分量. 则有dσ = −→n dS, dS为面积微元, dy为体积微元,

且dy = dy0 ∧ · · · ∧ dy2m+1.
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称

N(x) = εmx−1 (2.3)
为全纯Cliffordian函数的Cauchy核函数, 其中

x ∈ R2m+2/{0}, εm = (−1)m m + 1
22m+1m!πm+1

.

并且有

∆mN(x) =
1

ω2m+2

x

|x|2m+2
= E(x), (2.4)

其中ω2m+2 =
2πm+1

Γ(m + 1)
是单位球表面积, E(x)为正则函数的Cauchy核.

以下为主要引理.

引引引理理理2.1[19] (Hile引理) 设x, t ∈ Rn, n(≥ 2),m(≥ 0)为整数，则有∣∣∣∣
x

|x|m+2
− t

|t|m+2

∣∣∣∣ ≤
|x− t|Pm(x, t)
|x|m+1|t|m+1

,

其中

Pm(x, t) =





m∑
k=0

|x|m−k|t|k, m > 0,

1, m = 0.

(2.5)

引引引理理理2.2[19] 设Ω为R2m+2的非空有界区域, ∂Ω为可微, 定向, 紧致的Liapunov曲面. f ∈
F

(2m+1)

Ω
, 若f是Ω上的全纯Cliffordian函数, 且x ∈ Ω , 则

f(x) =
∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∆m−kN(y − x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

(2.6)

引引引理理理2.3[23] 设Ω如上所述, f ∈ F
(2m+1)

Ω
,且对任意的x ∈ Ω ,若f满足(2.6)式,则f(x)为Ω上

的全纯Cliffordian函数.

引引引理理理2.4[24] 设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F
(2m+1)

Ω
, x ∈ ∂Ω , 则有∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσyf(y) =
1
2
f(x) +

∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσy[f(y)− f(x)].

上式左端的积分为Cauchy主值意义下的积分, 右端的积分为普通意义下的广义积分.

注注注2.2 当f = 1时, 有
∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσy =
1
2
.

引引引理理理2.5[25] 设Ω , ∂Ω如上所述, Ω+ = Ω ,Ω− = R2m+2/Ω , f ∈ Hα
∂Ω , 0 < α < 1, 且x0 ∈

∂Ω , 其中Ψ(x) =
∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσyf(y). Ψ+(x0), Ψ−(x0)分别为Ψ(x)当x → x0时, x ∈
Ω+, x ∈ Ω−的极限, 则有 




Ψ+(x0) =
1
2
f(x0) + Ψ(x0),

Ψ−(x0) = −1
2
f(x0) + Ψ(x0).

(2.7)
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或 {
Ψ+(x0) + Ψ−(x0) = 2Ψ(x0),
Ψ+(x0)−Ψ−(x0) = f(x0).

(2.7)

引引引理理理2.6[23] (有界域上全纯Cliffordian函数的Plemelj公式)设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F
(2m+1)
∂Ω ,

x0 ∈ ∂Ω ,Φ+(x0), Φ−(x0)分别表示当x → x0, x ∈ Ω+, x ∈ Ω−时Φ(x)的边界值, 其中

Φ(x) =
∫

∂Ω

(∆mN(y − x)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∆m−kN(y − x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

则有 



Φ+(x0) =
1
2
f(x0) + Φ(x0),

Φ−(x0) = −1
2
f(x0) + Φ(x0).

(2.8)

或 {
Φ+(x0) + Φ−(x0) = 2Φ(x0),
Φ+(x0)− Φ−(x0) = f(x0).

(2.8)

以下设R2m+2中的无界区域U具有Lipschitz连续的边界∂U , 且U的余集中包含非空开

集, 0 6∈ ∂U , 且∀t ∈ ∂U , 0不在t处的切平面上. 设E∗(y, x) = E(y − x) − E(y − x0), x ∈
R2m+2/∂U, x0 ∈ R2m+2/U, x0为固定点.

引引引理理理2.7[26] 设U, ∂U如上所述, 设ψ(x) : ∂U → Cl2m+1,0(R) 有界, 且设ψ(x) ∈ Hβ
∂U , 0 <

β < 1, 则对任意的x ∈ ∂U , 积分Ψ(x) =
∫

∂U

E∗(y, x) dσyψ(y)在Cauchy主值下是有意义的.

引引引理理理2.8[26] 设U, ∂U如上所述, 设ψ(x) : ∂U → Cl2m+1,0(R), 且ψ(x) ∈ Hβ
∂U , 0 < β < 1,

Ψ(x) =
∫

∂U

E∗(y, x) dσyψ(y), 则对任意的t ∈ ∂U , 有

Ψ±(t) = ±1
2
ψ(t) +

∫

∂U

E∗(y, t)dσyψ(y).

引引引理理理2.9 若对任意的y, x, x0 ∈ R2m+2, 存在M1 > 0, 使得
|y − x|
|y − x0| ≤ M1,

|y − x0|
|y − x| ≤ M1,

则对k = 0, 1, · · · ,m, 存在M > 0, 使得∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣ ≤
M |x− x0|

|y − x0|2(m−k)+3
.

证 因为∆mN(y − x) =
1

ω2m+2

y − x

|y − x|2m+2
, 且

∂

∂n
∆m−kN(y − x)

=
1

ω2(m−k)+2

∂

∂n

y − x

|y − x|2(m−k)+2
=

1
ω2(m−k)+2

∂

∂y0

y − x

|y − x|2(m−k)+2
cos(y0,

−→n ) + · · ·

+
1

ω2(m−k)+2

∂

∂y2m+1

y − x

|y − x|2(m−k)+2
cos(y2m+1,

−→n ),
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又由
∂

∂yi

y − x

|y − x|2(m−k)+2
=

ei

|y − x|2(m−k)+2
− y − x(yi − xi)
|y − x|2(m−k)+4

[2(m− k) + 2],

所以
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

=
1

ω2(m−k)+2

[
2m+1∑

i=0

(
ei

|y − x|2(m−k)+2
− y − x(yi − xi)
|y − x|2(m−k)+4

[2(m− k) + 2]
)

cos(yi,
−→n )

]
.

故原不等式∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣

=
1

ω2(m−k)+2

∣∣∣∣∣
2m+1∑

i=0

[(
ei

|y − x|2(m−k)+2
− ei

|y − x0|2(m−k)+2

)
cos(yi,

−→n )

+ [2(m− k) + 2]
(

y − x0(yi − x0i)
|y − x0|2(m−k)+4

− y − x(yi − xi)
|y − x|2(m−k)+4

)
cos(yi,

−→n )
]∣∣∣∣

≤ 1
ω2(m−k)+2

2m+1∑

i=0

∣∣∣∣
1

|y − x|2(m−k)+2
− 1
|y − x0|2(m−k)+2

∣∣∣∣

+
2(m− k) + 2
ω2(m−k)+2

2m+1∑

i=0

∣∣∣∣
y − x(yi − xi)
|y − x|2(m−k)+4

− y − x0(yi − x0i)
|y − x0|2(m−k)+4

∣∣∣∣ ,

通分变形得∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣

≤ 2m + 2
ω2(m−k)+2

|x− x0|
∣∣|y − x0|2(m−k)+1 + |y − x0|2(m−k)|y − x|+ · · ·+ |y − x|2(m−k)+1

∣∣
|y − x|2(m−k)+2|y − x0|2(m−k)+2

+
[2(m− k) + 2](2m + 2)

ω2(m−k)+2

∣∣∣∣
y − x

|y − x|2(m−k)+4
− y − x0

|y − x0|2(m−k)+4

∣∣∣∣ |y − x|

+
[2(m− k) + 2](2m + 2)

ω2(m−k)+2

∣∣∣∣
y − x0

|y − x0|2(m−k)+4

∣∣∣∣ |x− x0|

=
2m + 2

ω2(m−k)+2

|x− x0|
∣∣∣1 + |y−x|

|y−x0| + · · ·+ |y−x|2(m−k)+1

|y−x0|2(m−k)+1

∣∣∣
|y − x0||y − x|2(m−k)+2

+
[2(m− k) + 2](2m + 2)

ω2(m−k)+2

∣∣∣∣
y − x

|y − x|2(m−k)+4
− y − x0

|y − x0|2(m−k)+4

∣∣∣∣ |y − x|
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+
[2(m− k) + 2](2m + 2)

ω2(m−k)+2

1
|y − x0|2(m−k)+3

|x− x0|,

由题设条件
|y − x|
|y − x0| ≤ M1, 以及Hile引理2.1, 故上式
∣∣∣∣

∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣

≤ J1|x− x0|
|y − x0||y − x|2(m−k)+2

+
J2|x− x0|

2(m−k)+2∑
j=0

|y − x0|2(m−k)+2−j |y − x|j

|y − x|2(m−k)+3|y − x0|2(m−k)+3
|y − x|+ J3|x− x0|

|y − x0|2(m−k)+3

=
J1|x− x0|

|y − x0||y − x|2(m−k)+2
+

J2|x− x0|
2(m−k)+2∑

j=0

|y−x|j
|y−x0|j

|y − x|2(m−k)+2|y − x0|
+

J3|x− x0|
|y − x0|2(m−k)+3

≤ J1|x− x0|
|y − x0||y − x|2(m−k)+2

+
J4|x− x0|

|y − x|2(m−k)+2|y − x0|
+

J3|x− x0|
|y − x0|2(m−k)+3

,

又由题设
1

|y − x| ≤
M1

|y − x0| , 因此得∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣ ≤
M |x− x0|

|y − x0|2(m−k)+3
.

注注注2.3 上述引理由点x, x0的对称性可知有:∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣ ≤
M |x− x0|

|y − x|2(m−k)+3
.

以下设U, ∂U如上所述, N0 ∈ ∂Ω为任一固定点, 以N0为原点, N0处的外法向量为正

的ξ2m+1轴的正方向建立极坐标系, 则∂Ω能写成ξ2m+1 = ξ2m+1(ξ0, · · · , ξ2m)的形式, 其中ξ2m+1

关于ξi(i = 0, · · · , 2m)具有一阶偏微分.

令d > 0充分小, 使其满足bdα ≤ 1, 而且对任意的点N ∈ ∂Ω , 令θ0 = θ(N0, N)表示∂Ω上
过N0与N处的外法向量的夹角, 且以ρ = |N0N |表示点N0与点N的距离(ρ < d), 这样可得到

cos θ0 ≥ 1− 1
2
θ2
0 ≥ 1− 1

2
b2ρ2α ≥ 0,

故有
1

cos θ0
≤ 1

1− 1
2b2ρ2α

≤ 1 + b2ρ2α ≤ 2, 因而cos θ0 ≥ 1
2
.

下面引入N0点局部广义球坐标变换



ξ2m = ρ0 cos ϕ0 cos ϕ1 · · · cos ϕ2m−2 cos ϕ2m−1,

ξ2m−1 = ρ0 cos ϕ0 cos ϕ1 · · · cos ϕ2m−2 sinϕ2m−1,

· · · ,

ξ1 = ρ0 cos ϕ0 sinϕ1,

ξ0 = ρ0 sinϕ0.

其中ρ0是ρ在N0处切平面的投影, ϕi满足条件

|ϕi| ≤ π

2
, i = 0, 1, · · · , 2m− 2, 0 ≤ ϕ2m−1 < 2π,
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由文献[20]有

cos(−→n , ξ2m+1) ≥ 1
2
,

∣∣∣∣
D(ξ0, ξ1, · · · , ξ2m)

D(ρ0, ϕ0, · · · , ϕ2m−1)

∣∣∣∣ ≤ ρ2m
0 ,

其中−→n是N点处的法向量. 并且可以得到

|dσx| = |dSx| =
∣∣∣∣

1
cos(−→n , ξ2m+1)

dξ0dξ1 · · ·dξ2m

∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣∣

D(ξ0, ξ1, · · · , ξ2m)
D(ρ0, ϕ0, · · · , ϕ2m−1)

∣∣∣∣ |dρ0dϕ0dϕ1 · · ·dϕ2m−1| ≤ C0ρ
2m
0 dρ0 ≤ C0ρ

2mdρ,

其中C0 > 0为常数.

上式为本文进行一些积分估值提供了关键性的依据.

§3 全纯Cliffordian函数空间的性质

由文献[3], 设A = {h1, h2, · · · , hk}, 0 ≤ h1 < h2 < . . . < hk ≤ 2m + 1, 其中hi ∈ N, (i =
1, 2, · · · , k) 且设M ∈ N, 称

MA =





A/{M}, M ∈ A,

{g1, g2, · · · , gk+1}, M∈A

(3.1)

为排列MA的第一类拟置换, 其中gi ∈ A
⋃{M}, 0 ≤ g1 < g2 < . . . < gk+1. 且规定MM =

0,M0 = M , 又称δMA = (−1)p为第一类拟置换的符号, 其中p表示A中所有不为0的元素个数.

引引引理理理3.1[3] 设M, A如上所述, 则第一类拟置换MA具有如下性质:

(1) 若MA = B, 则MB = A; (2)MA = AM ;

(3) 设M = 0, 那么δMA = 1; (4) 若MA = B 且M 6= 0, 则δMA = −δMB ;

(5)eMeA = δMAeMA.

定定定理理理3.1 D∆mf(x) = 0的解集合H(B), 即全纯Cliffordian函数空间构成一右Cl2m+1,0(R)
模.

证 对任意的fi(x) ∈ (H(B))(i = 1, 2), 有D∆mfi(x) = 0, 及任意的a, b ∈ Cl2m+1,0(R),
a =

∑
A

aAeA,b =
∑
B

bBeB , 其中aA, bB ∈ R, 因为D∆m(fi · eA) = D∆m(fi) · eA = 0, 所以

D∆m(fi · a) = D∆m(fi ·
∑

A

aAeA) =
∑

A

aAD∆m(fi · eA) = 0,

故fi · a ∈ (H(B))(i = 1, 2), 又由
D∆m (fi · (a + b)) = D∆m(fi · a) + D∆m(fi · b);

(f1 + f2) · a = f1 · a + f2 · a; fi · (ab) = (fi · a) · b; fi · e0 = fi, (i = 1, 2).
因而由右模定义定理得证.

注注注3.1 上述定理中D∆mf(x) = 0的解集H(B)不构成一左Cl2m+1,0(R)模,这是由于Clifford
代数中元素的不可交换性导致的.

定定定理理理3.2 (全纯Cliffordian函数的充要条件) D∆mf(x) = 0的充要条件是
∂(∆mfA)

∂x0
=

2m+1∑

i=1

δiA

∂(∆mfiA)
∂xi

.
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证 因为D∆mf =
2m+1∑

i=0

ei
∂(∆mf)

∂xi
=

∑

i,A

eieA
∂(∆mfA)

∂xi
, 由引理3.1知eieA = δiAeiA, (1 ≤

i ≤ 2m + 1), 且当i = 0时, δiA = 1, 当1 ≤ i ≤ 2m + 1时, 若记iA为B, 则A = iB, δiA = −δiB ,
故上式

D∆mf =
∑

i,A

δiAeiA

∂(∆mfA)
∂xi

=
∑

A

eA
∂(∆mfA)

∂x0
+

∑

A

2m+1∑

i=1

δiAeiA

∂(∆mfA)
∂xi

=
∑

A

eA
∂(∆mfA)

∂x0
−

∑

B

2m+1∑

i=1

δiBeB
∂(∆mfiB)

∂xi
,

又因为iA = B, iB = A(1 ≤ i ≤ 2m + 1), 易知所有A的集合与所有B的集合相同, 故可将上式中
第二项中的B换成A有

D∆mf =
∑

A

eA
∂(∆mfA)

∂x0
−

∑

A

2m+1∑

i=1

δiAeA
∂(∆mfiA)

∂xi
.

由D∆mf = 0, 故有
∂(∆mfA)

∂x0
=

2m+1∑

i=1

δiA

∂(∆mfiA)
∂xi

. 从而定理得证.

定定定理理理3.3 (全纯Cliffordian函数的充要条件) D∆mf(x) = 0的充要条件是
2m+1∑

i=0

δiB

∂(∆mfB)
∂xi

= 0.

证 由定理3.2以及δiA = −δiB ,(i 6= 0时, iA = B, iB = A)容易证得定理结论.

定定定理理理3.4 (有界域上全纯Cliffordian函数的开拓定理) 设Ω , ∂Ω如上所述, f ∈ F
(2m+1)
R2m+2 ,

若对任意的x ∈ R2m+2/∂Ω , 有D∆mf(x) = 0, 且当x ∈ ∂Ω时, 有f+(x) = f−(x), 且f+(x),
f−(x) ∈ F

(2m+1)
∂Ω , 则D∆mf(x) = 0,x ∈ R2m+2.

证 首先定义f(x) = f+(x) = f−(x), x ∈ ∂Ω . 对任意给定的x0 ∈ ∂Ω , 取一常数δ > 0, 可

以做一个以x0为心, δ为半径的超球B∗, ∂Ω可将B∗分为两部分, 记为B∗1和B∗2, 其中B∗1在∂Ω内
部, B∗2在∂Ω外部, 且∂Ω被B∗分成两部分, 分别记球内, 球外的部分为∂Ω1, ∂Ω2, 则x0 ∈ ∂Ω1. 由

引理2.2, 当x1 ∈ Ω时,

f(x1) =
∫

∂Ω

(∆mN(y − x1)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x1)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∆m−kN(y − x1)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

当x2 ∈ B∗/Ω时,

f(x2) =
∫

∂B∗2
(∆mN(y − x2)) dσyf(y)−

m∑

k=1

∫

∂B∗2

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x2)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂B∗2

(
∆m−kN(y − x2)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.
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由引理2.2, 引理2.4, 相对于区域Ω , 有
f(x0) = f+(x0)

=
1
2
f(x0) +

∫

∂Ω

(∆mN(y − x0)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂Ω

(
∆m−kN(y − x0)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

相对于区域B∗2, 有

f(x0) = f−(x0) = f̃+(x0) =
1
2
f(x0) +

∫

∂B∗2
(∆mN(y − x0)) dσyf(y)

−
m∑

k=1

∫

∂B∗2

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂B∗2

(
∆m−kN(y − x0)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy,

其中f̃+(x0)为f(x)当x0 ∈ B∗2, x → x0时的正边界值. 将上面两式相加得

f(x0) =
∫

∂(Ω
⋃

B∗2)
(∆mN(y − x0)) dσyf(y)

−
m∑

k=1

∫

∂(Ω
⋃

B∗2)

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂(Ω
⋃

B∗2)

(
∆m−kN(y − x0)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

由引理2.3及x0 ∈ ∂Ω的任意性得证定理结论.

§4 无界域上全纯Cliffordian函数Cauchy型积分的边值特性

以下讨论了由Cliffordian函数的Cauchy积分公式所引入的一类奇异积分的性质, 得到了在
无界域上这类积分的收敛性和Plemelj公式. 由于在无界域上的积分无穷远点是它的一个自然奇
点, 所以处理无穷远点的收敛问题是重点也是难点.

假设将要讨论的R2m+2中的无界域U具有Lipschitz连续的边界∂U , 且U的余集中包含非空

开集, 0∈∂U , 且对任意点t ∈ ∂U , 0不在t处的切平面上.

称积分

Φ(x) =
∫

∂U

(∆mN∗(y, x)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂U

(
∆m−kN∗(y, x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy

(4.1)
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为全纯Cliffordian函数的Cauchy型积分, 其中U, ∂U如上所述. 并且有N(x) = εmx−1 = εm
x

|x|2 ,

N∗(y, x) = N(y−x)−N(y−x0), x ∈ R2m+2/∂U , x0 ∈ R2m+2/U ,x0为固定点, 且f ∈ F
(2m+1)
∂U ,

显然此积分是有意义的.

这里引入了修正的核N∗(y, x), 它是在原来Cliffordian函数的Cauchy型核的基础上减
去N(y−x0)得到的. 比较原来的核N(y−x), 修正核N∗(y, x)在有限部分的积分与N(y−x)一样.
因为N(y − x0)为一全纯Cliffordian函数, 但在无穷远点N∗(y, x)比N(y − x)少了一阶奇性, 从而
使积分对于更多的密度函数有意义.

若x ∈ ∂U , 上述定义中的积分为奇异积分, 则构造一个以x为心, δ为半径的小球交∂U于λδ,
记

Φδ(x) =
∫

∂U/λδ

(∆mN∗(y, x)) dσyf(y)

−
m∑

k=1

∫

∂U/λδ

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂U/λδ

(
∆m−kN∗(y, x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

(4.2)

若 lim
δ→0

Φδ(x) = I, 则称上述奇异积分Φ(x)在Cauchy主值意义下收敛, I为Φ(x)的Cauchy主

值, 记I = Φ(x).

定定定理理理4.1 设f ∈ F
(2m+1)
∂U , 若存在正常数C1, C2及s ∈ (0, 1), 使得

|D∆k−1f(y)| ≤ C1|y|1+s−2k,

∣∣∣∣
∂

∂n
D∆k−1f(y)

∣∣∣∣ ≤ C2|y|s−2k, k = 1, 2, · · · ,m.

则对任意的x ∈ ∂U , Φ(x)作为Cauchy主值意义下的积分收敛.

证 因为

Φ(x) =
∫

∂U

(∆mN∗(y, x)) dσyf(y)

−
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂U

(
∆m−kN∗(y, x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

首先证明

∫

∂U

(∆mN∗(y, x)) dσyf(y) 在Cauchy主值意义下的积分收敛, 事实上由引理2.7及

∆mN∗(y, x) = E∗(y, x) = E(y − x)− E(y − x0)容易证明.

其次考虑

I1 =
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy,

I2 =
m∑

k=1

∫

∂U

(
∆m−kN∗(y, x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy

在Cauchy主值意义下的积分收敛. 构造一个以0为心, R为半径的球, 记其为D(0, R), 其中R =
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2max {|x|, |x0|}, 并令UR = D(0, R)
⋂

∂U , 则

I1 =
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

=
m∑

k=1

∫

∂U/UR

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

UR

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy = I11 + I12.

对于I11, 由于

|I11| ≤
m∑

k=1

∫

∂U/UR

J

∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

∣∣∣∣ |D∆k−1f(y)||dSy|,

其中 ∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

∂

∂n
∆m−kN(y − x)− ∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

∣∣∣∣ ,

因题设x0 ∈ R2m+2/U , 故
|y − x|
|y − x0|为有界量以及引理2.1, 引理2.9, 则存在M > 0, 使得
∣∣∣∣

∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

∣∣∣∣ ≤
M |x− x0|

|y − x0|2(m−k)+3
.

因为R = 2max {|x|, |x0|}, 且y ∈ ∂U/UR, 所以|x− x0| ≤ R, |y| ≥ R, |y| ≥ 2|x|, |y| ≥ 2|x0|. 依三
角不等式得|y − x| ≥ |y| − |x| ≥ |y|

2
, |y − x0| ≥ |y| − |x0| ≥ |y|

2
, 故存在常数J1 > 0, 使得上式有∣∣∣∣

∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

∣∣∣∣ ≤
J1|x− x0|
|y|2(m−k)+3

.

故

|I11| ≤
m∑

k=1

∫

∂U/UR

J

∣∣∣∣
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

∣∣∣∣
∣∣D∆k−1f(y)

∣∣ |dSy|

≤
m∑

k=1

∫

∂U/UR

JJ1|x− x0|
|y|2(m−k)+3

∣∣D∆k−1f(y)
∣∣ |dSy|,

又由假设|D∆k−1f(y)| ≤ C1|y|1+s−2k,|x− x0| ≤ R, 因此有

|I11| ≤
m∑

k=1

∫

∂U/UR

JJ1|x− x0|
|y|2(m−k)+3

C1|y|1+s−2k|dSy|

≤
m∑

k=1

JJ1RC1

∫

∂U/UR

1
|y|2m+2−s

|dSy|,

由文献[27]以及2m + 2− s > 2m + 1, 所以上式最后一个积分收敛.

下面处理I12 =
m∑

k=1

∫

UR

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy.
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由于

I12 =
m∑

k=1

∫

UR

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy

=
m∑

k=1

∫

UR

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
D∆k−1f(y)dSy

−
m∑

k=1

∫

UR

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x0)

)
D∆k−1f(y)dSy = I121 + I122.

由x0 ∈ R2m+2/U可知I122是正常意义下的积分. 对于积分I121, 因为UR为有界区域, 由文
献[23]知其在Cauchy主值意义下收敛, 故I12 = I121 + I122在Cauchy主值意义下收敛. 因
而I1 = I11 + I12在Cauchy主值意义下收敛.
最后类似处理I1的方法同理可知I2在Cauchy主值意义下收敛. 综上可知: 对任意的x ∈
∂U,Φ(x)在Cauchy主值意义下收敛.

记Φ(x) = F0(x)− F (x) + G(x), 其中

F0(x) =
∫

∂U

(∆mN∗(y, x)) dσyf(y),

F (x) =
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
D∆k−1f(y)dSy,

G(x) =
m∑

k=1

∫

∂U

(
∆m−kN∗(y, x)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy.

定定定理理理4.2 设U, ∂U如上所述, f ∈ F
(2m+1)
∂U , t ∈ ∂U, 并且假设存在正常数C1及s ∈ (0, 1), 使

得有|D∆k−1f(y)| ≤ C1|y|1+s−2k, k = 1, 2, · · · ,m. 则有

lim
x→t,x∈U±

F (x) = F (t),

其中U+ = U, U− = R2m+2/U.

证 因为

F (x)− F (t) =
m∑

k=1

∫

∂U

[(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, t)

)]
D∆k−1f(y)dSy,

其中
∂

∂n
∆m−kN∗(y, x)− ∂

∂n
∆m−kN∗(y, t) =

(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)
.

故

F (x)− F (t) =
m∑

k=1

∫

∂U

[(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)]
D∆k−1f(y)dSy.

对任意的x ∈ U±, t ∈ ∂U ,取充分大的r,作以0为心, r为半径的球D(0, r),使得x, t ∈ U±⋂
D(0, r),

且y ∈ ∂U/D(0, r),并满足|y| ≥ 2max {|x|, |t|}.故当y ∈ ∂U/D(0, r)时,有|y − x| ≥ |y| − |x| ≥ |y|
2

,

令Ur = ∂U
⋂

D(0, r), 记

F 1
r (x)− F 1

r (t) =
m∑

k=1

∫

∂U/Ur

[(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)]
D∆k−1f(y)dSy,



102 高 校 应 用 数 学 学 报 第39卷第1期

及

Fr(x)− Fr(t) =
m∑

k=1

∫

Ur

[(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)]
D∆k−1f(y)dSy.

因为 ∣∣F 1
r (x)− F 1

r (t)
∣∣

≤
m∑

k=1

∫

∂U/Ur

J

∣∣∣∣
(

∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)∣∣∣∣
∣∣D∆k−1f(y)

∣∣ |dSy|,

其中由于(∂U/Ur)
⋂

(U±⋂
D(0, r)) = ∅, 故当y ∈ ∂U/Ur, t ∈ U±⋂

D(0, r)时, 可知
|y − x|
|y − t|

有界, 再由引理2.9及定理4.1证明知存在常数J1 > 0, 使得∣∣∣∣
(

∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)∣∣∣∣ ≤
J2|x− t|
|y|2(m−k)+3

,

又由题设|D∆k−1f(y)| ≤ C1|y|1+s−2k, 故
∣∣F 1

r (x)− F 1
r (t)

∣∣ ≤
m∑

k=1

∫

∂U/Ur

JJ2|x− t|C1|y|1+s−2k

|y|2(m−k)+3
|dSy|

=
m∑

k=1

JJ2C1|x− t|
∫

∂U/Ur

1
|y|2m+2−s

|dSy|.

由文献[27]以及2m + 2 − s > 2m + 1, 可知上式最后一个积分收敛, 所以对任意的ε > 0, 存

在δ > 0, 当|x− t| < δ时, 有
∣∣F 1

r (x)− F 1
r (t)

∣∣ ≤ ε, 即 lim
x→t,x∈∂U/Ur

[F 1
r (x)− F 1

r (t)] = 0.

又由文献[23], 对于有界域Ur上的积分

Fr(x)− Fr(t) =
m∑

k=1

∫

Ur

[(
∂

∂n
∆m−kN(y − x)

)
−

(
∂

∂n
∆m−kN(y − t)

)]
D∆k−1f(y)dSy,

有 lim
x→t,x∈Ur

[Fr(x)− Fr(t)] = 0. 综上即得 lim
x→t,x∈U±

F (x) = F (t).

定定定理理理4.3 设U, ∂U,U+, U−如上所述, f ∈ F
(2m+1)
∂U ,t ∈ ∂U, 并且假设存在正常数C2及s ∈

(0, 1), 使得有
∣∣∣∣

∂

∂n
D∆k−1f(y)

∣∣∣∣ ≤ C2|y|s−2k, k = 1, 2, · · · ,m. 则有 lim
x→t, x∈U±

G(x) = G(t).

证 类似定理4.2的证明容易证得定理结论.

定定定理理理4.4 (无界域上全纯Cliffordian函数的Plemelj公式)设U, ∂U,U+, U−如上所述, f ∈
F

(2m+1)
∂U ,t ∈ ∂U, 并且假设存在正常数C1, C2及s ∈ (0, 1) 使得

|D∆k−1f(y)| ≤ C1|y|1+s−2k,

∣∣∣∣
∂

∂n
D∆k−1f(y)

∣∣∣∣ ≤ C2|y|s−2k, k = 1, 2, · · · ,m.

其中

Φ(t) =
∫

∂U

(∆mN∗(y, t)) dσyf(y)−
m∑

k=1

∫

∂U

(
∂

∂n
∆m−kN∗(y, t)

)
D∆k−1f(y)dSy

+
m∑

k=1

∫

∂U

(
∆m−kN∗(y, t)

) ∂

∂n
D∆k−1f(y)dSy

= F0(t)− F (t) + G(t).

(4.3)
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分别记Φ+(t),Φ−(t)为x → t, x ∈ U+, x ∈ U−时的边界值, 则有



Φ+(t) =
1
2
f(t) + Φ(t),

Φ−(t) = −1
2
f(t) + Φ(t).

(4.4)

或 {
Φ+(t) + Φ−(t) = 2Φ(t),
Φ+(t)− Φ−(t) = f(t).

(4.4)

证 由于Φ(x) = F0(x)− F (x) + G(x), F0(x), F (x), G(x)如上所述, 由引理2.5知

lim
x→t,x∈U+

F0(x) =
1
2
f(t) + F0(t), lim

x→t,x∈U−
F0(x) = −1

2
f(t) + F0(t).

再由定理4.2, 定理4.3得证.
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Some properties of holomorphic Cliffordian functions and boundary
value properties of the Cauchy type integral in unbounded domain
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2. School of Mathematical Science, Hebei Normal University, Shijiazhuang 050024, China)

Abstract: In the first place, the left and right holomorphic Cliffordian functions are defined in

Euclidean space and with values in real Clifford algebra. Then some spacial properties of holomorphic

Cliffordian functions are discussed by way of the properties of regular functions. With the help of the

first class of Quasi-Permutation, the equal conditions are proved from the angle of regular functions,

which build the relations between regular functions and holomorphic Cliffordian functions. And then,

the extension theorem is discussed based on the Cauchy type integral formula and the Plemelj formula

in the bounded domain using some small techniques. Finally, the Cauchy type integral is defined on

unbounded domains, and it is proved be convergent under the meaning of Cauchy principal value.

And the Plemelj formula is discussed by way of some significant integral estimation and some methods

above.

Keywords: holomorphic Cliffordian functions; Cauchy type integral; Cauchy principal value;

Plemelj formula
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