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Banach空间中可数算子族的不动点集和

广义混合均衡问题的公共解的强收敛性

倪仁兴∗, 徐亚军

(绍兴文理学院 数学系, 浙江绍兴 312000)

摘 要: 在自反Banach空间框架中, 提出一类新的收缩投影算法, 来逼近一
闭Bregman拟渐近非扩张可数算子族的不动点集和广义混合均衡问题的公共解,
建立了一闭Bregman拟渐近非扩张可数算子族的不动点集和广义混合均衡问题的
公共解的强收敛性结果, 并用一数值例子来支撑文中所得的结果. 无论算子族从有
限个到可数个, 还是算子从Bregman相对非扩张到Bregman拟渐近非扩张等方面, 均
对Jantakarn K和Kaewcharoen A(2021)的结果进行了的拓展和补充.
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§1 引 言

1967年, Bregman[1]在Banach空间中引入Bregman距离函数并讨论了Bregman非扩张映射
不动点及其相关问题. 1994年, Blum和Oetti[2]讨论了均衡问题(EP). 2008年, Peng和Yao[3]引入

并研究了广义混合均衡问题(GMEP), 它是均衡问题(EP)的推广. 研究表明, 均衡问题为非线性
分析, 优化, 博弈论中出现的问题提供了一个自然, 新颖和统一的框架.

2009年, Takahashi和Zembayashi[4]提出一种迭代算法, 此方法用于在Banach空间中找均衡
问题(EP)和相对非扩张映射T的不动点问题, 并证明了该迭代方法的一个强收敛定理, 相关研
究结果也可见参考文献[5-7]; 2018年, Kazmi和Ali[8]在Banach空间中提出混合迭代方法以找广
义均衡问题(GEP)和Bregman相对非扩张映射不动点的公共解, 在以上学者的基础上, 2021年,
Jantakarn K和Kaewcharoen A[9]提出了一种新的迭代方法, 用于求解自反Banach空间中一有限
族Bregman相对非扩张映射不动点和混合平衡问题((MEP)的公共解. 并证明了其所提出的迭代
算法生成的序列强收敛到上述问题的一公共解(具体可参见本文的定理2.1).
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受文献[4, 8, 9]的研究工作的启发, 在自反Banach框架下, 提出一种新的收缩投影算法, 并
证明了由该迭代算法生成的序列强收敛到广义混合均衡问题(GMEP)和一Bregman拟渐近非扩
张可数算子族的不动点问题的公共解的结果. 所得的结果是文献[9]中主要结果–定理2.1的多方
面拓展和推广.

§2 预备知识
本文中若无特别说明, 记Z+和R分别为正整数集和实数集. −→和⇀分别表示强, 弱收敛.

E是Banach空间, E∗是E的对偶空间, C是E的非空间凸子集, f : E −→ (−∞,+∞] 是一真的下半
连续凸函数. 记domf为f的定义域, 即domf={x ∈ E : f(x) < +∞}. f在x(∈ int(domf))处的
次微分定义为∂f(x) = {x∗ ∈ E∗ : f(x) + 〈x∗, y − x〉 ≤ f(y),∀y ∈ E}; f的共轭函数f∗ : E∗ −→
(−∞,+∞]定义为f∗(x∗) = sup{〈x∗, x〉 − f(x) : x ∈ E}, f在x处关于方向y的右导数定义为

f0(x, y) := lim
t−→0+

f(x + ty)− f(x)
t

. (2.1)

称函数f在x处是Gateâux可微的, 如果(2.1)中极限t −→ 0+时存在. 这时f在x处的梯度是线性函

数∇f(x), 这样〈y,∇f(x)〉 := f0(x, y),∀y ∈ E. 称函数Gateâux是可微的, 如果(2.1)中的极限
当t −→ 0+时关于‖y‖ = 1 一致成立. 称f在E的子集C上是一致Frêchet可微的, 如果(2.1)中的极
限, 当x ∈ C, ‖y‖ = 1时一致成立.

定定定义义义2.1[10] 设E是一自反Banach空间,称函数f : E −→ (−∞,+∞]为Legendre函数,若f满

足下列两个条件.
(C1) 函数f是Gateâux可微的, int(dom(f)) 6= ∅,dom(f) = int(∇f).
(C2) 函数f∗是Gateâux可微的, int(dom(f∗)) 6= ∅,dom(f∗) = int(∇f∗).

定义在自反Banach空间上的Legendre函数具下列性质.
(1) f是Legendre函数当且仅当f∗是Legendre函数;
(2) (∂f)−1 = ∂f∗;
(3) ∇f = (∇f∗)−1, ran∇f = dom∇f∗, ran∇f∗ = dom∇f = int(domf);
(4) f, f∗分别在int(domf)和int(domf∗)上是严格凸的.

注注注2.1[10] 特别地, 若E是光滑和严格凸Banach空间, 一个重要和有趣的Legendre函数是
f(x) = 1

p‖x‖p(1 < p < ∞),∀x ∈ E.
这时f的梯度∇f等于E的广义对偶映射, 即∇f = Jp(1 < p < ∞). 特别地, 在Hilbert空间中,
∇f = I, 其中I是恒等映射.

定定定义义义2.2[11] 设C是Banach空间E的一个非空闭凸子集, 广义混合均衡问题(GMEP)是指
找x ∈ C, s.t.

g(x, y) + 〈Ax, y − x〉ϕ(y)− ϕ(x) ≥ 0,∀y ∈ C, (2.2)
其中g : C × C −→ R是二元函数, ϕ : C −→ R一实值函数, A : C −→ E∗是一非线性算子.
GMEP(2.2)的解集记为GMEP(g, ϕ), 即

GMEP(g, ϕ) = {x ∈ C|g(x, y) + 〈Ax, y − x〉+ ϕ(y)− ϕ(x) ≥ 0,∀y ∈ C}.
定定定义义义2.3[1,12] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一Gateâux可微的凸函数. 关于f的Bregman距离函

数Df : domf × int(domf) −→ [0,+∞)定义为
Df (y, x) = f(y)− f(x)− 〈∇f(x), y − x〉. (2.3)
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Bregman函数距离Df一般不是真正意义的距离, 因为Df是不对称函数, 显然Df (x, x) = 0,
但是Df (y, x) = 0并不能得出y = x, 由文献[10]知, 当f是Legendre函数时, Df (y, x) = 0, 当且仅
当y = x,Df一般不满足三点不等式, 但∀y, z ∈ int(domf), x ∈ domf,Df满足三点恒等式

Df (x, z) = Df (x, y) + Df (y, z) + 〈∇f(y)−∇f(z), x− y〉. (2.4)

定定定义义义2.4[1] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一Gateâux可微的凸函数, C时int(domf)非空闭凸子
集, 关于x ∈ (int(domf))到C的fBregman投影是指存在唯一元ΠCx ∈ C满足

Df (ΠC(x), x) = inf{Df (y, x) : y ∈ C}.
定定定义义义2.5[13] 设C是E的子集, 算子T : C −→ C, F (T )为T的不动点集, 即

F (T ) = {x ∈ C|Tx = x}.
F̂ (T )为T的渐近不动点集, 即

F̂ (T ) = {x ∈ C|∃{xn} ⊂ C, xn ⇀ x, s.t. lim
n−→+∞

‖xn − Txn‖ = 0}.
称算子T为

(1) Bregman拟非扩张的是指如果F (T ) 6= ∅, Df (p, Tx) ≤ Df (p, x),∀x ∈ C, p ∈ F (T );
(2) Bregman相对非扩张的是指F (T ) = F̂ (T ) 6= ∅, Df (p, Tx) ≤ Df (p, x),∀x ∈ C, p ∈ F (T );
(3) Bregman拟渐近非扩张的是指若F (T ) 6= ∅, 存在实序列{kn} ⊂ [1,+∞), lim

n−→+∞
kn = 1, 使

得

Df (p, Tnx) ≤ knDf (p, x),∀x ∈ C, p ∈ F (T ),∀n ≥ 1. (2.5)

(4) 闭的是指如果对于C中的序列xn −→ x和Txn −→ y, 其中x, y ∈ C,有Tx = y;
(5) 在C上是一致渐近正则的, 如果

lim
n−→∞

sup
x∈C

‖Tn+1x− Tnx‖ = 0. (2.6)

Bregman相对非扩张算子须要求F (T ) = F̂ (T ) 6= ∅, 其条件较强, 易见Bregman相对非
扩张算子是Bregman拟非扩张算子, 每个Bregman拟非扩张算子都是系数序列{kn}满足kn =
1的Bregman拟渐近非扩张算子. 因此可见Bregman拟渐近非扩张算子适用范围更广泛.

定定定义义义2.6[14] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一Gateâux可微的凸函数, f在x处的全凸性模系数为

vf (x, t) := inf{Df (y, x) : y ∈ domf, ‖y − x‖ = t},
其中vf : int(domf)× [0,+∞) −→ [0,+∞).

函数f称为

(a) x(∈ int(domf))是全凸的是指若f在x处的全凸性模系数vf (x, t) > 0,∀t > 0;
(b) 全凸的是指若f在∀x ∈ int(domf)处都是全凸的;
(c) 在有界集上全凸的是指若f在集合B上的全凸性模系数vf (B, t) > 0,∀t > 0,∀E的有界集B.
其中f在B上的全凸性模系数为

vf (B, t) := inf{vf (x, t) : x ∈ B ∩ domf}.
定定定义义义2.7[14-15] 函数f : E −→ (−∞,+∞]称为

(a) 强制的是指f满足 lim
‖x‖−→+∞

f(x)
‖x‖ = +∞;

(b) 序列一致的是指若对任意两个序列{xn}, {yn} ⊂ E使得{xn}是有界序列, 且
lim

n−→+∞
Df (yn, xn) = 0,
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必有

lim
n−→∞

‖yn − xn‖ = 0. (2.7)

定定定义义义2.8[16] 设f : E →R是一Gateâux可微的Legendre函数, 关于f的函数Vf : E × E∗ −→
[0,+∞)定义为

Vf (x, x∗) := f(x)− 〈x, x∗〉+ f∗(x∗),∀x ∈ E, x∗ ∈ E∗.

易见Vf是非负的, 且
Vf (x, x∗) := Df (x,∇f(x∗)),∀x ∈ E, x∗ ∈ E∗.

假假假设设设2.1[13] 二元函数g : C × C −→ R满足下列假设.

(1) g(x, x) = 0,∀x ∈ C;

(2) g是单调的⇔ g(x, y) + g(y, x) ≤,∀x, y ∈ C;

(3) limsupt−→0+g(tz + (1− t)x, y) ≤ g(x, y),∀x, y, z ∈ C;

(4) ∀x ∈ C, g(x, .)是下半连续凸函数.

假假假设设设2.2[4] 设φ : C × C −→ R是一二元函数, 满足下列假设.

(1) φ是反对称的⇔ φ(x, x)− φ(x, y)− φ(y, x) + φ(y, y) ≥ 0,∀x, y ∈ C;

(2) φ关于第二个参数是凸的;

(3) φ是连续的.

引引引理理理2.1 设C是Banach空间E的非空闭凸子集, f : E −→ (−∞,+∞]是一Legendre函数, 且
其在E的有界子集上是全凸的, 设T : C −→ C是一闭的Bregman拟渐近非扩张算子, {kn} ⊂
[1,+∞), s.t. lim

n−→∞
kn = 1, 则F (T )是闭凸集.

证证证 设{xn}是F (T )中的序列使得 lim
n−→∞

xn = x∗,由T : C −→ C是一Bregman拟渐近非扩张

算子得∃{kn} ⊂ [1,+∞)且 lim
n−→∞

kn = 1均有0 ≤ Df (xn, Tnx∗) ≤ knDf (xn, x∗)得

lim
n−→∞

Df (xn, Tnx∗) = 0.

而{xn}有界得 lim
n−→∞

‖xn − Tnx∗‖ = 0. 注意到0 ≤ ‖x∗ − Tnx∗‖ ≤ ‖xn − x∗‖+ ‖xn − Tnx∗‖, 得
lim

n−→∞
‖x∗ − Tnx∗‖ = 0.

即Tnx∗ −→ x∗(n −→ ∞), 从而T (Tnx∗) = Tn+1x∗ −→ x∗, 由T的闭性得Tx∗ = x∗, 即x∗ ∈ F (T ),
这意味着F (T )是闭集.

下证F (T )是凸集. 设∀a, b ∈ F (T ), t ∈ (0, 1). 令c = ta + (1 − t)b, 下证c ∈ F (T ).
由Bregman距离函数定义知

Df (c, Tnc) = f(c)− f(Tnc)− 〈∇f(Tnc), c− Tnc〉
= f(c)− f(Tnc)− 〈∇f(Tnc), ta + (1− t)b− Tnc〉. (*)

= f(c) + tDf (a, Tnc) + (1− t)Df (b, Tn)− tf(a)− (1− t)f(b).
由(2.5)知

tDf (a, Tnc) + (1− t)Df (b, Tnc)
≤ knDf (a, c) + (1− t)knDf (b, c)

= tkn[f(a)− f(c)− 〈∇f(c), a− c〉] + (1− t)kn[f(b)− f(c)− 〈∇f(c), b− c〉]
= tknf(a) + (1− t)knf(b)− knf(c),
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将上式子代入(*)的右边, 化简得
0 ≤ Df (c, Tnc) ≤ (kn − 1)[tf(a) + (1− t)f(b)− f(c)]. (2.8)

因此对(2.8)取极限可得 lim
n−→∞

Df (c, Tnc) = 0, 由f是Legendre函数, 有Tnc −→ c(n −→ ∞). 意味

着T (Tnc) = Tn+1c −→ c(n −→ ∞), 因为T是闭的, 可得c = Tc,即c ∈ F (T ). 得F (T )是C中的凸

集, 这样F (T )是闭凸集.

引引引理理理2.2[17] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一致Frêchet可微的, 且在E的有界子集上是有界的.
则f在E的有界子集上是一直连续的, 且∇f在E的有界集上是从E的强拓扑到E∗的强拓扑上一致

连续的.

引引引理理理2.3[10] 设E是一自反Banach空间, f : E −→ R是凸函数且在E的有界子集上有界的.
则下列命题等价.
(1) f在E的有界子集上是强制且一致凸的;
(2) domf∗ = E∗, f∗在E∗的有界子集上有界且一致光滑的;
(3) domf∗ = E∗, f∗和∇f∗在E∗的有界子集上分别是Frêchet可微和范数到范数一致连续的;
(4) f, f∗在各自定义域内部都是严格凸函数.

引引引理理理2.4[18] 设f : E −→ (−∞,+∞]在int(domf)上是一Gâteaux可微且全凸函数. 设x ∈
int(domf), C(⊂ int(domf))是一非空有界闭凸集, 若z ∈ C, 则下列命题等价.

(i) z ∈ C是x到C关于函数f的Bregman投影⇔ z = ΠC(x);

(ii) z ∈ C是变分不等式

〈∇f(x)−∇f(z), z − y〉 ≥ 0,∀y ∈ C (2.9)
的唯一解;

(iii) z ∈ C是不等式

Df (y, z) + Df (z, x) ≥ Df (y, x),∀y ∈ C (2.10)
的唯一解.

引引引理理理2.5[18] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一凸函数且定义域E至少包含两点, 则下列陈述等价.

(1) f是序列一致的当且仅当f在有界集上是全凸的;

(2) 如果f是下半连续的, 则f是序列一致的当且仅当f在有界集上是一致凸的.

引引引理理理2.6[19] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一Legendre函数, 使得∇f∗在int(domf∗) 的有界子集
上是有界的. 若x1 ∈ E且{Df (x1, xn)}是有界的, 则序列{xn}是有界的.

引引引理理理2.7[19] 设f : E −→ (−∞,+∞]是一真的下半连续凸函数, 则f∗ : E∗ −→ (−∞,+∞]是
一真的弱*下半连续凸函数. 这样∀x ∈ E, Vf (x, ·)是凸函数. 从而∀z ∈ E有

Df (z,∇f∗(
N∑

i=1

ti∇f(xi))) ≤
N∑

i=1

tiDf (z, xi), (2.11)

其中{xi}N
i=1 ⊂ E, {ti}N

i=1 ⊂ (0, 1),
∑N

i=1 ti ≤ 1.

引引引理理理2.8[13] 设E是一自反Banach空间, f : E −→ (−∞,+∞]是连续强制Legendre凸函数,
在E的有界子集上是有界且一致凸的, C是E中一非空闭凸子集. 设g : C × C −→ R是满足假

设2.1的二元函数, EP (G) 6= ∅, ϕ : C −→ R是一下半连续凸函数. A : C −→ E∗是一连续单调算

子. 对r > 0, x ∈ E, 算子TG
r : E −→ 2C定义如下TG

r = {z ∈ C : G(z, y) + 1
r 〈∇f(z)−∇f(x), y −

z〉 ≥ 0,∀y ∈ C}, 其中G(x, y) = g(x, y) + ϕ(y)−ϕ(x) + 〈Ax, y−x〉,∀x, y ∈ E. 则下列命题成立.
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(1)TG
r 是单值的, dom(TG

r ) = E;

(2)TG
r 是Bregman坚定非扩张算子;

(3)F (TG
r ) = GMEP(g, ϕ)是C的闭凸集;

(4)Df (q, TG
r x) + Df (TG

r x, x) ≤ Df (q, x),∀q ∈ F (TG
r );

(5)TG
r 是Bregman拟非扩张的.

2009年, Takahashi W, Zembayashi K[4]在自反Banach空间中, 研究寻找EP的相对非扩张映
射的不动点的公共解, 构造了迭代算法




x0 = x ∈ C,

yn = J−1(αnJxn + (1− αn)JTxn),

un ∈ C, s.t.g(un, y) + 1
rn
〈y − un, Jun − Jyn〉 ≥ 0,∀y ∈ C,

Hn = {ω ∈ C : φ(ω, un) ≤ φ(ω, xn)},
Wn = {ω ∈ C : 〈xn − ω, Jx− Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = PHn∩Wn

x0,∀n ≥ 1.

(2.12)

PHn∩Wn表示从E到Hn∩Wn的广义投影, {rn} ⊂ [a,+∞), a > 0, φ(x, y) = ‖x‖n−2〈x, Jy〉+‖y‖2,
二元函数g满足假设2.1, J为正规对偶映射, 他们证明了算法(2.12)生成的序列{xn}强收敛
到PF (T )∩EP (g)x0.

2018年, Kazmi K R, Ali R和Yousuf S[8]在自反Banach空间中, 引进并研究了一种混合迭代
算法用来求GEP与Bregman相对非扩张映射T不动点的公共解, 构造了迭代算法




x0, z0 ∈ C,

un = ∇f∗(αn∇f(zn) + (1− αn)∇f(Txn)),

zn+1 = resf
g,φun,

Cn = {ω ∈ C : Df (ω, zn+1) ≤ αnDf (ω, zn) + (1− αn)Df (z, xn)},
Qn = {ω ∈ C : 〈∇f(x0)−∇f(xn), ω − xn〉 ≤ 0},
xn+1 = ΠCn∩Qnx0,∀n ≥ 0.

(2.13)

其中ΠCn∩Qn
表示E到Cn ∩Qn的Bregman投影. 对于∀x ∈ E, 算子resf

g,φ : E −→ 2C定义为

resf
g,φ(x) = {z ∈ C, g(z, y) + φ(z, y)− φ(z, z) + 〈∇f(z)−∇f(x), y − z〉 ≥ 0,∀y ∈ C}.

二元函数g, φ分别满足假设2.1和假设2.2, 他们证明了由算法(2.13)生成的序列{xn}强收敛
到ΠF (T )∩GEP (g,φ)x0.

2021年, Jantakarn. K和Kaewcharoen. A在文献[9]中, 得到如下主要结果.

定定定理理理2.1[9] 设E是一自反Banach空间, C是E中一非空闭凸子集使得C ⊂ int(domf). f :
E −→ (−∞,+∞]是一强制的Legendre函数, 且在E的有界子集上是有界的, 及一致Frêchet可微全
凸函数. 设g : C × C →R是满足假设2.1的二元函数, ϕ : C →R是一下半连续凸函数. 设{Ti :
C −→ C}N

i=1是一Bregman相对非扩张有限算子族. 假设Ω := ∩N
i=1F (Ti) ∩ MEP(g, φ) 6= ∅,
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设{xn}是由迭代算法



x1 ∈ C, Tix1 = zi
1 ∈ C; ,

ui
n = ∇f∗(αn∇f(zi

n) + (1− αn)∇f(Tixn)),

zi
n+1 = Resf

g,ϕui
n,

Ci
n = {z ∈ C : Df (z, zi

n+1) ≤ αnDf (z, zi
n) + (1− αn)Df (z, xn)},

Cn = ∩N
i=1C

i
n;

Qn = {z ∈ C : 〈∇f(x1)−∇f(xn), z − xn〉 ≤ 0},
xn+1 = ΠCn∩Qn

x1,∀n ≥ 1

(2.14)

生成的序列. 其中{αn} ⊂ [0, 1], s.t. lim
n−→+∞

αn = 0. 对于∀x ∈ E, 算子Resf
g,ϕ : E −→ 2C定义为

Resf
g,ϕ(x) = {z ∈ C : g(z, y) + ϕ(y)− ϕ(z) + 〈∇f(z)−∇f(x), y − z〉 ≥ 0,∀y ∈ C}.

则xn −→ ΠΩx1(n −→ +∞).
显然, Bregman相对非扩张算子所需条件较Bregman拟渐近非扩张算子强, 广义混合均衡问

题的应用比混合均衡问题更为广泛, 可数族比有限族更为常见. 于是有一个很自然的问题A: 定
理2.1[9]中从研究混合均衡问题和一有限Bregman相对非扩张算子族不动点的公共解的强收敛性
拓广到研究广义混合均衡问题和一可数Bregman拟渐近非扩张算子族(或一可数Bregman拟非扩
张算子族)不动点的公共解的强收敛性, 通过对算法(2.14)适当的修正, 上述定理2.1是否还成立?
本文的目的是给出问题A的一个肯定回答. 主要得到下面的定理3.1和定理3.2, 并给出一具体的
数值算例来支撑所得的主要结果.

§3 主要结果
定定定理理理3.1 设E是一自反Banach空间, C是E中一非空闭凸子集. f : E −→ (−∞,+∞]是

一强制的Legendre函数且在E的有界子集上是有界的, 及一致Frêchet可微且全凸函数. 其
中C ⊂ int(domf). 设g : C × C −→ R为满足假设2.1的二元函数, ϕ : C →R是一下半连续凸

函数, 设Ti : C −→ C(∀i ≥ 1)是一闭的具序列系数{ki
n}的Bregman拟渐近非扩张可数算子族,

{ki
n} ⊂ [1,+∞), lim

n−→+∞
ki

n = 1. 假设Ω := ∩∞i=1F (Ti) ∩ GMEP(g, ϕ) 6= ∅. Ti(∀i ≥ 1)在E上是

一致渐近正则的, Ci
1 = C, ∀i ≥ 1和C1 = ∩∞i=1C

i
1 = C, 设{xn}是由迭代算法




Tn
i x1 = zi

i ∈ C, x1 ∈ C,

ui
n = ∇f∗[(1− (1− αn)ki

n)∇f(zi
n) + (1− αn)∇f(Tn

i xn)],

zi
n+1 = TG

r ui
n,

Ci
n+1 = {z ∈ Cn : Df (z, zi

n+1) ≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (z, zi

n) + (1− αn)ki
nDf (z, xn)},

Cn+1 = ∩∞i=1C
i
n+1,

xn+1 = ΠCn+1(x1),∀n ≥ 1
(3.1)

生成的序列. 其中{αn} ⊂ [0, 1], s.t. lim
n−→∞

αn = 0, r ∈ (0,+∞), TG
r 和G(x, y)如引理2.8中所述,

(1− αn)ki
n ≤ 1(∀n ≥ 1,∀i ≥ 1), 则xn −→ ΠΩ (x1)(n −→∞).

证证证 用引理2.8可证G(x, y) = g(x, y) + ϕ(y) − ϕ(x) + 〈Ax, y − x〉满足假设2.1, 所以广义
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混合均衡问题GMEP(g, ϕ)等价于下列均衡问题EP(G): 找x ∈ C, s.t. G(x, y) ≥ 0,∀y ∈ C, 所
以GMEP(g, ϕ)=EP(G). 由引理2.1和引理2.8可得Ω是闭凸集. 下面分七步来证明定理3.1.

步步步骤骤骤一一一 证明Cn(∀n ≥ 1)是闭凸集.

因Ci
1 = C, 有C1 = ∩∞i=1C

i
1 = C是闭凸集, 下证Cn(∀n ≥ 2)是闭凸集, 由Ci

n+1的定义, 对任
意z ∈ Ci

n+1, 可得
Df (z, zi

n+1) ≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (z, zi

n) + (1− αn)ki
nDf (z, xn),

上式等价于下式子

〈z − zi
n+1, (1− αn)ki

n∇f(xn)−∇f(zi
n+1) + [1− (1− αn)ki

n]∇f(zi
n)〉

≤ (1− αn)ki
nDf (zi

n+1, xn) + [1− (1− αn)ki
n]Df (zi

n+1, z
i
n).

(3.2)

因为(3.2)左边关于z的函数〈·−zi
n+1, (1−αn)ki

n∇f(xn)−∇f(zi
n+1)− [1−(1−αn)ki

n−1]∇f(zi
n)〉

是线性和连续的, 所以Ci
n+1是闭凸集, 这样Cn+1 = ∩∞i=1C

i
n+1(∀n ≥ 1)是闭凸集. 综上证

得Cn(∀n ≥ 1)是闭凸集.

步步步骤骤骤二二二 证明Ω ⊂ Cn,∀ ≥ 1.

事实上Ω ⊂ C1 = C, 假设p ∈ Ω , 因为Ti : C −→ C(∀i ≥ 1)是一闭Bregman拟渐近非扩张可
数算子族, 由定义(2.5)和(2.11)有

Df (p, ui
n) = Df (p,∇f∗([1− (1− αn)ki

n]∇f(zi
n) + (1− αn)∇f(Tn

i xn)))

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)Df (p, Tn
i xn) (3.3)

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)ki
nDf (p, xn).

根据引理2.8的(5), (2.5), (2.11)和(3.3)知∀p ∈ Ω有
Df (p, zi

n+1) = Df (p, TG
r ui

n)

≤ Df (p, ui
n) ≤ [1− (1− αn)ki

n]Df (p, zi
n) + (1− αn)ki

nDf (p, xn), (3.4)
上式说明p ∈ Ci

n+1,∀i ≥ 1, n ≥ 1, 证得p ∈ Cn+1 = ∩∞i=1C
i
n+1, 故Ω ⊂ Cn,∀n ≥ 1.

步步步骤骤骤三三三 证明{xn}, {zi
n}, {ui

n}和{T i
nxn}(∀i ≥ 1, n ≥ 1)是有界序列.

设p ∈ Ω , 由步骤二可知p ∈ Cn(∀n ≥ 1). 由xn = ΠCn
x1和(2.10)知

Df (p, xn) = Df (p, ΠCn
x1) ≤ Df (p, x1)−Df (p, ΠCn

x1) ≤ Df (p, x1).
因此序列{Df (p, xn+1)}是有界的, 因为f是强制函数, f∗,∇f∗在E∗的有界子集上是有界的,
由引理2.6知序列{xn}是有界的, 因为Df (p, Tn

i xn) ≤ ki
nDf (p, xn),∀p ∈ Ω , i ≥ 1. 由{ki

n} ⊂
[1,+∞), lim

n→+∞
ki

n = 1. 知序列{Df (p, Tn
i xn)}是有界的, 再一次使用引理2.6知序列{Tn

i xn}是有
界的. 注意到{Df (p, xn)}是有界的, 所以存在M > 0使得Df (p, xn) ≤ M , 由(3.4)知

Df (p, zi
n+1) ≤ [1− (1− αn)ki

n]Df (p, zi
n) + (1− αn)ki

nM. (3.5)
而由Df (p, zi

1) = Df (p, Tn
1 x1) ≤ k1

nDf (p, x1)和 lim
n−→∞

k1
n = 1 得{Df (p, zi

1)}有界.

记K = max{Df (p, zi
1),M}. 显然Df (p, zi

1) ≤ K, ∀i ≥ 1. 设对某一个n有Df (p, zi
n) ≤ K,

从(3.5)式得
Df (p, zi

n+1) ≤ [1− (1− αn)ki
n]K + (1− αn)ki

nK = K, ∀i ≥ 1.

因此{Df (p, zi
n)}∞n=1,∀i ≥ 1是有界的, 再一次利用引理2.6知{zi

n}∞i=1,∀i ≥ 1是有界的. 由(2.5),
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引理2.7中的(2.11), Df (p, zi
n) ≤ K, Df (p, xn) ≤ M, M ≤ K和(2.6)知

Df (p, ui
n) = Df (p,∇f∗([1− (1− αn)ki

n]∇f(zi
n) + (1− αn)∇f(Tn

i xn)))

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)Df (p, Tn
i xn)

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)ki
nDf (p, xn)

≤ max{Df (p, zi
n), Df (p, xn)} ≤ K.

故序列{Df (p, ui
n)}是有界的, 再由引理2.6知序列{ui

n}也是有界的.

步步步骤骤骤四四四 证明{xn}收敛于C中一元.

由x1 ∈ C = C1, 所以xn = ΠCnx1,∀n ≥ 1, xn+1 = ΠCn+1x1 ∈ Cn+1 ⊂ Cn,∀n ≥ 1.

由(2.10)知
Df (xn, x1) = Df (ΠCnx1, x1) ≤ Df (xn+1, x1)−Df (xn+1, xn),

进而得

0 ≤ Df (xn+1, xn) ≤ Df (xn+1, x1),∀n ≥ 1, (3.6)
说明序列{Df (xn, x1)}是单调非减的, 设p ∈ Ω , 知p ∈ Cn,∀n ≥ 1. 由xn = ΠCnx1和引理2.4知

Df (xn, x1) = Df (ΠCnx1, x1) ≤ Df (p, x1)−Df (p, ΠCnx1) ≤ Df (p, x1),
因此序列{Df (xn, x1)}是有界的, 所以极限 lim

n−→∞
Df (xn, x1)存在. 这样对(3.6)取极限得

lim
n−→∞

Df (xn+1, xn) = 0,∀n ≥ 1,

对于∀m ∈ Z+,m ≥ 1, xn+m = ΠCn+m
x1 ∈ Cn+m ⊂ Cn+1, 由(2.10)知

0 ≤ Df (xn+m, xn+1) = Df (xn+m,ΠCn+1x1) ≤ Df (xn+m, x1)−Df (ΠCn+1x1, x1)

= Df (xn+m, x1)−Df (xn+1, x1).
对上式取极限得 lim

m,n−→∞
Df (xm+n, xn+1) = 0. 由f在E的有界子集上是全凸函数, 由引

理2.5的(1)知f是序列一致的, 又因为由步骤三知{xn+1}是有界的, 根据定义(2.7)得
lim

m,n−→∞
‖xm+n − xn+1‖ = 0.

因此序列{xn}是C中的Cauchy列, 因为E是Banach空间和C是E中闭凸集, 所以存在x∗ ∈ C使

得xn −→ x∗. (其中n −→∞)

步步步骤骤骤五五五 证明‖xn − zi
n+1‖ −→ 0, ‖xn − ui

n‖ −→ 0和‖xn − Tn
i xn‖ −→ 0. (其中n −→∞,∀i ≥ 1)

由(2.7)和序列{xn}是Cauchy列得
lim

n−→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0, (3.7)

由(2.4), 设p ∈ Ω得
Df (xn+1, z

i
n) = Df (xn+1, p) + Df (p, zi

n) + 〈∇f(p)−∇f(zi
n), xn+1 − p〉. (3.8)

因为f在E的有界子集上是有界的,所以∇f在E的有界子集上也是有界的. 由{xn}, {zi
n}, {Tn

i xn}
的有界性可知{∇f(xn)}, {∇f(zi

n)}, {∇f(Tn
i xn)}在E∗上也是有界的. 由(3.8)知{Df (xn+1, z

i
n)}

是有界的. 由xn+1 = ΠCn+1(x1) ∈ Cn+1 = ∩∞i=1C
i
n+1 ⊂ Ci

n和Ci
n定义, 有

0 ≤ Df (xn+1, z
i
n+1) ≤ [1− (1− αn)ki

n]Df (xn+1, z
i
n) + (1− αn)ki

nDf (xn+1, xn)

= [1− αn − (1− αn)ki
n + αn]Df (xn+1, z

i
n) + (1− αn)ki

nDf (xn+1, xn)

= [(1− αn)(1− ki
n) + αn]Df (xn+1, z

i
n) + (1− αn)ki

nDf (xn+1, xn)

= [(1− αn)(1− ki
n)]Df (xn+1, z

i
n) + αnDf (xn+1, z

i
n) + (1− αn)ki

nDf (xn+1, xn).
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因为{Df (xn+1, z
i
n)}是有界的, lim

n−→∞
[(1−αn)(1− ki

n)] = 0, lim
n−→∞

αn = 0和 lim
n−→∞

Df (xn+1, xn) =

0可得
lim

n−→∞
Df (xn+1, z

i
n+1) = 0,∀i ≥ 1.

因为f在有界子集上是全凸的, 由引理2.5的(1)知f是序列一致的, 有因序列{zi
n+1}∞n=0是有界的,

故由定义2.7中(2.7)式得
lim

n−→∞
‖xn+1 − zi

n+1‖ = 0. (3.9)

考虑到

‖xn − zi
n+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − zi

n+1‖,
由(3.7), (3.9)可得

lim
n−→∞

‖xn − zi
n+1‖ = 0. (3.10)

因为f在E得有界子集上一致Frêchet可微的, 故由引理2.2知f和∇f在E的有界子集上是一致连

续的, 所以由
lim

n−→∞
‖f(xn)− f(zi

n+1)‖ = 0,∀i ≥ 1 (3.11)

和

lim
n−→∞

‖∇f(xn)−∇f(zi
n+1)‖ = 0,∀i ≥ 1, (3.12)

以及(2.3)有
Df (p, xn)−Df (p, zi

n+1) = f(p)− f(xn)− 〈∇f(xn), p− xn〉
− (f(p)− f(zi

n+1)− 〈∇f(zi
n+1), p− zi

n+1〉)
= f(zi

n+1)− f(xn) + 〈∇f(zi
n+1), p− xn〉 (3.13)

+ 〈∇f(zi
n+1), xn − zi

n+1〉 − 〈∇f(xn), p− xn〉
= f(zi

n+1)− f(xn) + 〈∇f(zi
n+1)−∇f(xn), p− xn〉

+ 〈∇f(zi
n+1), xn − zi

n+1〉.
由(3.10)-(3.12), 对(3.13)取极限得

lim
n−→∞

[Df (p, xn)−Df (p, zi
n+1)] = 0. (3.14)

此外由zi
n+1 = TG

r ui
n, (2.5), 引理2.8的(4)和(2.11)可得, ∀p ∈ Ω ⊂ GMEP(g, ϕ) = F (TG

r ). 有
Df (zi

n+1, u
i
n) ≤ Df (p, ui

n)−Df (p, zi
n+1)

= Df (p,∇f∗([1− (1− αn)ki
n]∇f(zi

n) + (1− αn)∇f(Tn
i )))−Df (p, zi

n+1)

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)Df (p, Tn
i xn)−Df (p, zi

n)

≤ [1− (1− αn)ki
n]Df (p, zi

n) + (1− αn)ki
nDf (p, xn)−Df (p, zi

n)

= [1− (1− αn)ki
n](Df (p, zi

n)−Df (p, xn)) + Df (p, xn)−Df (p, zi
n) (3.15)

= [(1− αn)(1− ki
n) + αn](Df (p, zi

n)−Df (p, xn)) + Df (p, xn)−Df (p, zi
n)

= (1− αn)(1− ki
n)(Df (p, zi

n)−Df (p, xn)) + αn(Df (p, zi
n)−Df (p, xn))

+ Df (p, xn)−Df (p, zi
n+1).

因为{Df (p, xn)}和{Df (p, zi
n)}是有界的,由 lim

n−→∞
αn = 0和 lim

n−→+∞
ki

n = 1,以及(3.14),可对(3.15)

取极限得
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lim
n−→∞

Df (zi
n+1, u

i
n) = 0.

由序列{ui
n}是有界的, 故由定义2.7中的(2.7)式知

lim
n−→∞

‖zi
n+1 − ui

n‖ = 0. (3.16)

因为

‖xn − ui
n‖ = ‖xn − zi

n+1 + zi
n+1 − ui

n‖ ≤ ‖xn − zi
n+1‖+ ‖zi

n+1 − ui
n‖,

利用(3.10), (3.16)有
lim

n−→∞
‖xn − ui

n‖ = 0. (3.17)

因为f是一致Frêchet可微且有界的, 由引理2.2知, ∇f在E的有界集上是一致连续的. 从(3.16),
(3.17)分别可得

lim
n−→∞

‖∇f(zi
n+1)−∇f(ui

n)‖ = 0 (3.18)

和

lim
n−→∞

‖∇f(xn)−∇f(ui
n)‖ = 0. (3.19)

进一步, 因为f是Legendre函数, 由定义2.1的(3)知∇f = (∇f∗)−1, 考虑下列不等式
‖∇f(xn)−∇f(ui

n)‖ = ‖∇f(xn)−∇f(∇f∗([1− (1− αn)ki
n]∇f(zi

n) + (1− αn)∇f(Tn
i xn)))‖

= ‖[1− (1− αn)ki
n](∇f(xn)−∇f(zi

n)) + (1− αn)ki
n(∇f(xn)−∇f(Tn

i xn))

+ (1− αn)(ki
n − 1)∇f(Tn

i xn‖
= ‖[1− αn − (1− αn)ki

n + αn](∇f(xn)−∇f(zi
n))

+ (1− αn)ki
n(∇f(xn)−∇f(Tn

i xn)) + (1− αn)(ki
n − 1)∇f(Tn

i xn)‖
= ‖(1− αn)(1− ki

n)(∇f(xn)−∇f(zi
n)) + αn(∇f(xn)−∇f(zi

n))

+ (1− αn)ki
n(∇f(xn)−∇f(Tn

i xn)) + (1− αn)(ki
n − 1)∇f(Tn

i xn)‖
≥ (1− αn)ki

n‖∇f(xn)−∇f(Tn
i xn)‖ − α‖∇f(xn)−∇f(zi

n)‖
− (1− αn)(1− ki

n)‖∇f(xn)−∇f(zi
n)‖ − (1− αn)(ki

n − 1)‖∇f(Tn
i xn)‖,

从而有

(1− αn)ki
n‖∇f(xn)−∇f(Tn

i xn)‖ ≤‖∇f(xn)−∇f(ui
n)‖+ αn‖∇f(xn)−∇f(zi

n)‖
+(1− αn)(1− ki

n)‖∇f(xn)−∇f(zi
n)‖ (3.20)

+(1− αn)(ki
n − 1)‖∇f(Tn

i xn)‖,
因为{∇f(xn)}, {f(zi

n)}, {f(Tn
i xn)}(∀i ≥ 1)是有界的, 由(3.19)和 lim

n−→∞
αn = 0, {αn} ⊂ [0, 1],

lim
n−→∞

ki
n = 1. 对(3.20)取极限得

lim
n−→∞

‖∇f(xn)−∇f(Tn
i xn)‖ = 0.

由定义2.1的(3)知(∇f)−1 = ∇f∗, 因为f是全凸函数, 由引理2.5的(1)知f是序列一致的, 又
因为f是下半连续的, 所以由引理2.5的(2)知f在E的有界集上是强制且一致凸的, 故由引
理2.3的(1)和(3)知∇f∗ = (∇f)−1在E∗的有界子集上是范数到范数一致连续的, 故有

lim
n−→∞

‖xn − Tn
i xn‖ = 0. (3.21)
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由步骤四知{xn}是C的Cauchy列, 有x∗ ∈ C s.t. lim
n−→∞

xn = x∗. 故从(3.10), (3.17), (3.21)可得




zi
n+1 −→ x∗, n −→∞,

ui
n −→ x∗, n −→∞,

Tn
i xn −→ x∗.n −→∞,∀i ≥ 1.

步步步骤骤骤六六六 证明x∗ ∈ Ω .

先证x∗ ∈ ∩∞i=1F (Ti). 事实上
‖Tn

i xn − x∗‖ = ‖Tn
i xn − xn + xn − x∗‖ ≤ ‖Tn

i xn − xn‖+ ‖xn − x∗‖,
由(3.21)和xn −→ x∗得

lim
n−→∞

‖Tn
i xn − x∗‖ = 0. (3.22)

注意到

‖Tn+1
i xn − x∗‖ =‖Tn+1

i xn − Tn
i xn + Tn

i xn − x∗‖ ≤ ‖Tn+1
i xn − Tn

i xn‖+ ‖Tn
i xn − x∗‖,

由(2.6)和(3.22)知 lim
n−→∞

‖Tn+1
i xn − x∗‖ = 0. 即Ti(Tn

i xn) −→ x∗, n −→ ∞, 由Ti(∀i ≥ 1)的闭性

得Tix
∗ = x∗(∀i ≥ 1). 即得证x∗ ∈ ∩∞i=1F (Ti).

接下来证明x∗ ∈ GMEP(g, ϕ) = EP(G) = F (TG
r ).

由(3.18), ∀r > 0有

lim
n−→∞

‖∇f(zi
n+1)−∇f(ui

n)‖
r

= 0. (3.23)

因为zi
n+1 = TG

r ui
n(∀i ≥ 1), 所以由引理2.8知

G(zi
n+1, y) +

1
r
〈∇f(zi

n+1)−∇f(ui
n), y − zi

n+1〉 6= 0,∀y ∈ C, i ≥ 1. (3.24)

由(3.24)和G(x, y)满足假设2.1的(2), 用nk代替(3.24)中的n得

‖y−zi
nk+1‖

‖∇f(zi
nk+1)−∇f(ui

nk
)‖

r

≥ 1
r
〈∇f(zi

nk+1)−∇f(ui
nk

), y − zi
nk+1〉 ≥ −G(zi

nk+1, y) ≥ G(y, zi
nk+1). (3.25)

由zi
n+1−→ x∗, n −→ +∞, 知zi

nk+1 −→ x∗, k −→∞. G(x, .)是下半连续函数和(3.23), 令k −→ ∞,
对(3.25)取极限得

G(y, x∗) ≤ 0,∀y ∈ C.

对∀y ∈ C, t ∈ (0, 1], 定义yt = ty + (1 − t)x∗, 由x∗, y ∈ C, 注意到C是闭凸集得yt ∈ C, 于是
有G(yt, x

∗) ≤ 0. 由G(x, y)满足假设2.1的(1)和(4)知
0 = G(yt, yt) ≤ tG(yt, y) + (1− t)G(yt, x

∗) ≤ tG(yt, y),
即

G(yt, y) ≥ 0,

令t −→ 0+, 由G(x, .)满足假设2.1的(3)知
lim supt−→0+ G(tz + (1− t)x∗, y) ≤ G(x∗, y),

上式说明

G(x∗, y) ≥ 0,∀y ∈ C.

这说明x∗ ∈ EP(G), 即x∗ ∈ GMEP(g, ϕ) = EP(G). 综上有x∗ ∈ Ω .

步步步骤骤骤七七七 证明x∗ = ΠΩ (x1).
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由(2.9)和xn = ΠCn
x1知

〈xn − z,∇f(x1)−∇f(xn)〉 ≥ 0,∀z ∈ Cn,
因为Ω ⊂ Cn,∀n ≥ 1, 得

〈xn − q,∇f(x1)−∇f(xn)〉 ≥ 0,∀q ∈ Ω .

对上式两边取极限得

〈x∗ − q,∇f(x1)−∇f(xn)〉 ≥ 0,∀q ∈ Ω .

由引理2.4知x∗ = ΠΩ (x1).

定定定理理理3.2 设E是一自反Banach空间, C是E中一非空闭凸子集. f : E −→ (−∞,+∞]是一
强制的Legendre函数且在E的有界子集上是有界的, 及一致Frêchet可微且全凸函数, 其中C ⊂
int(domf). 设g : C × C −→ R为满足假设2.1的二元函数, ϕ : C →R是一下半连续凸函数, 设Ti :
C −→ C(∀i ≥ 1)是一闭Bregman拟非扩张可数算子族, 假设Ω := ∩∞i=1F (Ti) ∩GMEP(g, ϕ) 6= ∅.

设Ci
1 = C(∀i ≥ 1)和C1 = ∩∞i=1C

i
1 = C, 设{xn}是由迭代算法




x1 ∈ C, Tn
i x1 = zi

1 ∈ C,

ui
n = ∇f∗(αn∇f(zi

n) + (1− αn)∇f(Tixn)),

zi
n+1 = TG

r ui
n,

Ci
n+1 = {z ∈ Cn : Df (z, zi

n+1) ≤ αnDf (z, zi
n)}+ (1− αn)Df (z, xn),

Cn+1 = ∩∞i=1C
i
n+1,

xn+1 = ΠCn+1(x1),∀n ≥ 1

(3.26)

生成的序列, 其中{αn} ⊂ [0, 1], s.t. lim
n−→∞

αn = 0, r ∈ (0,∞), TG
r , G(x, y)如引理2.8中所述,

则xn −→ ΠΩ (x1)(n −→∞).

证 注意到Bregman拟非扩张算子族是系数序列{ki
n}满足ki

n ≡ 1(∀n, i ∈ N+)的Bregman拟
渐近非扩张算子族(这时 lim

n−→∞
ki

n = 1), 这样由定理3.1即得定理3.2.

注注注3.1 一方面, 定理3.1和3.2说明了定理2.1[9]对一闭Bregman拟非扩张可数算子族或
一闭Bregman拟渐近非扩张可数算子族也成立. 因此, 本文的主要结果–定理3.1和3.2是
对Jantakarn K和Kaewcharoen A中定理2.1[9]的有益拓展和补充; 另一方面, 收缩投影算法(3.1)
和(3.26)比定理2.1[9]中的C-Q算法(2.14)更为简单且算法所需条件更具一般性.

下面给出一个具体数值例子来支撑所得的主要结果–定理3.1和定理3.2.

例例例3.1 设E = R即实数集并赋通常的绝对值范数, 则E是一自反实Banach空间.

令

C = (−∞, 0], f(x) =
2
3
x2,

则f : E −→ (−∞,+∞]满足定理3.1和3.2的条件且∇f(x) =
4
3
x. 由定义f∗(x∗) = sup{〈x∗, x〉 −

f(x)|x ∈ E}得
f∗(z) =

3
8
z2,∇f∗(z) =

3
4
z.
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对Ti : C −→ C(∀i ∈ N+)定义Tix =
1

i + 1
x,∀x ∈ C可得

Tn
i x =

1
(i + 1)n

x(∀n, i ∈ N+).

对g : C × C →R定义g(x, y) = x− y, ∀x, y ∈ C;ϕ : C → R, 定义ϕ(x) = x2,∀x ∈ C.

注意到

Df (0, Tn
i x) = f(0)− f(Tn

i x)− 〈∇f(Tn
i x), 0− Tn

i x〉

= 0− 2
3
[

1
(i + 1)n

x]2 + 〈4
3

1
(i + 1)n

x,
1

(i + 1)n
x〉

=
4
3

1
(i + 1)2n

x2 − 2
3

1
(i + 1)2n

x2 =
2
3

1
(i + 1)2n

x2

和

Df (0, x) = f(0)− f(x)− 〈∇f(x), 0− x〉 = 0− 2
3
x2 + 〈4

3
x, x〉 =

2
3
x2,

这样有

Df (0, Tn
i x) =

2
3

1
(i + 1)2n

x2 ≤ 2
3
x2 = Df (0, x).

进而得Ti : C −→ C是一具序列系数{ki
n} = {1}的Bregman拟渐近非扩张可数算子族. 注意

到∩∞i=1F (Ti) = {0}. 对r > 0, A : C −→ E∗ = R. 定义Ax =
4
3r

x,∀c ∈ C. 则A是一连续单调算

子. 又
G(0, y) = g(0, y) + ϕ(y)− ϕ(0) + 〈A0, y − 0〉

= (0− y) + y2 − 02 + 0

= y(y − 1) ≥ 0,∀y ∈ C.

从而0 ∈ GMEP(g, ϕ), 故Ω = ∩∞i=1F (Ti) ∩GMEP(g, ϕ) = {0}, 从而由x1 ∈ C得ΠΩ (x1) = {0}.
令αn =

1
n

(n = 1, 2, · · · ), 注意到
TG

r (x) =
2x

4 + 3r
,∀x ∈ E.

对定理3.1中式(3.1)和定理3.2中式(3.26)生成的迭代序列{xn}有



Tn
i x1 =

1
(i + 1)n

x1 = zi
1 ∈ C, x1 ∈ C,

ui
n = ∇f∗[(1− (1− αn)ki

n)∇f(zi
n) + (1− αn)ki

n∇f(Tn
i xn)]

= αnzi
n + (1− αn)

1
(1 + i)n

xn =
1
n

zi
n + (1− 1

n
)

1
(i + 1)n

xn,

zi
n+1 = TG

r ui
n =

2ui
n

4 + 3r
,

Ci
n+1 = [ei

n,+∞) ∩ C,其中ei
n =

(zi
n+1)

2 − αn(zi
n)2 − (1− αn)x2

n

2[zi
n+1 − αnzi

n − (1− αn)xn]
,

Cn+1 = ∩∞i=1C
i
n+1,

xn+1 = ΠCn+1(x1).

(3.27)

由上面的(3.27)可得
4 + 3r

2
zi
n+1 =

1
n

zi
n + (1− 1

n
)

1
(i + 1)2

xn, (3.28)

注意到
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xn+1 ∈ Cn+1 = ∩∞i=1[e
i
n,+∞) ∩ C,

并结合数学归纳法可得{xn}和{zi
n}有界, 结合(3.27)和(3.28)有 lim

n−→∞
zi
n = 0(∀i ∈ N+)和{xn}

强收敛于0(n −→∞), 其中ΠΩ (x1) = {0}. 得定理3.1和3.2成立.
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Strong convergence of common solutions of the fixed point sets of
countable operators family and the generalized mixed equilibrium

problems in Banach Spaces
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Abstract: In the framework of reflexive Banach space, a new shrinking projection algorithm is

proposed to approximate the common solutions of the solution of the generalized mixed equilibrium

problems and the fixed point sets of a closed Bregman quasi-asymptotically nonexpansive countable

operators family, and the strong convergence results of the common solutions of the solution of the gen-

eralized mixed equilibrium problems and the fixed point sets of a closed Bregman quasi-asymptotically

nonexpansive countable operators family are established. A numerical example of the iterative algo-

rithm supporting our main results is presented. The results of Jantakarn K & Kaewcharoen A(2021) are

extended and supplemented, whether the operator family is from finite to countable, or from Bregman

relatively nonexpansive to Bregman quasi-asymptotically nonexpansive.

Keywords: generalized mixed equilibrium problem; Bregman relatively nonexpansive mapping;

Bregman quasi asymptotically nonexpansive mapping; shrinking projection method; strong convergence
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