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配对设计中风险差的置信区间构造
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摘 要: 风险差在配对设计中常用来对比某种疾病治疗前后或某种政策措施实施前
后的有效性. 文中针对风险差(Risk Difference)在配对设计中的置信区间估计问题, 利
用Delta法, 改进Wald法, 反双曲正切变换法, 似然比检验法, 鞍点逼近法方法进行置
信区间构造, 并通过Monte Carlo模拟计算区间覆盖率和区间长度, 以比较这5种方法
的表现性能. 结果显示: 不同方法的区间表现均不相同. 其中鞍点逼近法明显优于其
他4种方法; 改进Wald法的表现仅次于鞍点逼近法, 且随着样本量的增大, 改进Wald法
和反双曲正切变换法的性能差距逐渐减小; 最后通过一个实例来验证这5种区间估计
方法.
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§1 引 言

每当新型流行病到来时, 新药研制中两种药物疗效的差异度量, 治疗方案效果差异的度量,
政策措施的有效性评估等都成了必不可少的研究问题, 为了提高临床试验的效率和降低时间成
本, 通常要先采用较小的样本量进行配对设计试验. 即先将病人按照性别, 年龄, 生活环境等分
成若干个匹配对, 再让其随机分为实验组和对照组, 进行处理和试验. 配对设计试验的优势在于
不仅能考虑到配对数据中组内相关性, 还能够避免混杂效应所导致的结果偏差 [1]. 另外, 某些配
对设计试验研究中也常用自身对照, 如研究同一受试对象在某疾病治疗前后的某指标对比, 同一
受试对象在施行政策措施前后的不同态度对比, 同一受试对象的不同检测方法对比等.

流行病学中有很多常用的评估指标, 如优势比, 风险差, 相对危险度等的一系列差值或比
值类指标 [2]. Berkson [3]曾指出当使用比率作为研究指标时, 其衡量的效果不是很好. 尤其是
在研究疾病死亡率比率时, 百分之一与千分之一同时增加十倍, 虽然这十倍在数量上是相同
的, 但后者增加的十倍明显比前者有着更严重的影响 [4]. 鉴于此, 本文将考虑了风险差(Risk
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Difference)指标. 在配对设计中, 风险差能够衡量对照组和实验组中两比率的差异, 从而确定某
种药物或治疗方法的风险大小. 如在药物研制中, 风险差可以了解某新药与原有同类药疗效的
差异程度. 当某疾病使用不同治疗方案时, 风险差可以度量两种治疗方案的成功率差异大小. 此
外, 经文献梳理发现, 一方面, 目前大多数的风险差的区间构造都是在逆抽样, 二项抽样等条件
下进行的(Lui [5], Tang等 [6], Krishnamoorthy等 [7,8]), 相比之下, 有关配对设计中风险差置信区
间构造研究非常有限. 另一方面, 从区间构造的方法来看, 对于置信区间构造的传统估计方法有
很多, 本文之所以选取Delta 法, 似然比检验法, 改进Wald法, 反双曲正切变换法这4种方法作为
传统的区间估计方法, 是因为这些方法在流行病学指标的置信区间构造方法研究中, 是通用且传
统的区间估计方法 [2,9–14]. 另外, 鞍点逼近法在流行病学中是较为新颖的指标区间构造方法, 近
年来正逐渐在优势比, 总体成数, 需治疗数等指标的区间构造中流行. 例如罗玉波等 [15]早先在

研究广义卡方型混合分布的过程中, 将正态近似, 卡方近似与鞍点逼近方法得到的逼近式进行了
比较, 证明了鞍点逼近效果要优于其他两种近似方法. 后来, 孟令宾等 [16]考虑在二项抽样下, 使
用Delta法, Woolf法, 似然比检验法, 鞍点逼近法来构造优势比的渐近置信区间, 并通过模拟比
较发现鞍点逼近法表现着良好的区间特性. 夏丽丽等 [17]考虑了在二项分布下利用鞍点逼近法,
枢轴量法和正态近似法构造总体成数的置信区间, 经验证也发现鞍点逼近法相对较好. 当然还有
其他文献 [10,14,18]也展现其良好的估计效果.

因此本文基于前期的相关研究 [9], 考虑在配对设计中对风险差进行置信区间构造. 并将鞍
点逼近的区间构造方法推广到风险差指标的置信区间构造当中, 以此来观察此方法和其他传
统方法(改进Wald法, Delta法, 反双曲正切变换法, 似然比检验法)的估计效果对比情况. 并通
过Monte Carlo模拟和实例分析来比较不同方法.

§2 风险差置信区间构造
现举例来说明配对设计试验数据, 假设感兴趣的是了解某药物治疗疾病的有效性. 在配对

设计试验中, 将患者按照某些条件分为n对匹配对, 并随机分为病例组和对照组, 让病例组服用
某药物, 对照组服用安慰剂, 一段时间后进行复查. 复查结果如表1所示, 病例组中未患病而对照
组中患病的匹配对为nb, 病例组中患病而对照组中未患病的匹配对为na, 病例组和对照组中均患
病的匹配对为nc, 病例组和对照组中均未患病的匹配对为nd, 且相应结果发生的概率依次为pb,
pa, pc, pd.

表1 配对设计的数据结构

病例组
对照组

总数
患病 未患病

患病 nc(pc) na(pa) nc + na(p1·)
未患病 nb(pb) nd(pd) nb + nd(p2·)
总数 nc + nb(p·1) na + nd(p·2) n(1)

由于病例组和对照组的受试对象都来自同一匹配对, 且疗效在同一匹配对很可能是相关的.
这时若使用独立二项抽样下进行风险差的区间估计是不合适的. 因此本文采用了三项式配对抽
样设计, 假设随机变量(na, nb, n− na − nb)服从概率为(pa, pb, 1− pa − pb)的三项式分布, 其对
应的结局有三种结局. 根据风险差(Risk Difference)的定义 [1], 在配对设计中, 风险差表示对照组
中未患病的概率pa与病例组中未患病的概率pb之差, 即R = pa − pb, 且R ∈ [−1, 1]. 那么随机变
量(na, nb, n− na − nb)的概率密度函数为

f (pa, pb) =
n!

na!nb! (n− na − nb)!
(pa)na (pb)

nb (1− pa − pb)
n−na−nb . (1)
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由于感兴趣参数为R,讨厌参数为pb, 所以其对数似然函数为
L (R, pb) = na log (R + pb) + nb log (pb) + (n− na − nb) log (1−R− 2pb) + C. (2)

其中, C是不依赖于参数R的常数. 进一步将似然函数对两个参数(R, pb)分别求偏导为
∂L (R, pb)

∂R
=

na

R + pb
+

na + nb − n

(1−R− 2pb)
= 0,

∂L (R, pb)
∂pb

=
na

R + pb
+

nb

pb
+
−2(n− na − nb)

1−R− 2pb
= 0.

由此得出各参数的极大似然估计为

p̂a =
na

n
, R̂ =

na − nb

n
, p̂b =

nb

n
. (3)

2.1 基基基于于于Delta方方方法法法的的的置置置信信信区区区间间间的的的构构构造造造

Delta方法是一种计算随机变量函数渐近分布的一种方法, 它的思想是在知道某个随机
变量的分布时, 使用Taylor展开式进行逼近得到复杂随机变量的均值, 方差等进行估计. 现
考虑利用Delta法在配对设计三项式抽样下进行风险差置信区间估计. 首先根据下列定理计
算R = pa − pb的渐近方差, 即

定定定理理理2.1(二维Delta定理 [19]) 二维随机变量(p̂a, p̂b)>
D→ N((pa, pb)>, I), D→表示依分布收

敛, I为(pa, pb)>协方差矩阵, (p̂a, p̂b)>是(pa, pb)>的极大似然估计值. 若g(p̂a, p̂b)>为(p̂a, p̂b)>映
射到二维随机变量的连续函数, 且在pa, pb处可导, g′(p̂a, p̂b) 6= 0, 那么就有

g(p̂a, p̂b) ∼ N(g(pa, pb), G>IG),
其中G = (∂g(pa,pb)

∂pa
, ∂g(pa,pb)

∂pb
)>.

根据定理2.1, 令g(pa, pb) = R = pa − pb, G = (∂g(pa,pb)
∂pa

, ∂g(pa,pb)
∂pb

)>, 若用I0表示(p̂a, p̂b)>的
协方差矩阵, 就有

G = (1,−1)>, I0 =

(
pa(1−pa)

n −papb

n

−papb

n
pb(1−pb)

n

)
.

由此可以得出g(p̂a, p̂b) = p̂a − p̂b = R̂的渐近方差为

V̂ar(R̂) = G>I0G =
1
n

[
(p̂a + p̂b)− (p̂a − p̂b)2

]
. (4)

若Zα/2为标准正态分布的上侧α/2分位数, 则构造出风险差R的100(1− α)%置信区间为[
R̂− Zα/2

√
V̂ar(R̂), R̂ + Zα/2

√
V̂ar(R̂)

]
.

2.2 基基基于于于改改改进进进Wald法法法的的的置置置信信信区区区间间间的的的构构构造造造

May等 [20]依据Quesenberry和Hurst [21]提出的二次不等式方法,构造风险差的置信区间, 此
方法弥补了Wald法在小样本下区间性能表现较差这一缺陷. 现考虑配对设计下风险差的置信区
间, 根据Delta法中已经求得的风险差方差, 令τ = pa + pb, 由式(3)可得, τ̂ = p̂a + p̂b 是τ的相合

估计量. 当用τ̂ 代替τ时, 就有V̂ar(R̂) = (τ̂ − R̂2)/n. 若n 取值很大, 则由中心极限定理 [19]可知

P
(
(R̂−R)2/V̂ar(R̂) ≤ Z2

α/2

)
= 1− α. (5)

由此得出

AR2 − 2BR + C ≤ 0. (6)
其中A = 1 + Z2

α/2/n,B = R̂, C = R̂2 − Z2
α/2τ̂ /n. 由于条件A > 0, B2 −AC = (R̂− R̂2) + (τ̂ −

R2)Z2
α/2/n + Z4

α/2τ̂ /n2 > 0 成立, 所以风险差R 的100(1− α)%的置信区间为[
max

{(
B −

√
B2 −AC

)
/A,−1

}
,min

{(
B +

√
B2 −AC

)
/A, 1

}]
.

2.3 基基基于于于反反反双双双曲曲曲正正正切切切变变变换换换法法法的的的置置置信信信区区区间间间构构构造造造
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为了尝试改进风险差R̂的正态近似, 考虑使用Edwardes [22]中的tanh−1(x) = (1/2) log((1 +
x)/(1− x))变换, 由此在配对设计三项式抽样下, 很容易地证明估计量的渐近方差为

V̂ar
(
tanh−1(R̂)

)
=

V̂ar(R̂)(
1− R̂2

)2 . (7)

若Zα/2是标准正态分布的上侧α/2分位数, 则风险差的100(1− α)%的渐近置信区间为

[tanh(tanh−1(R̂)− Zα/2

√
V̂ar(tanh−1(R̂))), tanh(tanh−1(R̂) + Zα/2

√
V̂ar(tanh−1(R̂)))].

2.4 基基基于于于似似似然然然比比比检检检验验验法法法的的的置置置信信信区区区间间间的的的构构构造造造

Casella, Berger [19]提到统计推断方法中假设检验和区间估计之间有着很强的联系, 可以通
过假设检验的统计量来估计出参数的置信区间. 似然比检验就是这样一种经典的方法. 在这里,
对于配对设计的风险差指标, 考虑如下假设检验问题: H0 : R = R0,H1 : R 6= R0, 令参数的限
制性似然估计为∆̃ =

(
R̃0, p̃b0 (R0)

)
, 在原假设下, 就有{

∂L(R,pb)
∂R = na

R+pb
+ −n+na+nb

1−R−2pb
= 0,

R = R0.
(8)

方程组(8)的解为参数的限制性似然估计, 即∆̃ =
(
R̃0, p̃b0 (R0)

)
=

(
R0,

na−R0(n−nb)
n−nb+na

)
. 当样本

量很大时, 似然比统计量满足

TLR = 2


 L

(
R̂, p̂b

)

L (R0, p̃b0 (R0))


 −→ χ2

1. (9)

计算时可通过二分法求得置信区间, 即风险差R的100(1− a)%的置信区间为{
R : TLR ≤ χ2

1,1−a

}
.

2.5 基基基于于于鞍鞍鞍点点点逼逼逼近近近法法法的的的置置置信信信区区区间间间构构构造造造

鞍点逼近方法最早在复变函数中应用, Fulks [23]介绍了渐近分析方法中的Laplace 方法, 让
学者对鞍点逼近法有了最初步的了解. Daniels [24]将这个概念引入到统计推断中, 并且给出了关
于n 个独立同分布随机变量均值的密度函数逼近式. 后来, Barndorff-Nielsen和Cox [25]给出了极

大似然估计的密度函数的鞍点渐近逼近式. 此后, 鞍点逼近理论的重要性在统计推断各方面才
渐渐表现出来. 对于置信区间构造方面, 此方法具有计算准确的优点, 其理论能够对密度函数
或分布函数的表达式进行逼近, 并且逼近效果较好. 因此, 现使用鞍点逼近方法对配对设计下
风险差指标进行区间估计, 根据前文推导, 风险差R 的极大似然估计为R̂ = p̂a − p̂b = na

n − nb

n ,
令FR̂(r)是R̂的分布函数, 则有

FR̂(r) = P (R̂ ≤ r) = P (na − nb − rn ≤ 0) = P (Z ≤ 0). (10)
其中Z = na − nb − rn.

定定定理理理2.2 三维随机变量(na, nb, n− na − nb)服从多项分布M (n, pa, pb, 1− pa − pb)时, 则
随机变量na边缘分布为二项分布B (n, pa), 那么其矩母函数为

Mna
(t) =

(
paet + 1− pa

)n
.

接下来求解随机变量Z的矩母函数. 设随机变量Z的矩母函数为MZ(θ), 且na和nb为随机变

量. Z是一个比较复杂的随机变量, 为了求Z的矩母函数, 这里采用一些统计技术来给出近似
解 [26], 先使用双期望定理来简化Z自身的构造, 后用一元Delta法来给出一个近似解. 换言之, 根
据双期望定理, 首先在nb已知情况下求na的矩母函数. 其次求出随机变量nb的数学期望, 最后根
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据定理2.2, 便可得出随机变量Z的矩母函数为

MZ(θ) = E
(
eθZ

)
= E

(
eθ(−nb−rn)E

(
eθna | nb

))

= E
(
eθ(−nb−rn)Mna

(θ)
)

= e−nθ(pb+r)
(
paeθ + 1− pa

)n
.

进一步得出Z的累积生成函数为

KZ(θ) = lnMZ(θ) = n ln
(
paeθ − pa + 1

)− nθ (pb + r) . (11)
随机变量Z的一阶至四阶导数分别为

µZ(θ) = K
′
Z(θ) =

npaeθ

paeθ − pa + 1
− n (pb + r) .

σ2
Z(θ) = K

(2)
Z (θ) =

npaeθ

paeθ − pa + 1
− n

(
paeθ

)2

(paeθ − pa + 1)2
.

K
(3)
Z (θ) =

npaeθ

paeθ − pa + 1
− 3n

(
paeθ

)2

(paeθ − pa + 1)2
+

2n
(
paeθ

)3

(paeθ − pa + 1)3
.

K
(4)
Z (θ) =

npaeθ

paeθ − pa + 1
− 7n

(
paeθ

)2

(paeθ − pa + 1)2
+

12n
(
paeθ

)3

(paeθ − pa + 1)3
− 6n

(
paeθ

)4

(paeθ − pa + 1)4
.

根据鞍点逼近原理 [27], 求解鞍点逼近方程µZ(θ) = z, 进而可以得到随机变量Z的鞍点θ̂. 由
于本文需知道FR̂(r) = P (Z ≤ 0), 因此µZ(θ) = 0的根即为随机变量Z的鞍点θ̂. 使用Φ表示标准
正态分布函数, 则运用Jensen [27]中的公式(2.2.10)可以进一步得出R̂的尾部概率为

P (R̂ ≥ r) =
MZ(θ) exp(−θr)

σZ(θ){1− exp(−|θ|)}
{

B0(λ) +
[

1
σZ(θ)

(
1
|θ| − γθ

)
B1(γ) +

ζ3(θ)
6

sgn(θ)B3(λ)
]

+
[(

γθ

(
1
2
− 1
|θ|

)
+ γ2

θ

)
B2(λ)
σZ(θ)2

+
1

σZ(θ)

(
1
|θ| − γθ

)
ζ3(θ)

6
sgn(θ)B4(λ)

+
ζ4(θ)
24

B5(λ) +
ζ3(θ)2

72
B6(λ)

]}
.

其中λ =
√

n|θ|σZ(θ), σZ(θ)2 = K
(2)
Z (θ),

ζ3(θ) = K
(3)
Z (θ)/

(
K

(2)
Z (θ)

)3/2

, ζ4(θ) = K
(4)
Z (θ)/

(
K

(2)
Z (θ)

)2

,

γθ = exp(−|θ|)/{1− exp(−|θ|)}, B0(λ) = λ exp
(
λ2/2

) {1− Φ(λ)},
B1(λ) = −λ

{
B0(λ)− (2π)−1/2

}
, B2(λ) = λ2

{
B0(λ)− (2π)−1/2

}
,

B3(λ) = −{
λ3B0(λ)− (

λ3 − λ
)
(2π)−1/2

}
, B4(λ) = λ4B0(λ)− (

λ4 − λ2
)
(2π)−1/2,

B5(λ) = −{
λ5B0(λ)− (

λ5 − λ3 + 3λ
)
(2π)−1/2

}
, B6(λ) = λ6B0(λ)−(

λ6 − λ4 + 3λ2
)
(2π)−1/2.

将鞍点θ̂带入P (R̂ ≥ r)中, 求解出R̂的分布函数为

FR̂(r) ≈ 1− P (R̂ ≥ r). (12)

通过鞍点逼近法得到风险差的极大似然估计量的渐近分布函数后, 可以根据如下定理得到
配对设计风险差的置信区间.

定定定理理理2.3 设三维随机变量(na, nb, n− na − nb)服从多项分布M (n, pa, pb, 1− pa − pb), 风
险差为R, 且R的极大似然估计量为R̂ = p̂a − p̂b, 其中p̂a = na

n , p̂b = nb

n . 假设风险差R̂的分布函

数为FR̂(r) = P (R̂ ≤ r). Fsp是FR̂(r)的鞍点逼近函数. 设0 < α < 1 为给定的名义水平, 对任
意r, R̂L和R̂U 满足

Fsp

(
r | R̂L

)
= α/2, Fsp

(
r | R̂U

)
= 1− α/2.

则配对设计三项式抽样下风险差R 的置信水平100(1− α)% 的渐近置信区间为
[
R̂L, R̂U

]
.
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§3 Monte Carlo 模拟

通过模拟研究来比较不同方法的区间估计有效性, 根据Lui [2]中的讨论, 如果一个置信
区间的覆盖率接近于置信水平, 并且其区间长度较短, 那么这个方法区间估计的效果就较
好. 所以本文通过计算置信区间的真值覆盖率和平均长度, 在保证覆盖率接近置信水平0.95的
情形下, 选取区间长度较短的估计方法作为良好的估计方法这一标准, 从而比较上述5种置
信区间构造方法(Delta方法(D), 改进Wald方法(MW), 反双曲正切变换法(IH), 似然比检验
法(LR), 鞍点逼近法(SA)). 在Monte Carlo模拟中, 考虑如下参数设置: 样本量n = 100, 200, 300,
pb = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 风险差R = −0.03,−0.01, 0, 0.01, 0.03, 置信水平1− α = 0.95. 每种情况重
复1000次. 得出5种不同的置信区间构造方法比较结果如图1-图4所示, 左图表示不同方法随风险
差R变化的覆盖率情况, 右图表示不同方法随风险差R变化的区间长度情况.

通过图1至图4中模拟结果的覆盖率和区间长度情况进行比较, 得出不同方法在这两个指标
下的结果表现各不相同. 在4种不同情形(pb = 0.1, pb = 0.2, pb = 0.3, pb = 0.4) 下, 可以看出随
着样本量的增大, 不同方法的区间长度在逐渐减小, 其覆盖率也在逐渐稳定. 具体来看: (1) 根据
覆盖率(左列图), D方法, MW法, IH法和SA法的真值覆盖率在多数情况下均接近置信水平0.95,
表现较为稳定. 而LR法的覆盖率在多数情况下都距离名义水平较远, 远不如其他4种方法. 尤其
当pb = 0.1, pb = 0.2 时, LR法的覆盖率0.8左右. 对于其他情况(pb = 0.3, pb = 0.4), 该方法的
覆盖率也很难稳定在0.95附近, 说明该方法在此类情形下不是一个较好的估计方法. 换言之, 其
区间估计结果相比较其他方法不包含真实值的概率较大, 区间估计效果与其他方法相比表现不
稳定. (2) 根据区间长度(右列图), 可以看出, D法与MW法, IH法相比, 当样本量较小时, 区间长
度性能相对较差. 但随着样本量的增大, 此方法的区间长度逐渐与其他方法差距缩小. 而MW法
与其他4种方法相比, 多数情形下该方法的区间长度仅次于SA法和LR法, 尤其是在样本量较小
的情况下此现象较为明显. 此外, IH法与MW法相比, 在多数情况下的区间长度较长. 但随着样
本量的增大, 这两种方法的区间长度差距逐渐减小. 当然, 还可以看出, 虽然LR在极少数的情况
下区间长度较短, 但此时的覆盖率远低于名义水平, 这显然不是良好的区间估计方法的表现. 因
此, 在绝大多数情况下, SA法的区间长度要明显优于其他4种方法. (3) 整体来看, SA法的区间性
能在这5种方法中表现着明显的优势. 回顾推导过程, 发现这是由于SA法在计算概率密度函数
和分布函数时, 具有结果准确性高, 尾部分布表现较好的特点, 使得SA法在不同情况下, 区间整
体性能始终呈现着最好的水平. 此外, 对于其他区间估计方法, 在不同情形下的表现各不相同.
MW法与D法相比, 不论是区间长度还是覆盖率方面, 性能均有所提升, 尤其是在小样本情况下,
MW法更加优于D法. 此外, 多数情况下, IH法比D法的区间性能要好, 而与LR法相比时, IH法在
覆盖率方面始终表现较好. 这时虽然LR法的区间长度表现较好, 但是LR法的区间覆盖率在多数
情况下比较低, 所以该方法在实际中区间估计中相比其他方法较不稳定. 另外, 还可以看出, 随
着样本量和pb增大时, IH法和MW法的区间长度差异逐渐减小.

最后综合考虑上述5种方法的模拟比较结果, 得出如下结论: 在保证覆盖率接近0.95, 且区间
长度较短的这一标准下, SA法在这5种方法中表现最好, 是一个较为优秀的估计方法. 相比之下,
对于其他4种方法, 一方面, 虽然LR法在极少数情况下区间长度较短, 但其区间覆盖率较低, 且估
计结果表现不是很稳定, 考虑到在实际中往往需要稳定的区间估计方法进行估计, 所以该方法的
稳定性在实际中有很大可能性不如其他方法. 另一方面, 其他方法的估计效果均没有SA法的表
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图 1 pb = 0.1, α = 0.05, n = 100, 200, 300下相应的覆盖率(左)及区间长度(右)
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图 2 pb = 0.2, α = 0.05, n = 100, 200, 300下相应的覆盖率(左)及区间长度(右)
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图 3 pb = 0.3, α = 0.05, n = 100, 200, 300下相应的覆盖率(左)及区间长度(右)
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图 4 pb = 0.4, α = 0.05, n = 100, 200, 300下相应的覆盖率(左)及区间长度(右)



38 高 校 应 用 数 学 学 报 第39卷第1期

现好. 因此, 建议选用SA法作为配对设计中风险差指标的区间估计方法.

§4 实例分析

在研究患心脏病是否影响患糖尿病的过程中 [28], 将144 名心脏病患者按年龄和性别
与144名没有心脏病的人进行了匹配, 构成144对匹配对(心脏病患者组为病例组, 未患有心脏病
组未对照组). 询问他们是否曾经被诊断为患有糖尿病. 询问结果如表2所示, 病例组曾患有糖尿
病而对照组不曾患糖尿病的有37位患者, 病例组未曾患糖尿病而对照组曾患有糖尿病的有16位
患者, 现研究心脏病对患糖尿病是否有影响及影响程度.

表2 患心脏病对患糖尿病的影响研究数据

病例组
对照组

总数
患糖尿病 不患糖尿病

患糖尿病 9 37 46

不患糖尿病 16 82 98

总数 25 119 144

通过以上数据可以得到风险差R 的极大似然估计为R̂ = 0.15, 对照组不患病概率为pb =
0.11, 使用文中的5种方法构建置信水平为0.95的置信区间, 分别计算出不同方法风险差的置信区
间上, 下限以及区间长度, 结果如表3所示.

表3 患心脏病对患糖尿病的影响程度

95%的置信区间下限 95%的置信区间上限 区间长度

Delta法 0.0536 0.2447 0.1912

改进Wald法 0.0508 0.2397 0.1889

反双曲正切变换法 0.0524 0.2431 0.1906

似然比检验法 0.0947 0.2346 0.1302

鞍点逼近法 0.0714 0.2187 0.1486

从表3的不同方法比较结果来看, 虽然似然比检验法的区间长度足够短, 但在模拟中发现其
覆盖率离置信水平较远, 这反映出该方法的效果不是很稳定, 而鞍点逼近法在不同情形下覆盖率
始终能够接近给定的名义水平, 表现着较好的稳定性. 因此在实际运用中, 建议使用鞍点逼近法.
此外, 这5种方法构造的置信区间都包含了风险差的极大似然估计值, 因此有95%的把握认为患
心脏病对患糖尿病有影响, 即患心脏病与不患心脏病的人相比, 心脏病患者患糖尿病的风险更
多.

§5 结论
风险差在医学上是一个用于评价治疗风险, 治疗效果的指标. 本文在配对设计中, 考虑了

鞍点逼近法, Delta法, 改进Wald法, 反双曲正切变换法以及似然比检验法对风险差进行置信
区间构造, 通过Monte Carlo模拟计算区间覆盖率和区间长度, 比较了不同方法的区间性能, 在
这5种方法中, 鞍点逼近法要明显优于其他4种方法, 是一种良好的区间构造方法. 相比之下, 改
进Wald法的整体性能仅次于鞍点逼近法. 改进Wald法与反双曲正切变化法相比, 随着样本量的
增大, 这两种方法的区间长度差距逐渐减小. 此外, 本文所提出的方法还可用于其他分布或其他
指标的置信区间构造当中, 例如相对危险度指标等.
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Confidence interval construction of risk difference in paired design
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Abstract: Risk difference is often used to compare the effectiveness of a disease before
and after treatment or the implementation of a policy measure in paired design Aiming at
the problem of confidence interval estimation of risk difference in paired design, this paper
uses delta method, improved Wald method, inverse hyperbolic tangent transformation method,
likelihood ratio test method and saddle point approximation method to construct confidence
interval, and calculates the interval coverage and interval length through Monte Carlo simu-
lation to compare the performance of these five methods. The results show that the interval
performance of different methods is different Among them, the saddle point approximation
method is significantly better than the other four methods; The performance of the improved
Wald method is second only to the saddle point approximation method, and with the increase
of the sample size, the performance gap between the improved Wald method and the inverse
hyperbolic tangent transformation method gradually decreases; finally an example is given to
verify the five interval estimation methods.

Keywords: matching design; saddle point approximation; Monte Carlo simulation; con-
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