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偏态分布截断参数的经验Bayes检验
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摘 要: 偏态分布是对称分布的一种推广, 在实际生活中应用广泛, 其中截断参数对
界定偏态分布的边界具有重要意义. 文中基于经验Bayes检验方法, 研究了偏态分布截
断参数的假设检验问题. 考虑普通Bayes检验中先验密度的未知性和不确定性, 利用递
归核估计的密度函数代替未知的先验密度函数. 定义检验的加权线性损失函数, 从而
更好地刻画了决策风险. 在给定条件下证明了所提出检验函数的渐近最优性, 同时给
出确定的收敛速度. 最后通过实例验证了文中的理论结果.
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§1 引 言

统计分析过程中, 通常假设数据具有对称性, 而实际生活中遇到的数据往往不具有这类性
质, 例如金融学, 生物医学以及社会科学等研究领域的数据大多呈偏斜形态. 若忽略数据偏斜的
特征, 仍用对称分布进行分析则可能会造成结果偏移甚至错误结论. 此时用偏态分布拟合这类数
据, 能更合理地刻画其相关特征. 在实际应用中, 随机变量的定义范围直接影响偏态分布的取值,
为更准确地获得偏态分布的定义区间, 对偏态分布的截断参数进行假设检验具有现实意义.

偏态分布的研究领域内, 现已有很多关于偏斜数据非对称性质的研究. 在偏态分布的统
计性质方面, Pearson[1]研究了非对称概率密度函数曲线的广义形式及拟合性质; Azzalini[2] 提
出偏正态分布的具体概念和模型, 并对其相关性质进行研究; 李光兴等[3]引入截断参数后给

出新的偏态密度函数. 基于此, Jones等[4]提出一种偏t分布, 并对其相关性质与参数推断进行
研究; Nekoukhou等[5]研究了几类Laplace分布相关偏斜分布的性质特征, 得到截断偏Laplace分
布的相关性质; 杨昕[6]提出一种新的偏Logistic分布, 并讨论了其在股市风险中的应用问题; 谭
佳玲等[7]基于随机缺失的情形, 研究了偏正态分布相关模型的参数估计问题. 在偏态分布的
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统计诊断方面, Nadarajah[8]针对偏Logistic分布研究了其相关的统计性质, 信息熵以及统计
诊断问题; Azzalini等[9]在偏t分布中引入调节参数, 提出基于惩罚似然思想的统计诊断方法;
Kahrari等[10]针对多元偏斜正态-柯西分布的尺度混合模型给出了极大似然估计的EM 算法; 曹
幸运等[11]在偏正态分布下众数回归模型中, 基于Pena距离研究了模型的统计诊断问题; 叶仁道
等[12]研究了偏正态单向分类模型中方差分量函数的单边假设检验和区间估计问题.

随着检验方法的成熟, Bayes检验逐渐发展为一种热门的检验方法, 与普通Bayes检验相
比, 经验Bayes方法的基本思想是利用抽样样本估计总体先验分布, 从而代替真实先验分布进
行Bayes统计与决策的分析. Robbins[13] 最早提出忽略参数本身是一个随机变量的经验Bayes基
本思想; John[14]基于经验Bayes检验方法研究了两类连续型单参数指数分布族中参数的检验问
题. 在不同分布的经验Bayes检验方面, 陈家清等[15]利用核密度估计代替概率密度函数, 给出了
线性指数分布参数的经验Bayes检验研究理论和结果证明; 周雁等[16]引入加权线性损失函数对

刻度指数分布参数的经验Bayes检验问题展开了研究; Tansey等[17]基于多实验研究数据提出了

一种双经验Bayes检验方法. 在经验Bayes检验函数的收敛速度方面, Liang[18]研究了正态分布中

均值的经验Bayes检验函数的最优收敛速度, 并得到其最优收敛速度为O(n−1); Chen[19] 通过构

造经验Bayes检验组间测试序列, 研究了均匀分布参数的检验问题, 并得到检验函数的收敛速度
为O(n − 2(r + α)[2(r + α) + 1]); 陈家清等[20]基于离散型单参数指数分布族的研究得到参数双

侧经验Bayes检验函数的精确收敛速度可达O(n−1); Yuan等[21]研究Gamma分布位置参数的双
侧经验Bayes问题, 得到其收敛速度O(n−

1
2 ).

在经验Bayes领域用抽样概率密度去估计总体概率密度的过程中, 核密度估计是最常用的方
法. Parzen[22] 最早提出了密度函数的核估计表达; 随着Wolverton等[23]提出了密度函数的递归

核估计, 核估计的计算效率得到极大改善. 而运用递归核估计时重在选择合适的核函数和窗宽,
Terrell[24]提出了过平滑窗宽的条件和准则, 该准则在后续研究中被广泛使用. 值得注意的是,
韦来生[25]研究了NA随机变量密度函数的核估计的相合性, 并给出详细证明; Alexandre[26]提出

了Solve-the-Equation的方法, 其通过控制积分均方误差的大小得到最优窗宽值, 在估计过程中
极大程度地简化了计算.

基于上述文献可知, 经验Bayes检验方法是研究偏态分布参数检验的可行方法. 但是在偏态
分布截断参数的分析中, 对其进行假设检验的研究并不多, 而考虑在高维数据样本条件下, 普通
核密度估计不论是在计算量还是估计精度上都存在弊端. 因此为提高密度估计的效率和精度,
本文引入递归核密度函数估计未知的先验密度函数, 利用加权线性损失函数, 有效地刻画决策的
风险, 通过实例分析证明该检验的渐进最优性, 并给出收敛速度的阶数.

本文结构安排如下: §2介绍偏态分布的相关性质, 并给出截断参数c 的条件密度函数; §3 给
出了偏态分布中截断参数c的Bayes检验函数; §4利用递归核估计方法得到了参数的经验Bayes
检验函数; §5证明了所提出经验Bayes检验函数的渐近最优性, 并给出具体的收敛速度; §6针对双
侧假设检验, 结合递归核密度估计对截断参数进行经验Bayes检验; §7 通过实例验证了该检验的
渐近最优性, 并得到其收敛速度.

§2 偏态分布

根据文献[3]给出的偏态密度函数, 随机变量X服从截断参数为c, 尺度参数为σ2的偏态分布,
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考虑其概率密度函数为

f(x|c) =
2
σ

(c− x) exp
{
− (c− x)2

σ

}
, (1)

其中, σ > 0, 截断参数c可在(0,+∞)上取值, 随机变量x的取值区间为(−∞, c). 偏态的形态主要
由截断参数c决定, 且截断参数c决定了偏态分布的边界定义. 如何确定偏斜数据的总体分布区间
便与参数c有密切关系.

采用矩母函数的方法能得到(1)式中偏态分布的期望和方差分别为

E(X) = c−
√

σπ

2
; Var(X) = σ − σπ

4
.

综合上述偏态分布的性质分析可知, 密度函数f(x)在(−∞, c)上仅存在一个极大值点, 其最
大值点为x0 = c−√

σ
2 , 最大值为f(x0) =

√
2
σ exp(− 1

2 ). 又由于E(X) = c−
√

σπ
2 < c−√

σ
2 , 可

以得到该偏态分布的密度函数f(x)呈现一种单峰的右偏态. 故通过偏态分布均值和方差得到

σ =
Var(X)
1− π

4

; c = E(X)−
√

σπ

2
.

现给出此类偏态密度函数的曲线图像, 如下图1和图2所示.
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图 1 期望相等时不同方差的密度函数曲线
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图 2 方差相等时不同期望的密度函数曲线

图1为考虑期望E(X) = 60, 方差Var(X)分别取50, 120, 240时, 三条离散程度不等的密度
函数f(x)的曲线. 随着方差Var(X)的增大, 参数σ的值急剧增大, 截断参数c的值则轻微减小; 其
中, 密度函数曲线随方差Var(X)的增大而趋于平缓. 图2为考虑方差Var(X) = 120, 期望E(X)分
别取50, 60, 70时, 三条同一水平上但位置不同的密度函数f(x)的曲线. 由于具有相同的方
差Var(X)和参数σ, 三条曲线的极大值均相等; 而随着期望E(X) 的增大, 截断参数c的值逐渐增

大, 密度函数曲线也随期望E(X)的增大而向右平移.
为此(1)式中概率密度函数的形式有助于完成对偏态分布边界的精确定义, 故本文在该偏态

分布密度函数的基础上对截断参数c进行检验分析.

§3 Bayes检验函数

对于给定随机变量X服从偏正态分布时的截断参数c, 假设σ为已知常数, 有条件密度函数

f(x | c) =
2
σ

(c− x) exp
{
− (c− x)2

σ

}
. (2)
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令其边缘密度函数为

f(x) =
∫

C

f(x| c)dG(c) =
∫

C

2
σ

(c− x) exp
{
− (c− x)2

σ

}
dG(c),

其中x ∈ Ω : (0, c), c ∈ C : (0,+∞); G(c)为参数 c未知的非退化先验分布, 且
∫
Ω

f(x|c)dx = 1,
dG(c) = g(c)dc.

现考虑在模型(2)中对参数c的单侧假设检验问题展开研究, 对于给定的常数c0 有

H0 : c ≤ c0 vs H1 : c > c0 .

针对该检验问题，取其加权线性损失函数为

Lm(c, dm) = (1−m) q(c− c0)I(c > c0) + mq(c0 − c)I(c ≤ c0), m = 0, 1 ,

其中, D = {d0, d1} 表示判决空间; di为接受Hi的决策, i = 0, 1; I(A) 表示A发生的示性函数.
设随机化判决函数为δG(x) = P

{
接受H0 | X = x

}
, 则在先验分布G(c)下随机化判决函

数δ(x)的风险函数为

R(δG(x), G(c)) =
∫

C

∫

Ω

[L0(c, d0) f(x | c)δG (x) + L1(c, d1) f(x | c)(1− δG (x))] dxdG(c)

=
∫

C

∫

Ω

[L0 (c, d0)− L1 (c, d1)]f(x | c)δG (x)dxdG(c) +
∫

C

∫

Ω

L1(c, d1) f(x | c) dxdG(c)

=q

∫

Ω

β (x)δG (x)dx + CG ,

(3)
其中β (x) =

∫
C

(c− c0)f (x | c)dG(c), CG =
∫

C
L1(c, d1) dG(c).

记f (i)(x)为 f(x) 关于x 的 i 阶导数, 则f(x)的一阶导数为

f (1)(x) =
∫

C

2
σ

exp
{
− (c− x)2

σ

}
[
2(c− x)2

σ
− 1 ]dG(c).

由(3)式结果经计算有

β (x) =
∫

C

(c− c0)f (x | c)dG(c) = [γ(x)− c0]f(x), (4)

记γ(x) = [
∫

C
c f(x | c)dG(c)] / [

∫
C

f(x | c) dG(c)].

令PG(x) =
∫

C
exp

{
− (c−x)2

σ

}
dG(c), 又

P
(1)
G (x) =

∫

C

2
σ

(c− x)exp
{
− (c− x)2

σ

}
dG(c) = f(x),

故
∫ x

−∞ f(y)dy = PG(x). 进一步可将β (x)表示为

β (x) = N1PG(x)− c0f(x) + N2f
(1)(x), (5)

其中N1 = c0
c0−x , N2 = c0σ

2(c0−x) .
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针对γ(x), 可求得其关于x的一阶导数为

γ(1)(x) =[

∫
C

c f(x | c)dG(c)∫
C

f(x | c) dG(c)
]
′

=

∫
C

2c
σ exp

{
− (c−x)2

σ

}
[ 2(c−x)2

σ − 1]dG(c)
∫

C
2
σ (c− x)exp

{
− (c−x)2

σ

}
dG(c)

[
∫

C
f(x | c) dG(c)]2

−
∫

C
2c
σ (c− x)exp

{
− (c−x)2

σ

}
dG(c)

∫
C

2
σ exp

{
− (c−x)2

σ

}
[ 2(c−x)2

σ − 1]dG(c)

[
∫

C
f(x | c) dG(c)]2

.

由Cauchy-Schwarz不等式可得: γ(1)(x) ≤ 0, 所以γ(x)在Ω上是连续的减函数. 现假设γ(x)满足
条件I lim

x→c−
γ(x) < c0 < lim

x→0+
γ(x).

则由介值定理可知, 存在aG ∈ (0, c), 使得γ(aG) = c0, 又由(4)式得

β (x) 6 0 ⇔ γ(x)− c0 6 0 ⇔ γ(x) 6 c0 ⇔ x > aG,

β (x) > 0 ⇔ γ(x)− c0 > 0 ⇔ γ(x) > c0 ⇔ x < aG.
(6)

由(6)式可知Bayes判决函数为

δG(x) =

{
1 , β (x) 6 0

0 , β (x) > 0
=

{
1 , x > aG,

0 , x < aG.
(7)

则δG(x)的Bayes风险为

RG(δG, G) = inf
δG(x)

R(δG(x), G(c)) = q

∫

Ω

β (x)δG (x)dx + CG , (8)

由于这里参数c的先验分布G(c)未知, 故导致Bayes检验函数在实际问题中没有运用价值, 因
而δG(x)没法应用, 于是考虑引入下一章的经验Bayes方法.

§4 经验Bayes检验函数

本节将在以下框架的基础上构造经验Bayes函数: 设X1, X2, · · · , Xn, Xn+1为独立同分布的

随机变量序列, 其共同的边缘概率密度函数为fG(x), X1, X2, · · · , Xn为历史样本, Xn+1是当前

样本. 本文中还需假定以下条件.
条件II fG(x) ∈ Ck,β , X ∈ R . Ck,β是R上的一族密度函数, 它的k阶导数存在且连续.
统计学研究中用概率密度函数描述分布函数的特征, 而当概率密度函数未知时, 通常考虑

非参数估计的方法. 故为构造经验Bayes检验函数, 本文将引入如下递归核估计的方法. 首先需
要假设先验分布和核函数满足条件.

条件III 假设先验分布G(c)属于以下分布族, 即

G(c) ∈ ϕ = {G |
∫

C

cdG(c) < ∞ , A1 < aG < A2},

其中A1和A2为给定常数，且满足0 < A1 < A2 < c.
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条件IV 令核函数Di(x)(i = 0, 1)是R上有界的Borel可测函数, 并在R上可微, 在区间(0, 1)

之外其取值为零, 且 1
t!

∫ 1

0
xt Di(x)dx =

{
(−1)t , t = i ;

0 , t 6= i ,
其中t = 0, 1, · · · , k − 1 .

于是根据Wolverton等[23]于1969年所提出的核估计方法定义f (i)(x)的递归核密度估计为

f (i)
n (x) =

1
n

n∑

j=1

1
hi+1

j

Di(
Xj − x

hj
), (9)

其中hn为正整数序列, 且 lim
n→∞

hn = 0. 该递归核密度估计与普通核密度估计最大的区别在于其

递归性质, 表示为

f (i)
n (x) =

n− 1
n

f
(i)
n−1(x) +

1
nhi+1

j

Di(
Xi − x

hj
).

由这种递归性质可知, 在估计未知密度函数f (i)(x) 的过程中, f
(i)
n (x) 可以在原始样本的核密度

估计基础上, 添加新增样本的信息, 而无需再重新对全体样本进行核密度估计. 这在大样本数据
的条件下或是计算机编程的计算中, 对计算效率都有明显的改进. 除此之外, 递归核密度估计
针对不同区间内样本点选择了不同的窗宽hj . 在实际应用中, 即可根据条件的变化定义适应窗
宽hj的选取准则, 从而实现避免过平滑和过锐化的作用.

本文采用递归核密度估计进行检验, 参考文献[26]的方法, 能够找到合适上述条件III和
条件IV的核函数Di(x). 由于PG(x) =

∫ x

−∞ f(y)dy = E{I(Xi ≤ x)}, 因此不失一般性, 定
义PG(x)的估计量为

Pn(x) =
1
n

n∑

i=1

I(Xi ≤ x). (10)

于是可定义β (x)的估计量为

βn (x) = N1Pn(x)− c0fn(x) + N2f
(1)
n (x). (11)

与(7)式同理, 当x ∈ (A1, A2) 时, 可构造参数c的经验Bayes判决函数为

δn(x) =

{
1 , x > A1 或 βn (x) 6 0,

0 , x < A2 或 βn (x) > 0.

则δn(x)的全面Bayes风险为

Rn(δn, G) = q

∫

Ω

βn (x)En[δn (x)]dx + CG

′
, (12)

其中En表示联合分布(X1, X2, · · · , Xn) 的均值.

设F是参数c的先验分布族, 对∀G(c) ∈ F , 有 lim
n→∞

Rn(δn, G) = RG(δG, G), 则称δn(x)为渐

近最优的经验Bayes函数; 若Rn(δn, G) − RG(δG, G) = O(n−p) (p > 0), 那么称δn的收敛速度的

阶数为O(n−p).

下面为验证本文所提δn的渐近最优性和收敛速度, 首先给出以下三条引理.
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引理1 令RG, Rn分别由(8)式和(12)式定义, 则

0 6 Rn(δn, G)−RG(δG, G) 6 q

∫

Ω

|β (x)|P [ |βn (x)− β (x)| > |β (x)| ]dx.

证 参见文献[14]中有关引理1的证明.

引理2 f
(i)
n (x) (i = 0, 1)由(9)式定义, X1, X2, · · · , Xn是独立同分布的随机样本序列, 假设

条件II 及条件III 成立, 当0 < θ < 1, hn = n−
1

2(k−1)时, 存在正整数M , 使得

En|f (i)
n (x)− f (i)(x)|2θ 6 Mn−

θ(k−i−1.5)
k−1

成立.

证 由C-R不等式和Jensen不等式得

En|f (i)
n (x)− f (i)(x)|2θ 6 2|Enf (i)

n (x)− f (i)(x)|2θ + 2[Varf (i)(x)]θ = 2(I2θ
1i + Iθ

2i). (13)

由假定条件IV和核密度估计的性质可得

Enf (i)
n (x) =

1
n

n∑

j=1

1
hi+1

j

En[Di(
Xj − x

hj
)] =

1
n

n∑

j=1

1
hi+1

j

∫ x+hj

x

Di(
y − x

hj
)f(y)dy

=
1
n

n∑

j=1

1
hi

j

∫ 1

0

Di(v)f(x + hjv)dv,

(14)

其中将f(x + hjv)在x处作Taylor展开到第k + 1项有

f(x + hjv) = f(x) +
f (1)(x)

1!
(hjv) + · · ·+ f (k)(x + ξhjv)

k!
(hjv)k, (15)

将(15)式带入(14)式有

Enf (i)
n (x) =

1
n

n∑

j=1

1
hi

j

[hi
jf

(i)(x) +
∫ 1

0

Di(v)
f (k)(x + ξhjv)

k!
(hjv)kdv]

=
1
n

n∑

j=1

1
hi

j

[hi
jf

(i)(x) + hk
j

∫ 1

0

Di(v)
f (k)(x + ξhjv)

k!
vkdv]

=f (i)(x) +
1
n

n∑

j=1

hk−i
j

∫ 1

0

Di(v)
f (k)(x + ξhjv)

k!
vkdv.

又由f(x) ∈ Ck,β及核函数的有界性可知

I1i =| Enf (i)
n (x)− f (i)(x) | = | 1

n

n∑

j=1

hk−i
j

∫ 1

0

Di(v)
f (k)(x + ξhjv)

k!
vkdv |

6 1
n

n∑

j=1

hk−i
j

∫ 1

0

| Di(v) | vk | f (k)(x + ξhjv)
k!

|dv 6 M
1
n

n∑

j=1

hk−i
j 6 M hk−i

n .

(16)
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同理计算可得

I2r =Var[f (i)
n (x)] =

1
n2

n∑

j=1

1

h
2(i+1)
j

En[Di(
Xj − x

hj
)]2 =

1
n2

n∑

j=1

1

h
2(i+1)
j

∫ x+hj

x

D2
i (

y − x

hj
)f(x)dx

=
1
n2

n∑

j=1

1
h2i+1

j

∫ 1

0

D2
i (v)f(x + hjv)dv.

(17)
再由f(x) ∈ Ck,β及核函数的有界性可知

I2r 6 M
1
n2

n∑

j=1

1
h2i+1

j

6 M
1

nh2i+1
n

= M(nh2i+1
n )−1. (18)

因此当取hn = n−
1

2(k−1) 时, 代入(16)式和(18)式有

I1i 6Mhk−i
n = Mn−

k−i
2(k−1) 6 Mn−

1
2 , I2i 6 M(nh2i+1

n )−1 6 Mn−
k−i−1.5

k−1 .

故有

I2θ
1i 6 M n−θ, (19)

Iθ
2i 6 M n−

θ(k−i−1.5)
k−1 . (20)

最后将(19)式和(20)式带入(13)式, 结论即成立.
引理3 设PG(x)和Pn(x)分别由(5)式和(10)式定义,其中X1, X2, · · · , Xn为独立同分布的随

机样本序列, 则当0 < θ 6 1时, 有En|Pn(x)− PG(x)|2θ 6 n−θ.
证 由于

EnPn(x) = E{I(X1 ≤ x)} =
∫ x

−∞
f(y) dy = PG(x),

故Pn(x)为PG(x)的无偏估计. 由Jensen不等式可知

En[Pn(x)− PG(x)]2θ = En{ [Pn(x)− PG(x)]2 }θ 6 {Var(Pn(x))}θ, (21)

其中

Var[Pn(x)] =E{ 1
n

n∑

i=1

[I(Xi ≤ x)− PG(x)]}2θ =
1
n2

n∑

i=1

Var[I(Xi ≤ x)]

=
1
n

Var[PG(X1)] 6 1
n

E[PG(X1)]2 =
1
n

∫

T

fG(t)dt =
1
n

.

(22)

最后将(22)式带入(21)式, 引理3即得证.

§5 经验Bayes检验函数的渐近最优性和收敛速度

定理1 定义X1, X2, · · · , Xn为独立同分布的随机样本序列, 其中RG和Rn分别由(8)式
和(12)式定义. 假定条件III和条件IV均满足, 则对∀x ∈ Ω , 若

(i) hn为正数序列, 且 lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

1
n

∑n
j=1 hj = 0, lim

n→∞
nh3

n = 0;
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(ii) E(c) =
∫

C
cdG(c) < ∞;

(iii) f (2)(x)为x的连续函数.
则有 lim

n→∞
Rn(δn, G) = RG(δG, G).

证 由引理1可知

0 6 Rn(δn, G)−RG(δG, G) 6 q

∫

Ω

|β (x)|P [ |βn (x)− β (x)| > |β (x)| ]dx,

令Qn(x) = |β (x)|P ( |βn (x)− β (x) | > |β (x)|),有Qn(x) 6 |β (x)|,故由(4)式和Fubini定理可知
∫

Ω

|β (x)|dx =
∫

Ω

|
∫

C

f(x|c)(c− c0)dG(c) |dx

6
∫

Ω

∫

C

cf(x|c)dG(c)dx + |c0|
∫

Ω

∫

C

f(x|c)dG(c) dx = |c0|+
∫

C

cdG(c) < ∞.

由控制收敛定理得

0 6 lim
n→∞

[Rn(δn, G)−RG(δG, G) ] 6
∫

Ω

lim
n→∞

Qn(x)dx.

要使定理成立, 则只需证明 lim
n→∞

Qn(x) a.s.= 0成立即可.

根据Markov不等式和Jensen不等式可得

0 6Qn(x) 6 En|βn (x)− β (x) |
6|N1| En| Pn(x)− PG(x) |+ |c0| En| fn(x)− f(x) |+ |N2| En| f (1)

n (x)− f (1)(x) |
6|N1|[En|Pn(x)− PG(x)|2 ]

1
2 + |c0|[En| fn(x)− f(x)|2] 1

2 + |N2|[En|f (1)
n (x)− f (1)(x)|2] 1

2 .

又由引理2可知, 当θ = 1时, 有En| f
(i)
n (x)− f (i)(x) |2 6 Mn−

k−i−1.5
k−1 . 其中

当i = 0时, 有En| fn(x)− f(x) |2 6 Mn−
k−1.5
k−1 ;

当i = 1时, 有En| f
(1)
n (x)− f (1)(x) |2 6 Mn−

k−2.5
k−1 .

故在 lim
n→∞

hn = n−
1

2(k−1) = 0, lim
n→∞

nh2i+1
n = ∞成立时, 有

lim
n→∞

Mn−
k−1.5
(k−1) = lim

n→∞
Mhn

2(k−1.5) = 0, lim
n→∞

Mn−
k−2.5
(k−1) = lim

n→∞
Mhn

2(k−2.5) = 0.

所以对∀x ∈ Ω有
当i = 0时, lim

n→∞
En| fn(x)− f(x) |2 = 0;

当i = 1时, lim
n→∞

En| f
(1)
n (x)− f (1)(x) |2 = 0.

再由引理3可知, 当θ = 1时, 有0 6 En| Pn(x)− PG(x) |2 6 n−1. 所以对∀x ∈ Ω , 有
lim

n→∞
En| Pn(x)− PG(x) |2 = 0.

因此有

lim
n→∞

Qn(x) 6|N1| lim
n→∞

[En| Pn(x)− PG(x) |2 ]
1
2 + |c0| lim

n→∞
[En| fn(x)− f(x) |2 ]

1
2

+|N2| lim
n→∞

[En| f (1)
n (x)− f (1)(x) |2 ]

1
2 = 0.
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所以有

0 6 lim
n→∞

[Rn(δn, G)−RG(δG, G) ] 6
∫ ∞

0

lim
n→∞

Qn(x)dx 6 0.

综上所述, lim
n→∞

Rn(δn, G) = RG(δG, G) 得证.

定理2 X1, X2, · · · , Xn为独立同分布的随机样本序列, RG和Rn由(8)式和(12)式定义. 假
定条件III和条件IV成立, 当0 < θ < 1, hn = n−

1
2(k−1)时有

Rn(δn, G)−RG(δG, G) = O(n−q), q =
θ(k − 2.5)

k − 1
.

证 由(8)式和(11) 式可得

0 6 Rn(δn, G)−RG(δG, G) 6 q

∫

Ω

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx

= q

∫ A1

0

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx + q

∫ aG

A1

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx+

q

∫ A2

aG

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx + q

∫ c

A2

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx

= q(K1 + K2 + K3 + K4).

(23)

又由(5)式和(10)式及C-R不等式和引理2, 引理3得

En|βn (x)− β (x) |2θ

=En| N1[ Pn(x)− PG(x) ] + c0 [ fn(x)− f(x) ] + N2 [ f (1)
n (x)− f (1)(x) ] |2θ

6C1|N1|2θEn|Pn(x)− PG(x)|2θ + C2|c0|2θEn|fn(x)− f(x)|2θ+

C3|N2|2θEn|f (1)
n (y)− f (1)(y)|2θ

6[C4|N1|2θ + C5] n
θ(k−2.5)

k−1 .

(24)

当x ∈ (0, A1]时, 有δG(x) = 1, δn(x) = 1;
当x ∈ [A2, c)时, 有δG(x) = 0, δn(x) = 0.
故在(0, A1]和[A2, c)这两个区间内: En[δn(x)]− δG(x) = 0. 所以有

K1 =
∫ A1

0

βn (x){En[δn(x)]− δG(x)} dx = 0,

K4 =
∫ c

A2

βn (x){En[δn(x)]− δG(x)} dx = 0.

当x ∈ [A1, aG)时, 有δG(x) = 1, En[δn(x)] = P (βn (x)) 6 0, 则由(24)式可知

K2 =
∫ aG

A1

β (x) {En[δn(x)]− δG(x)}dx =
∫ aG

A1

β (x) {1− P [βn (x) 6 0]}dx

6
∫ aG

A1

|β (x)|P [ |βn (x)− β (x)| > |β (x)| ]dx 6
∫ aG

A1

|β (x)|1−2θ En|βn (x)− β (x)|2θdx

6n−
θ(k−2.5)

k−1 [C2

∫ aG

A1

| β (x) |1−2θ| N1|2θdx + C3

∫ aG

A1

| β (x) |1−2θdx].
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当0 < θ < 1
2时, 由于β (x)和N1是闭区间上的连续函数, 由闭区间上连续函数的有界性可

知
∫ aG

A1
| β (x) |1−2θdx < ∞,

∫ aG

A1
| β (x) |1−2θ| N1|2θdx < ∞, 故有: K2 6 Cn−

θ(k−2.5)
k−1 .

当0 < θ < 1时, 由于 lim
x→aG

| β (x) | = lim
x→aG

f(x)| γ(x)− c0 | = 0, 所以有

∫ aG

A1

| β (x) |1−2θdx =
∫ aG

A1

1
| β (x) |2θ−1

dx

是第二类型广义积分, 奇点为x = aG. 故由第二类型广义积分的比较判别法可得

lim
x→aG

(aG − x)2θ−1

| β (x) |2θ−1
= lim

x→aG

[
aG − x

f(x)[γ(x)− c0]
]2θ−1 = [

1
f(aG)

lim
x→aG

−1
γ(1)(x)

]2θ−1

=[
−1

f(aG)γ(1)(aG)
]2θ−1 > 0.

所以
∫ aG

A1

1
(aG−x)2θ−1 dx 是收敛的. 又由于

∫ aG

A1

1
|β(x)|2θ−1 dx和

∫ aG

A1

1
(aG−x)2θ−1 dx具有相同的敛散性,

故
∫ aG

A1

1
|β(x)|2θ−1 dx也是收敛的. 因此由连续函数的有界性可知|N1|2θ 6 M , (M 为正实数). 故有

K2 6 n−
θ(k−2.5)

k−1 [C2

∫ aG

A1

1
(aG − x)2θ−1

dx + C3M

∫ aG

A1

1
(aG − x)2θ−1

dx] 6 C4n
− θ(k−2.5)

k−1 .

同理可得

K3 =
∫ A2

aG

β (x){En[δn(x)]− δG(x)}dx =
∫ A2

aG

β (x)[P (βn (x)) 6 0]dx

6
∫ A2

aG

| β (x) |1−2θ En| βn (x)− β (x) |2θdx 6 C5n
− θ(k−2.5)

k−1 .

最后把K1,K2,K3,K4带入(23)式, 即可得到
Rn(δn, G)−RG(δG, G) = q(K1 + K2 + K3 + K4) = O(n−

θ(k−2.5)
k−1 ).

注1 本文所得到判决函数的收敛阶数为O(n−
θ(k−2.5)

k−1 ), 当k →∞, θ → 1时, 有

O(n−
θ(k−2.5)

k−1 ) → O(n−1).

§6 双侧检验问题

现考虑参数c的双侧检验问题

H0 : c1 ≤ c ≤ c2 vs H1 : c < c1, c > c2 ,

其中c1和c2为给定的常数. 如果取c0 = c1+c2
2 和 λ0 = c2−c1

2 , 那么双侧检验问题就等价于

H∗
0 : |c− c0| ≤ λ0 vs H∗

1 : |c− c0| > λ0 .

取其加权线性损失函数为

L∗m(c, dm) = (1−m) q[(c− c0)
2 − λ0

2]I(|c− c0| > λ0) + mq [λ0
2 − (c− c0)

2]I(|c− c0| ≤ λ0) ,
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其中m = 0, 1; D∗ = {d0, d1}为双侧检验问题的判决空间; di为接受H∗
i的决策, i = 0, 1; I(A)表

示事件A发生的示性函数.
设随机化判决函数为δ∗G(x) = P

{
接受H∗

0 | X = x
}
, 则在先验分布G(c)未知的条件下,与(3)

式同理, 有δ∗(x)的Bayes风险为

R(δ∗G(x), G(c)) =
∫

C

∫

Ω

[L∗0(c, d0) f(x | c)δ∗G (x) + L∗1(c, d1) f(x | c)(1− δ∗G (x))] dxdG(c)

=q

∫

Ω

β∗ (x)δ∗G (x)dx + C∗G .

(25)

记γ∗(x) =
∫

C
(c2−2c0c) f(x | c)dG(c)∫

C
f(x | c) dG(c)

, 则上式中β∗ (x)和C∗G分别表示





C∗G =
∫

C

L∗1(c, d1) dG(c),

β∗ (x) =
∫

C

[(c− c0)
2 − λ0

2]f (x | c)dG(c) = [c2
0 − λ2

0 + γ∗(x)]f(x).

经计算有

β∗ (x) = H1PG(x) + H2f(x) + H3f
(1)(x) + H4f

(2)(x), (26)

其中H1 = x, H2 = c2
0 − λ2

0 + 3
2σ, H3 = σ

2 x, H4 = σ2

4 .
由(26)式可知Bayes双侧检验的判决函数为

δ∗G(x) =

{
1 , β∗ (x) 6 0,

0 , β∗ (x) > 0.
(29)

则δG(x)的Bayes风险为

R∗G(δ∗G, G) = inf R∗(δ∗G(x), G(c)) = q

∫

Ω

β∗ (x)δ∗G (x)dx + C∗G . (30)

现考虑使用经验Bayes检验函数, 利用(9)式的递归核密度形式, 可以得到f (2)(x), f (1)(x)
和f(x)的核密度估计为f

(2)
n (x), f (1)

n (x), fn(x). 由(26)式可定义β∗ (x)的估计量为

β∗n (x) = H1Pn(x) + H2fn(x) + H3f
(1)
n (x) + H4f

(2)
n (x).

再由(27)式定义参数c的双侧经验Bayes检验的随机化判决函数为

δ∗n(x) =

{
1 , β∗n (x) 6 0,

0 , β∗n (x) > 0.

则δ∗n(x)的全面Bayes风险为

R∗n(δn
∗, G) = q

∫

Ω

β∗n (x)En[δ∗n (x)]dx + C∗G
′
. (29)

定理3 定义X1, X2, · · · , Xn为独立同分布的随机样本序列, 其中R∗G和R∗n分别由(28)式
和(29)式所定义. 假定条件III 和条件IV均满足, 则对∀x ∈ Ω , 若
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(i) {hn}为正数序列, 且 lim
n→∞

hn = 0, lim
n→∞

1
n

∑n
j=1 hj = 0, lim

n→∞
nh5

n = ∞;

(ii) E(c2) =
∫

C
c2dG(c) < ∞;

(iii) f3
n(x) 为x 的连续函数;

则有 lim
n→∞

R∗n(δ∗n, G) = R∗G(δ∗G, G).

定理4 X1, X2, · · · , Xn为独立同分布的随机样本序列, R∗G和R∗n由(8)式和(12)式定义. 假
定条件III和条件IV均成立, 则当0 < θ < 1, hn = n−

1
2(k−1)时, 有

R∗n(δ∗n, G)−R∗G(δ∗G, G) = O(n−q), q =
θ(k − 3.5)

k − 1
,

其中当k →∞, θ → 1时, 该收敛速度可任意地接近O(n−
1
2 ).

定理3和定理4的证明方法和过程与定理1和定理2类同, 此处省略证明过程.

§7 实例

本节将给出一个满足前述性质的实例. 当给定σ = 1时, 随机变量X在参数c给定条件下的条

件密度函数为

f(x | c) = 2(c− x)exp{−(c− x)2},
取参数c的先验分布为g(c) = 1

τ(r)c
r−1 exp {−c} I(c>0), 故得到x的边缘密度函数

f(x) =
∫

C

f(x| c)g(c)dc =
∫

C

2(c− x) cr−1

τ(r)
exp

{−c2 + (2x− 1)c− x2
}

dc

=
2 exp{−x2}

τ(r)

∫

C

(cr − cr−1x) exp{−c2 + (2x− 1)c}dc <
2 exp{−x2}

τ(r)
.

由此可知f(x)可导, 其导函数连续且有界, 即满足fG(x) ∈ Ck,β , 条件II成立. 于是假定条件IV成
立, 只需验证条件I成立即可. 那么将f(x)及f(x|c)带入(4)式即得

γ(x) =

∫
C

c f(x | c)dG(c)∫
C

f(x | c) dG(c)
=

∫
C

(cr+1 − crx) exp
{−c2 + (2x− 1)c

}
dc∫

C
(cr − cr−1x)exp {−c2 + (2x− 1)c}dc

,

有γ(x)的一阶导数

γ(1)(x) =
∫

C
(2cr+2 − 2cr+1x− cr)exp

{−c2 + (2x− 1)c
}
dc

∫
C

(cr − cr−1x)exp
{−c2 + (2x− 1)c

}
dc

[
∫

C
(cr − cr−1x)exp {−c2 + (2x− 1)c}dc]2

−
∫

C
(cr+1 − crx)exp

{−c2 + (2x− 1)c
}
dc

∫
C

cr−1(2c2 − 2cx− 1)exp
{−c2 + (2x− 1)c

}
dc

[
∫

C
(cr − cr−1x)exp {−c2 + (2x− 1)c}dc]2

≤0.

故γ(x)在x ∈ Ω上是连续的单调减函数. 令γ(aG) = c0, 并取A1 = 10−10, A2 = 1010. 经计算
有0 < A1 < aG < A2 < c, 故能得到 lim

x→c−
γ(x) < γ(aG) = c0 < lim

x→0+
γ(x), 即有条件I成立.

E(c) =
∫

C

c g(c)dc =
∫

C

cr

τ(r)
exp{−c}dc < ∞,
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故有条件III 成立. 又

β (x) =f(x) [γ(x)− c0]

=
2 exp{−x2}

τ(r)
[c0

∫

C

(cr − cr−1x) exp{−c2 + (2x− 1)c}dc

−
∫

C

(cr+1 − crx) exp{−c2 + (2x− 1)c}dc] ≤ W
2 exp{−x2}

τ(r)
,

其中W ∈ R, 故在x ∈ Ω上, 函数β(x)是有界函数.

综上证明可得: 定理1, 定理2及定理3的条件在本例中均满足, 即本文所给经验Bayes检验的
结论均成立. 那么代入定理2和定理3的理论结果, 可验证得到 lim

n→∞
Rn(δn, G) = RG(δG, G), 且

收敛速度的阶数满足O(n−
θ(k−2.5)

k−1 ).
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Empirical Bayes test for the truncation parameter of skew
distribution
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(1. Faculty of Science, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650504, China;

2. Center of Applied Statistics, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650504,

China)

Abstract: Skew distribution is a kind of generalization of the symmetric distribution and is widely

applied in real life, where the truncation parameter to define the boundary of the skew distribution is

of great significance. In this study, the empirical Bayes test is discussed for the truncation parameter

in the skew distribution. Considering the unpredictability and uncertainty of prior density function in

the common Bayes test, the unknown prior density function is estimated by the recursive kernel density

function. In order to better characterize the decision risk, the weighted linear loss function of the test

is defined. The asymptotic optimality of the proposed test function is proved under given conditions,

and the determined convergence rates is given. Finally, the theoretical results are verified by a real

example.

Keywords: empirical Bayes test; skew distribution; recursive kernel estimation; asymptotic op-

timality; convergence rates
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