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具有正负系数的分数阶微分方程非振动解的

存在性
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摘 要: 考虑了一类具有正负系数的分数阶中立型微分方程, 利用Banach压缩映像原
理获得了其一个新的非振动解的存在的充分条件.
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§1 引 言

近三十年, 在材料科学, 化学物理, 石油勘探, 反常扩散, 粘弹性, 控制科学, 电磁理论甚至金
融领域涌现了许多分数阶微分方程模型, 也吸引了众多学者的研究, 取得了经典的结果, 见[1-2].
鉴于以上原因, 学者们将对微分方程振动理论的研究工作重心由整数阶转移到了分数阶. 前期
笔者注意到了一类中立型整数阶微分方程非振动解的存在性的相关文献, 例如[3-11]. 从以上文
献中体现的方程的发展历程来看, 它们的中立型部分主要讨论的都是离散时滞的, 且主要研究思
路比较相似, 表现为将中立型部分的系数分成(−∞,−1), (−1, 0), (0, 1), (1,+∞)四种情形, 并在
每一种情形下通过构造不同的算子来证明, 但是对于中立型部分带分布时滞的情形的文献所见
不多.

在2013年, Candan[11]讨论了一阶中立型带分布时滞微分方程

[
(x(t)−

∫ b

a

p2(t, ξ)x(t− ξ)dξ)γ
]′

+
∫ d

c

Q2(t, ξ)G(x(t− ξ))dξ = 0, (1)

这里γ是两个正奇数的比, 但是他仅仅研究了系数是0 <

∫ b

a

p2(t, ξ)dξ < 1的情形, 这让作者产

生了极大的兴趣. 通过认真分析, 了解到按照传统的算子构造方法, 在推导过程中, 出现了下面

的在数学上不可逾越的困难, 即x(t− θ)×
∫ b

a

p(t, θ)dθ 6=
∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ, 另外注意到了周
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等[12]研究了常系数分数阶微分方程

Dα
t [x(t) + cx(t− τ)]′ +

m∑

i=1

Pi(t)Fi(x(t− σi))dσ = 0,

同样得到了非振动解存在的充分条件, 这些都促使作者开展了对此类方程的进一步研究. 本文将
分数阶应用在此类方程中, 并打破了传统算子的构造, 克服了以上困难, 得到了带分布时滞的系
数

∫ b

a
p2(t, ξ)dξ在上述四种情况下非振动解的存在的充分条件.
本文考虑分数阶中立型微分方程

Dα
t

(
[Φ(r(t)x(t) +

∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ)]′
)
− q1(t)g1(x(t− τ))

+q2(t)g2(x(t− σ)) = h(t), (2)

这里Dα
t是阶数α ≥ 0的在半轴上Liouville分数阶导数, 0 < a < b, τ > 0, σ > 0, p ∈ C

(
[t0,∞) ×

[a, b],R
)
, r, qi ∈ C

(
[t0,∞),R+

)
, h ∈ C

(
[t0,∞),R

)
, Φ(u) ∈ C(R,R), 关于u的连续递增的实

奇函数, 且Φ−1(u)满足局部Lipischitz条件, gi ∈ C(R,R), gi(u)满足局部Lipischitz条件, 对u 6=
0,有ugi(u) > 0, i = 1, 2.

本文将会用到以下定义, 性质和记号.
定定定义义义1 若存在充分大的t1 > t0, 对于x(t) ∈ C([t1 − µ,∞),R), 使得

Dα
t

(
[Φ(r(t)x(t) +

∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ)]′
)

在[t0,∞)上存在, 且满足方程(2), 则x(t)为方程(2)的解.这里µ = max{b, τ, σ}.
定定定义义义2 若方程(2)的一个解有任意大的零点, 则称其为方程(2)的振动解, 否则称为非振动

解.
定定定义义义3[1] 在半轴上的Liouville分数阶积分定义为

D−α
t f(t) =

1
Γ(α)

∫ ∞

t

(s− t)α−1f(s)ds,

这里t ∈ R和α ∈ [0,∞).
定定定义义义4[1] 在半轴上的Liouville分数阶导数定义为

Dα
t f(t) =

dn

dtn
(D−(n−α)

t f(t)) =
1

Γ(n− α)
dn

dtn

∫ ∞

t

(s− t)n−α−1f(s)ds,

这里n = [α] + 1, α ∈ [0,∞), [α]定义的是α的整数部分. 特别地, 如果α = n ∈ N , 则Dn
t f(t) =

f (n)(t), 这里f (n)(t)是f(t)在通常意义下的n阶导数.
性性性质质质1[1] 对α > 0,

Dα
t (D−α

t f)(t) = f(t).
本文中用到下面的记号. 记Li分别是函数gi定义在集合A上的Lipischitz常数, K是函

数Φ−1(u)的Lipschitz常数, 分别地, L = max{L1, L2}, βi = max
x∈A

gi(x), i = 1, 2.

§2 主要结果
定理 假设 ∫ ∞

t

sαqi(s)ds < ∞, i = 1, 2,

∫ ∞

t

sαh(s)ds < ∞, (3)

且满足下面情形之一,
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(a) 0 ≤
∫ b

a

p(t, θ)dθ < 1, (b) − 1 <

∫ b

a

p(t, θ)dθ ≤ 0,

(c) 1 <

∫ b

a

p(t, θ)dθ < +∞, (d) −∞ <

∫ b

a

p(t, θ)dθ < −1,

则方程(2)存在一个有界的非振动解.

证 令Λ是所有定义在[t0,∞)上的具有上确界范数‖x(t)‖ = sup
t0≤t<+∞

|x(t)|的有界连续函数
的全体, 则易知Λ是一个Banach空间.

情形(a) 0 ≤
∫ b

a

p(t, θ)dθ ≤ p1 < 1, 1 ≤ r(t) ≤ 1
p1

. 设A = {x ∈ Λ|M1 ≤ x(t) ≤ M2, t ≥ t0},

这里M1,M2是两个正常数且使得p1M2 +
M1

p1
< λ < M2成立.

由(3)式, 选择t1 ≥ t0 + µ, 当t ≥ t1充分大时, 使得下面的(4)-(6)成立.∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β1q1(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(M2)− Φ(λ), (4)

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β2q2(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(λ)− Φ(p1M2 +

M1

p1
), (5)

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s) + q2(s)]ds <

1− p1

KL
. (6)

接下来在A上定义算子T为

(Tx)(t) =





1
r(t)

{−
∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ + Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
×(q1(s)g1(x(s− τ))− q2(s)g2(x(s− σ)) + h(s))ds]}, t ≥ t1,

(Tx)(t1), t0 ≤ t ≤ t1.

显然T是连续的, 对于t ≥ t1, x ∈ A, 用到(4)式有

(Tx)(t) ≤ 1
r(t)

{
Φ−1

[
Φ(λ) +

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s)g1(x(s− τ)) + h(s)]ds

]}

≤ Φ−1

[
Φ(λ) +

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
(β1q1(s) + |h(s)|)ds

]

≤ M2,

再用到(5)可得

(Tx)(t) ≥ 1
r(t)

{−
∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ

+Φ−1

[
Φ(λ)−

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q2(s)g2(x(s− σ))− h(s)]ds

]
}

≥ p1

{
−p1M2 + Φ−1

[
Φ(λ)−

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
(β2q2(s)− |h(s)|)ds

]}

≥ M1,

这些表明TA ⊂ A, 由于A是Λ中有界的闭的紧集, 为了应用压缩映像原理, 必须说明T是A上的一

个压缩算子. 对所有任意的x1, x2 ∈ A, 当t ≥ t1时,
|(Tx1)(t)− (Tx2)(t)|

≤ 1
r(t)

{
∫ b

a

p(t, θ)|x1(t− θ)− x2(t− θ)|dθ

+Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
|q1(s)g1(x1(s− τ))− q2(s)g2(x1(s− σ)) + h(s)|ds]
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−Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
|q1(s)g1(x2(s− τ))− q2(s)g2(x2(s− σ)) + h(s)|ds]}

≤ 1
r(t)

{p1|x1 − x2|+ K

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s)|g1(x1(s− τ))− g1(x2(s− τ))|

+q2(s)|g2(x1(s− σ))− g2(x2(s− σ))|]ds},
根据(6)式有

|(Tx1)(t)− (Tx2)(t)| ≤ |x1 − x2|(p1 + KL

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s) + q2(s)]ds)

< |x1 − x2|.
这表明上确界范数||Tx1−Tx2|| < ||x1−x2||, 并且说明T是A上的一个压缩映射. 则由Banach压
缩映像原理可得方程(1)存在唯一的有界正解x̃ ∈ A, 使得T x̃ = x̃, 也就是

x̃(t) =
1

r(t)
{−

∫ b

a

p(t, θ)x̃(t− θ)dθ + Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(t)g1(x̃(s− τ))

−q2(t)g2(x̃(s− σ)) + h(s)]ds]},
进一步得

Φ(r(t)x̃(t) +
∫ b

a

p(t, θ)x̃(t− θ)dθ) = Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(t)g1(x̃(s− τ))

−q2(t)g2(x̃(s− σ)) + h(s)]ds,

即有

[Φ(r(t)x̃(t) +
∫ b

a

p(t, θ)x̃(t− θ)dθ)]′ =
∫ ∞

t

(s− t)α−1

Γ(α)
[q1(t)g1(x̃(s− τ))

−q2(t)g2(x̃(s− σ)) + h(s)]ds,

根据性质1, 容易看出x̃(t)是方程(1)的一个非振动解.

情形(b) −1 < p2 ≤
∫ b

a

p(t, θ)dθ ≤ 0, 1 ≤ r(t) ≤ 1
−p2

. 设A = {x ∈ Λ|M3 ≤ x(t) ≤ M4, t ≥

t0}, 这里M3,M4是两个正常数且使得
M3

−p2
< λ < (1 + p2)M4成立. 由(3)式, 选择t1 ≥ t0 + µ,

当t ≥ t1充分大时, 使得下面(7)-(8)成立.∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β1q1(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ((1 + p2)M4)− Φ(λ), (7)

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β2q2(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(λ)− Φ(−M3

p2
), (8)

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s) + q2(s)]ds <

1 + p2

KL
.

接下来在A上定义算子T为

(Tx)(t) =





1
r(t)

{−
∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ + Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s)g1(x(s− τ))

−q2(s)g2(x(s− σ)) + h(s)]ds]}, t ≥ t1,

(Tx)(t1), t0 ≤ t ≤ t1.

容易看出T是连续的, 对于t ≥ t1, x ∈ A, 由(7)有

(Tx)(t) ≤ 1
r(t)

{−
∫ b

a

p(t, θ)x(t− θ)dθ

−Φ−1[Φ(λ) +
∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s)g2(x(s− σ)) + |h(s)|]ds]}
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≤ −p2M4 + Φ−1

[
Φ(λ) +

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β1q1(s) + |h(s)|]ds

]

≤ M4,

利用(8)式得

(Tx)(t) ≥ 1
r(t)

{
Φ−1

[
Φ(λ)−

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q2(s)g2(x(s− τ))− h(s)]ds

]}

≥ −p2

{
Φ−1

[
Φ(λ)−

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
(β2q2(s)− |h(s)|)ds

]}

≥ −p2

{
Φ−1

[
Φ(λ)− Φ(λ) + Φ(−M3

p2
)
]}

= M3,

这些表明TA ⊂ A. 由于剩下的证明过程与情形(a)证明类似, 故省略了.

情形(c) 1 < p4 ≤
∫ b

a

p(t, θ)dθ ≤ p3 < 2p4 < +∞, 2p4 ≤ r(t) ≤ 2p3, 设A = {x ∈ Λ|M5 ≤
x(t) ≤ M6, t ≥ t0}, 这里M5,M6是两个正常数使得p3M6 + 2p3M5 < λ < 2p4M6成立. 由(3)式,
选择t1 ≥ t0 + µ, 当t ≥ t1充分大时, 使得∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β1q1(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(2p4M6)− Φ(λ),

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β2q2(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(λ)− Φ(p3M6 + 2p3M5),

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s) + q2(s)]ds <

2p4 − p3

KL
成立, 由于剩下的证明过程与情形(a)证明类似, 故省略了.

情形(d) −∞ < 2p5 < p6 ≤
∫ b

a

p(t, θ)dθ ≤ p5 < −1,−2p5 < r(t) < −2p6, 令A = {x ∈
Λ|M7 ≤ x(t) ≤ M8, t ≥ t0}, 这里M7,M8是两个正常数且使得−2p6M7 < λ < (−2p5 + p6)M8成

立. 由(3)式, 选择t1 ≥ t0 + µ, 当t ≥ t1充分大时, 使得∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β1q1(s)dτ + |h(s)|]ds ≤ Φ(−2p5M8 + p6M8)− Φ(λ),

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[β2q2(s) + |h(s)|]ds ≤ Φ(λ)− Φ(−2p6M7),

∫ ∞

t

(s− t)α

Γ(α + 1)
[q1(s) + q2(s)d]ds <

p6 − 2p5

KL
成立, 由于剩下的证明过程与情形(b)证明类似, 故省略了.

§3 例
例 考虑分数阶带分布时滞微分方程

D
1
2
t [((x(t) +

∫ 4

2

2
e4 − e2

x(t− θ)dθ)
5
2 )
′
] + e−tx3(t− 1)− e−3tx2(t− 2) = 4

√
5e−

5
2 t, (9)

这里α =
1
2
, 2 ≤ θ ≤ 4, τ = 1, σ = 2,Φ(u) = u

5
2 , r(t) = 1, p(t, θ) =

2
e4 − e2

,

q1(t) = e−t, q2(t) = e−3t, g1(u) = u3, g2(u) = u2, h(t) = 4
√

5e−
5
2 t.

容易看出0 < r(t) = 1,

∫ 4

2

p(t, θ)dθ < 1,

∫ ∞

t0

s
1
2 e−sds < ∞,

∫ ∞

t0

s
1
2 e−3sds < ∞,

∫ ∞

t0

s
1
2 4
√

5e−
5
2 sds < ∞, 因此定理中情形(a)成立. 事实上, x(t) = e−t是方程(9)的非振动解.



126 高 校 应 用 数 学 学 报 第39卷1期

参参参考考考文文文献献献:
[1] Kilbas A A, Srivastava H M, Trujillo J J. Theory and applications of fractional differen-

tial equations[A]. In: North-Holland Mathematics Studies, vol.204[C]. Amsterdam: Elsevier

Science B.V., 2006.

[2] Diethelm K. The Analysis of Fractional Differential Equations[M]. Berlin: Springer, 2010.

[3] Zhou Yong, Zhang Binggen. Existence of nonoscillatory solutions of higher-order neutral

differential equations with positive and negative coefficients[J]. Applied Mathematics Letters,

2002, 15: 867-874.

[4] Zhou Yong, Zhang Binggen, Huang Yunqing. Existence for nonoscillatory solutions of higher

order neutral differential equations[J]. Czechoslovak Mathematical Journal, 2005, 55: 237-

253.
[5] Zhang Weiping, Feng Wei, Yan Juran, Song Jinsheng. Existence of nonoscillatory solu-

tions of first-order linear neutral delay differential equations[J]. Applied Mathematics and

Computation, 2005, 49: 1021-1027.

[6] Candan T, Dahiya R S. Existence of nonoscillatory solutions of first and second order neu-

tral differential equations with distributed deviating arguments[J]. Journal of the Franklin

Institute, 2010, 347: 1309-1316.

[7] Candan T. The existence of nonoscillatory solutions of higher order nonlinear neutral differ-

ential equations[J]. Applied Mathematics Letters, 2012, 25: 412-416.

[8] Candan T. Existence of nonoscillatory solutions for system of higher order neutral differential

equations[J]. Mathematical and Computer Modelling, 2013, 57: 375-381.

[9] Liu Youjun, Zhang Jianwen, Yan Jurang. Existence of nonoscillatory solutions for system of

higher-order neutral differential equations with distributed deviating arguments[J]. Discrete

Dynamics in Nature and Society, 2013, 2013: 1-8.

[10] 刘有军, 张建文, 燕居让, 带分布时滞高阶中立型微分方程非振动解的存在性[J]. 应用数学学报,

2015, 38(2): 235-243.

[11] Candan T. Existence of nonoscillatory solutions of first-order nonlinear neutral differential

equations[J]. Applied Mathematics Letters, 2013, 26: 1182-1186.

[12] Zhou Yong, Ahmad B, Alsaedi A. Existence of nonoscillatory solutions for fractional func-

tional differential equations[J]. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society,

2017, 2017: 1-16.
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Abstract: In this paper, the fractional order neutral differential equations with positive and

negative coefficients were investigated, and obtained a new sufficient condition for the existence of

nonoscillatory solutions using the Banach contraction mapping principle.
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