
高校应用数学学报
2024, 39(1): 114-120

λ3-最优连通混合Cayley图
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摘 要: 对于连通图X = (V, E), 如果X − F不连通并且X − F的每个分支至少含k个

点, 那么边集F ⊆ E是一个k-限制性边割. 图X的k-限制性边连通度λk(X)为X的最

小k-限制性边割的基数. 该文给出了混合Cayley图的3-限制性边连通度和λ3-最优性.
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§1 引 言

网络可模型化为一个无环和没有重边的图. 本文中X = (V, E)是点集为V = V (X), 边
集为E = E(X)的有限无向简单图. 令u ∈ V (X), X1, X2是X的两个子图. 定义N(u) = {v ∈
V (X) \ {u} : v与u相邻}, d(u) = |N(u)|是u在X中的度, NX1(X2) = {v ∈ V (X1) \ V (X2) : v

与X2中的某个点相邻}. 令δ(X) =min{d(u) : u ∈ V (X)}, ∆(X) =max{d(u) : u ∈ V (X)},
A是V (X)的一个子集. 定义X[A]是X 中由A导出的子图, N(A) = {u ∈ V (X) \ A : u与A中

的某个点相邻}. 对于两个不交的点集A和B, 令(A,B) = {xy ∈ E(X) : x ∈ A, y ∈ B},
|(A,B)|为(A,B)的边数. 若A = V \A, 记ω(A) = (A,A). 文中未定义的概念和术语可参看文[1].

令F ⊆ E(X), 称F为X的一个限制性边割如果X − F不连通且不包含孤立点. 所有
限制性边割中最小的基数称为X的限制性边连通度, 记为λ′(X). 若一个图有限制性边割,
则称该图为λ′-连通的. 用ξ(X) =min{d(u) + d(v) − 2 : uv ∈ E(X)}表示图的最小边度.
Esfahanian和Hakimi在文[2]中证明了每个图X只要点数n(X) ≥ 4, 且不是星, 是λ′-连通的
且λ′(X) ≤ ξ(X). 如果λ′(X) = ξ(X), 则X称为λ′-最优的, 否则称X不是λ′-最优的.

作为推广,如果X−S不连通且X−S的每个分支至少含k个点,连通图X的边集S ⊆ E(X)称
为X的k-限制性边割. X的k-限制性边连通度定义为最小k-限制性边割的基数, 记为λk(G). 最
小k-限制性边割称为λk-割. 图X称为λk-连通图如果λk(X)存在. 显然λ2(X) = λ′(X). 易知
若X是λk-连通的(k ≥ 2), 则X也是λk−1-连通的且λk−1(X) ≤ λk(X). 近几年对k-限制性边连
通度的研究发现, λk(X)越大, 网络的可靠性越好(参看文[3-4]). 因此期望λk(X)尽可能的大.
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显然λk(X)的最优性首先就需要一个上界. 对任意的正整数k, 令ξk(X) =min{|(A,A)| : A ⊆
V (X), |A| = k, X[A]是连通的}. 如果λk(X) = ξk(X), 则X称为极大k-限制性边连通图, 简
记为λk-最优图. 如果|(A,A)| = λk(X), 则A ⊆ V (X)称为λk-碎片. 显然, 如果A是一个λk-碎
片, 则A也是一个λk-碎片. 令rk = rk(X) =min{|A| : A为X的一个λk-碎片}. 一个λk-碎片A称

为X的λk-原子如果|A| = rk. 显然, k ≤ rk ≤ 1
2 |V (X)|. 若A是λk-原子, 则X[A]和X[A]都是连通

的. 限制性边连通度是比经典边连通度更精确的一种网络容错性的测量方法. 因此限制性边连
通度在近些年受到了广泛关注, 比如文[5-9]. 本文确定了混合Cayley图的λ3-最优性.

令X1, X2, · · · , Xn是Kt的n个复制. 现增加一个新顶点u并且让u与V (Xi)(i = 1, 2, · · · ,

n)中的每个顶点都相连, 得到的新图记为X∗
n,t. 可以证明X∗

n,t没有(δ(X∗
n,t) + 1)-限制性边割. 由

文[9]中的如下定理可知, 在满足k ≤ δ(X∗
n,t) + 1的情况下, X∗

n,t是唯一不存在k-限制性边割的图.
定定定理理理1.1[9] 令X是顶点数为2(δ(X) + 1)的连通图且X不同构于X∗

n,t, 其中t = δ(X), 则任
意的k ≤ δ(X) + 1, X有k-限制性边割且λk(X) ≤ ξk(X).

在文献[5]中, Bonsma等人给出了如下的结果.
定定定理理理1.2[5] 如果X是λ3-连通图, 则λ3(X) ≤ ξ3(X). 更进一步地, λ3-连通图X是λ3- 最优的

当且仅当r3 = 3.
文[10]可找到如下定义.
定定定义义义1.3[10] 令G是一个有限群, S0, S1, S2是G的子集, 其中1G /∈ Si, S−1

i = Si(i = 0, 1).
则混合Cayley图X = MC(G,S0, S1, S2)是点集为V (X) = G×{0, 1}和边集为E(G) = E0 ∪E1 ∪
E2的图, 其中Ei = {{(g, i), (sig, i)} : g ∈ G, si ∈ Si}(i = 0, 1), E2 = {{(g, 0), (s2g, 1)} : g ∈
G, s2 ∈ S2}.

对于g ∈ G, 定义变换MR(g)为X上(x, i) → (xg, i)(i = 0, 1)的自同构映射. 所有的这些自同
构形成自同构群Aut(X)的一个子群MR(G), 在G × {0}和G × {1}上都分别作用传递, 因此X至

多有两个轨道. 在本文中, 我们将刻画连通混合Cayley图的3-限制性边连通度. 由定理1.1知,
X = MC(G,S0, S1, S2)有一个3-限制性边割且λ3(X) ≤ ξ3(X).

§2 混合Cayley图的λ3-原子

令Pn为n个顶点的路. 类似于文献[11]中的引理2和定理3, 我们有下面的结论.
引引引理理理2.1 已知X是非λ3-最优连通图, F为X的一个λ3-碎片, U 为F的真子集, I1为X−ω(U)

中的所有孤立点, I2为X − ω(U)中的所有路分支P2的点构成的集合, 记I = I1 ∪ I2. 如果I ⊆
U且|(I, F )| ≥ |(I, F \ U)|, 则F \ I为X的一个λ3-碎片.

证证证 如果I = ∅, 则显然成立. 接下来假设I 6= ∅. 令A = F \ I, F ′ = F \ U . 令B1为X −
ω(A)中的所有孤立点构成的集合, B2为X − ω(A)中的所有路分支P2的点构成的集合, 记B =
B1 ∪B2. 如果B = ∅, 则因为F为X的一个λ3-碎片，所以A是X的3-限制性点割. 因为|(I, F )| ≥
|(I, F ′)|, 所以

λ3(X) ≤ |ω(A)| = |ω(F )| − |(I, F )|+ |(I, F ′)| ≤ |ω(F )| = λ3(X).

这意味着A为X的一个λ3-碎片, 因此B = ∅结论成立. 接下来假设B 6= ∅.
目目目标标标1 对任意的x ∈ I, (x, F ) 6= ∅.

记I ′ = {x ∈ I : (x, F ) = ∅}. 如果I ′ 6= ∅, 则因为(I, U \ I) = ∅, 所以N(I ′) ⊆ F ′.
令B′ = (B ∩F ′) \N(I ′), C = (A∪ I ′) \B′. 很容易发现X − ω(C)没有孤立点, 因此ω(C)为X的
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一个3-限制性边割. 如果I \ I ′ = ∅, 则A = F \ I = F \ I ′. 因为(B′, F \ I) = ∅, 与F为λ3-碎片
矛盾, 所以I \ I ′ 6= ∅, 且

|(I \ I ′, F )| ≥ |(I, F ′)| ≥ |(I ′, F ′ \B′)|+ |(I \ I ′, F ′ \B′)| > |(I \ I ′, F ′ \B′)|.
因此

λ3(X) ≤ |ω(C)| = |ω(F )| − |(B′, F )| − |(I \ I ′, F )|+ |(I \ I ′, F ′ \B′)|
< |ω(F )| − |(B′, F )| ≤ |ω(F )| = λ3(X).

这意味着I ′ = ∅, 也就是对任意的x ∈ I, (x, F ) 6= ∅.

目目目标标标2 B = N(I) ∩ F ′.

由目标1知, B ⊆ A. 因为B = B1 ∪ B2, 且X − ω(F )没有孤立点, 其中B1为X − ω(A)中
的所有孤立点, B2为X − ω(A)中的所有路分支P2的点构成的集合, 所以B ⊆ N(I). 由假设
知N(I) ∩ U = ∅. 因此B ⊆ N(I) ∩ F ′. 如果(N(I) ∩ F ′) \ B 6= ∅, 则因为F是X的λ3-碎片, 所
以A\B 6= ∅且X−ω(A\B)中的每个分支至少包含三个顶点. 因为I 6= ∅且∅ 6= B ⊆ N(I)∩F ′,
所以(I, B) 6= ∅. 又因为|(I, F )| ≥ |(I, F ′)|, 所以

λ3(X) ≤ |ω(A \B)| = |ω(F )| − |(I, F )| − |(B,F )|+ |(I, F ′ \B)|
< |ω(F )| − |(I, F )|+ |(I, F ′)|
≤ |ω(F )| = λ3(X),

矛盾, 因此B = N(I) ∩ F ′.

目目目标标标3 对任意的z ∈ B, (z, F ) 6= ∅.

如果对某个z ∈ B有(z, F ) = ∅, 则因为N(B) ∩ (A \B) = ∅, 所以z在X − ω(U)中属于I1或

属于I2, 即z ∈ I, 而I ⊆ U , B ⊆ F \ U , 矛盾.

目目目标标标4 A \B = ∅.

假设A\B 6= ∅. 因为B = N(I)∩F ′,所以(A\B, I) = (A\B,B) = ∅. 因为X−ω(A\B)中
的每个分支至少含三个顶点, 所以|ω(A \B)| ≥ λ3(X). 因为(I, F ) 6= ∅和(B,F ) 6= ∅, 所以

λ3(X) ≤ |ω(A \B)| = |(A \B,F )| = |(F, F )| − |(I, F )| − |(B,F )| < |ω(F )| = λ3(X),

矛盾, 故A \B = ∅.

由目标4知F = I ∪ B. 因为F为X的λ3-碎片, 所以X(F )中存在一个长度为3的路, 记
为P3 = x1x2x3. 不失一般性, 设x1 ∈ I1, x2, x3 ∈ B2. 则有以下的矛盾

λ3(X) ≤ |N({x1, x2, x3})|
= |N({x1, x2, x3}) ∩ F |+ |N(x1) ∩ (B \ {x2, x3})|+ |N({x2, x3}) ∩ (I \ {x1})|
≤ |({x1, x2, x3}, F )|+ |(N(x1) ∩ (B \ {x2, x3}), F )|+ |(N({x2, x3}) ∩ (I \ {x1}), F )|
= |(N({x2, x3}) ∩ I, F )|+ |(N(x1) ∩B,F )|
≤ |(I, F )|+ |(B,F )| = |ω(F )|
= λ3(X) < ξ3(X).

定定定理理理2.2 已知X不是λ3-最优连通图, 则X中任意两个不同的λ3-原子是无交的.

证证证 设A和B为X中两个不同的λ3-原子. 则由定理1.2知|ω(A)| = |ω(B)| = λ3(X) < ξ3(X),
|A| = |B| = r3 ≥ 4. 记X1 = A ∩ B, X2 = A ∩ B, X3 = A ∩ B, X4 = A ∩ B. 则|X2| =
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|X3| = r3 − |X1| ≥ 1且|X4| ≥ |X1|. 对于X1 6= ∅, 令I1为X − ω(X1)中所有孤立点构成的集合,
I2为X − ω(X1) 中路分支P2的所有点构成的集合, 记I = I1 ∪ I2. 下面分两种情况讨论.

情情情况况况1 I 6= ∅.

因为A和B为X的λ3-原子, 所以I ⊆ X1, (I, X2) 6= ∅且(I, X3) 6= ∅. 又因为X1为A的真子

集, 不妨假设|(I, B \X1)| ≥ |(I, A \X1)|, 则|(I, A)| ≥ |(I, X3)| = |(I, B \X1)| ≥ |(I, A \X1)|,
所以由引理2.1知A \ I为X的λ3-碎片. 这与A是X的λ3-原子矛盾.

情情情况况况2 I = ∅.

这意味着ω(X1)为X的一个3-限制性边割, |X1| ≥ 3, |ω(X1)| > λ3(X). 对于V (X)的两个不
交的非空子集A和B, 因为(参看文[12])

|ω(A ∩B)|+ |ω(A ∪B)| ≤ |ω(A)|+ |ω(B)|,
所以

|ω(X4)| = |ω(A ∪B)| ≤ |ω(A)|+ |ω(B)| − |ω(A ∩B)| < λ3(X).

这意味着X4不是X的λ3-碎片. 令Y1是X − ω(X4)中所有孤立点构成的集合, Y2为X − ω(X4)中
路分支P2的所有点构成的集合, 记Y = Y1 ∪ Y2. 显然Y ⊆ X4. 如果X ′

4 = X4 \ Y 6= ∅,
则ω(X ′

4)是X的一个3-限制性边割. 因此

λ3(X) ≤ |ω(X ′
4)| = |ω(X4)| − |ω(Y )| < |ω(X4)| < λ3(X),

所以Y = X4. 因为A是X的λ3-碎片, Y是A的真子集, 不妨假设|(Y,B \ Y )| ≥ |(Y,A \ Y )|,
则|(Y, A)| ≥ |(Y, X2)| = |(Y, B \ Y )| ≥ |(Y,A \ Y )|, 所以由引理2.1知A \ Y是X的一个λ3-碎片,
这与B是X的λ3-原子矛盾.

综上所述, 结论成立.

接下来假设X = MC(G,S0, S1, S2)是混合Cayley图, V (X) = X0 ∪ X1, 其中Xi = G ×
i(i = 0, 1), ki = |Si|(i = 0, 1, 2). 显然, X的最小度和最大度分别为δ(X) =min{k0 + k2, k1 +
k2}和∆(X) =max{k0 + k2, k1 + k2}.

类似于文献[7]中的引理3.1和3.2, 有下面的引理2.3和引理2.4.

引引引理理理2.3 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6和最小度δ ≥ 2的连通图. 假
设A是X的一个λ3-原子且Ai = A ∩Xi 6= ∅(i = 0, 1). 如果X不是λ3-最优的, 则

(1) V (X)是不同λ3-原子的无交并; (2) |A0| = |A1| ≥ 2.

引引引理理理2.4 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6和最小度δ ≥ 2的连通图. 假设X不

是λ3-最优的. A 是X的λ3-原子, Y = X[A]是由A导出的X的子图且Ai = A ∩Xi = Hi × {i}(i =
0, 1), 其中Hi ⊆ G.

(1)如果对某个i ∈ {0, 1}有Ai 6= ∅,令Yi = X[Ai]是由Ai导出的X的子图,则Aut(Yi)在Ai上

作用传递. 进一步的, 如果Ai 6= ∅(i = 0, 1), 则Aut(Y )在A0和A1上都作用传递;

(2) 如果对某个i ∈ {0, 1}, Ai包含点(1G, i), 则Hi是G的子群.

如果X = MC(G,S0, S1, S2)是k-正则图, 则k0 = k1, k = k0 + k2 = k1 + k2.

引引引理理理2.5 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6的连通图. 假设X不是λ3-最优的.

(1) 如果围长g(X) = 3, 则r3 ≥ k − 1; (2) 如果围长g(X) ≥ 4, 则r3 ≥ k.

证证证 由定理1.2知r3 ≥ 4, k ≥ 3. 令A是X的λ3-原子, 则r3 = |A|且|ω(A)| = λ3(X).
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(1) 当围长g(X) = 3时, λ3(X) < ξ3(X) = 3k − 6. 对于A的所有顶点的度和, 有

kr3 =
∑

x∈A

d(x) ≤ r3(r3 − 1) + |ω(A)| < r2
3 − r3 + 3k − 6,

即kr3 − 3k − r2
3 + r3 + 6 < 0, 因式分解得(r3 − 3)(k − r3 − 2) < 0. 因为r3 ≥ 4, 所以r3 ≥ k − 1.

(2) 当围长g(X) ≥ 4时, λ3(X) < ξ3(X) = 3k − 4, 此时A的所有顶点的度和满足

kr3 =
∑

x∈A

d(x) ≤ r3(r3 − 2) + |ω(A)| < r2
3 − 2r3 + 3k − 4,

即

kr3 − 3k − r2
3 + 3 < kr3 − 3k − r2

3 + 2r3 + 4 < 0,

因此

(r3 − 3)(k − r3 − 1) < 0.

因为r3 ≥ 4, 所以r3 ≥ k.
如果X = MC(G,S0, S1, S2)不是正则图, 不失一般性, 假设k0 < k1, 则最小度δ = k0 + k2和

最大度∆ = k1 + k2. 利用类似于上面的方法, 有下面的引理.
引引引理理理2.6 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6和最小度δ ≥ 2的连通图. 假

设A是X的λ3-原子, X不是λ3-最优的.
(1)当围长g(X) = 3时. 如果A ⊆ X0,则r3 = |A| ≥ δ−1; 如果A ⊆ X1,则r3 = |A| ≥ ∆−1;

如果A ∩Xi 6= ∅(i = 0, 1), 则r3 = |A| ≥ d 1
2 (δ + ∆)e − 1;

(2) 当围长g(X) ≥ 4时. 如果A ⊆ X0, 则r3 = |A| ≥ δ; 如果A ⊆ X1, 则r3 = |A| ≥ ∆; 如
果A ∩Xi 6= ∅(i = 0, 1), 则r3 = |A| ≥ d 1

2 (δ + ∆)e.

§3 混合Cayley图的λ3-最优性

定定定理理理3.1 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6的k-正则连通图. 如果围长g(X) =
3和k2 ≥ 3, 则X不是λ3-最优的当且仅当X满足下面的其中一个条件.

(1) 存在G的子群H, S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}, S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n} (1 ≤ m +
n ≤ 5)和元素s2 ∈ S2 满足|H| < 1

m+n (3k − 6), 〈(S0 ∪ {1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤ H, 〈S−1
2 S2〉 ≤

H和〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2Hs−1
2 ;

(2) 存在G的子群H, S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}, S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n} (0 ≤ m +
n ≤ 3)和两个不同的元素s2, s

′
2 ∈ S2满足|H| < 1

m+n+2 (3k− 6), 〈(S0 ∪{1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤
H, 〈(S2 \ {s′2})−1(S2 \ {s′2})〉 ≤ H和〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2Hs−1

2 ;
(3) 存在G的子群H, S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}, S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n} (0 ≤

m + n ≤ 1)和三个不同的元素s2, s
′
2, s

′′
2 ∈ S2满足|H| < 1

m+n+4 (3k − 6), 〈(S0 ∪ {1G}) \
{s01, · · · , s0m}〉 ≤ H, 〈(S2 \ {s′2, s′′2})−1(S2 \ {s′2, s′′2})〉 ≤ H和〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤
s2Hs−1

2 .
证证证 对于条件(1),令A = H×{0}∪s2H×{1}. 因为围长g(X) = 3, ξ3(X) = 3k−6. 很容易

发现ω(A)为X的λ3-限制性边割. 因为|H| < 1
m+n (3k − 6), 〈(S0 ∪ {1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤ H,

〈S−1
2 S2〉 ≤ H,且〈(S1∪{1G})\{s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2Hs−1

2 ,所以λ3(X) ≤ |ω(A)| = (m+n)|H| <
3k − 6 = ξ3(X). 因此X不是λ3-最优的.

条件(2)和(3)证明类似于条件(1).
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下面证明必要性.
令A为λ3-原子. 因为X不是λ3-最优的, 所以由定理1.2知r3 = |A| ≥ 4. 这样就有A *

X0和A * X1, 也就是Ai = A ∩ Xi 6= ∅(i = 0, 1). 令Ai = Hi × {0}(i = 0, 1). 不失一般
性, 假设(1G, 0) ∈ A0, 则由引理2.4知H0 ≤ G. 因为X[A]连通, 所以存在s2 ∈ S2满足H1 =
s2H0. 因为H0 ≤ G, 所以G = ∪k

i=1H0gi(g1 = 1G). 因此, V (X) = ∪k
i=1MR(gi)(A), X0 =

∪k
i=1MR(gi)(A0) = ∪k

i=1H0gi × {0}, 且X1 = ∪k
i=1s2H0gi × {1}.

由引理2.4, 导出子图Yi = X[Ai](i = 0, 1)和Y ′ = X[A] \ (E(Y0) ∪ E(Y1))都是正则的. 假
设Yi是ri-正则图(i = 0, 1), Y ′是d-正则图, 则λ3(X) = |ω(A)| = |A0|(k0 − r0) + |A1|(k1 − r1) +
|A|(k2−d) < 3k−6. 由|A| ≥ k−1得|A0| = |A1| ≥ k−1

2 . 令k0−r0 = m, k1−r1 = n和k2−d = t.
有t ≤ 2和|H0| < 1

m+n+2t (3k − 6). 下面分三种情况讨论.
情情情况况况1 k2 − d = 0.

因为k2 − d = 0和|H0| < 1
m+n+2t (3k − 6), 所以1 ≤ m + n ≤ 5. 因为k0 − r0 = m, 所以存

在S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}满足〈(S0∪{1G})\{s01, · · · , s0m}〉 ≤ H0. 假设(1G, 1) ∈ s2H0gs×
{1}, 则1G = s2h0gs(h0 ∈ H0) 和gs = h−1

0 s−1
2 . 因为MR(gs)(A)也是λ3-原子且k1 − r1 = n, 所

以存在S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n}满足〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2H0gs = s2H0s
−1
2 . 因

为k2 − d = 0, 所以对任意的s′2 ∈ S2有s′2H0 = s2H0. 因此〈S−1
2 S2〉 ≤ H.

情情情况况况2 k2 − d = 1.
由k2 − d = 1知0 ≤ m + n ≤ 3. 因为k0 − r0 = m, 所以存在S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}满

足〈(S0 ∪ {1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤ H0. 假设(1G, 1) ∈ s2H0gs × {1}, 则1G = s2h0gs(h0 ∈
H0)和gs = h−1

0 s−1
2 . 由MR(gs)(A)也是λ3-原子且k1 − r1 = n, 则有S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n}

满足〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2H0gs = s2H0s
−1
2 . 因为k2 − d = 1, 所以存在一个元

素s′2 ∈ S2满足s′2H0 6= s2H0, 且对任意的s′′2 ∈ S2 \ {s′2}有s′′2H0 = s2H0. 因此〈(S2 \ {s′2})−1(S2 \
{s′2})〉 ≤ H.
情情情况况况3 k2 − d = 2.

由k2 − d = 2知0 ≤ m + n ≤ 1. 因为k0 − r0 = m, 所以存在S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}满
足〈(S0 ∪ {1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤ H0. 假设(1G, 1) ∈ s2H0gs × {1}, 则1G = s2h0gs(h0 ∈
H0)和gs = h−1

0 s−1
2 . 由MR(gs)(A)也是λ3-原子且k1 − r1 = n, 则有S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n}

满足〈(S1 ∪ {1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2H0gs = s2H0s
−1
2 . 因为k2 − d = 2, 所以存在两个不同的

元素s′2, s
′′
2 ∈ S2满足s′2H0 6= s2H0和s′′2H0 6= s2H0, 且对任意的s′ ∈ S2 \ {s′2, s′′2}有s′H0 = s2H0.

因此〈(S2 \ {s′2, s′′2})−1(S2 \ {s′2, s′′2})〉 ≤ H.
类似于上面的方法, 可以得到如下的结论.
定定定理理理3.2 已知X = MC(G,S0, S1, S2)是顶点数n ≥ 6的k-正则连通图. 如果围长g(X) =

3且k2 ≤ 2, 则X不是λ3-最优的当且仅当X满足下面的其中一个条件:
(1) 存在G的子群H满足|H| < 1

k2
(3k − 6)和〈S0〉 ≤ H;

(2) 存在G的子群H和元素s0 ∈ S0满足|H| < 1
k2+1 (3k − 6)和〈S0 \ {s0}〉 ≤ H;

(3) 存在G的子群H满足|H| < 1
k2

(3k − 6)和〈S1〉 ≤ H;
(4) 存在G的子群H和元素s1 ∈ S1满足|H| < 1

k2+1 (3k − 6)和〈S1 \ {s1}〉 ≤ H;
(5) 存在G的子群H, S0的逆闭子集{s01, · · · , s0m}, S1的逆闭子集{s11, · · · , s1n} (1 ≤ m +

n ≤ 5)满足|H| < 1
m+n (3k − 6), 〈(S0 ∪ {1G}) \ {s01, · · · , s0m}〉 ≤ H, 〈(S2)−1(S2)〉 ≤ H和〈(S1 ∪
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{1G}) \ {s11, · · · , s1n}〉 ≤ s2Hs−1
2 .

对于围长g ≥ 4的k-正则连通图X = MC(G,S0, S1, S2)和非正则连通图X, 可以利用类似的
方法得到相应的结论.
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Abstract: For a connected graph X = (V, E), an edge set F ⊆ E is a k-restricted edge cut if

X − F is disconnected such that every component of X − F has at least k vertices. The k-restricted

edge connectivity λk(X) of the graph X is the cardinality of a minimum k-restricted edge cut of X.

The article provides the 3-restricted edge connectivity and the λ3-optimal of the mixed Cayley graphs.
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