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由路代数构造的李代数的同构

叶 昌

(湖州师范学院 理学院, 浙江湖州 313000)

摘 要: 通过路代数的乘法可以自然的构造出李代数. 首先给出了无定向圈的路代数
构造的李代数的中心. 然后证明了两个无定向圈的箭图构造的李代数同构, 则存在保
次的李代数同构. 最后给出了两个交替箭图构造的李代数同构的充要条件是它们有相
同的顶点数与箭向数.
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§1 引 言

利用箭图方法将一个代数用一种容易理解和方便运用的方式表示出来, 这是代数表示论中
强有力的工具[1]. 刘绍学, 罗运纶, 肖杰证明了两个箭图是同构的当且仅当它们的路代数是同
构的[2]. 因此, 可以将箭图的几何性质与其路代数的代数性质联系起来. 刘绍学给出了箭图的
路代数是Artin代数, Noether代数, 半本原代数, 素代数的充要条件[3], 并将这些结果推广到路
代数的张量积上[4]. 周柏荣给出了箭图的路代数是Goldie代数, 局部代数, Σ-链模代数的充要
条件[5]. 刘绍学还将箭图的同构定理推广到赋值图上[6]. 肖杰证明了任意有限有向囤的路代数
及其局部化代数是遗传环, 它们的投射模是顶点投射模的直和[7]. 李方, 谭德展对有圈路代数
的Hochschild分次上同调进行了刻画[8].

李代数在数学, 古典力学和量子力学中有很多应用[9-10]. 一个结合代数可以自然地构造一
个李代数. 路代数是一个结合代数, 所以自然可以构造一个李代数. 考虑由路代数构造的李代数
的代数性质与箭图的几何性质的关系就成为一个值得探讨的问题. 高凤霞, 韩红梅证明了由无定
向圈的路代数构造的李代数均可解, 并给出了其所有卡当子代数[11].

本文将考虑从两个箭图出发构造的李代数同构, 则这两个箭图是什么样的关系. §2是预备知
识, 介绍箭图, 路代数, 由路代数构造的李代数等基本概念; §3研究由路代数构造的李代数的中
心, 证明了对于无定向圈的箭图, 它构造的李代数的中心是由箭图的每个连通分支的所有顶点之
和为基生成的线性空间, 且若两个箭图构造的李代数同构, 则它们有相同个数的连通分支; §4证
明了若两个箭图构造的李代数同构, 则存在保次的李代数同构; §5给出了由两个交替箭图构造的
李代数同构的充要条件是它们有相同的顶点数与箭向数.
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§2 预备知识
定定定义义义2.1 称∆ = (∆0,∆1, s, t)为一个箭图, 其中∆0和∆1是两个集合, 称∆0是∆的顶点集,

∆1是∆的箭向集, s, t是从∆1 到∆0的映射, 对于α ∈ ∆1, s(α), t(α)分别叫做α的起点和终点, 记
为a

α→ b, a = s(α), b = t(α).
注注注2.2 为了方便也记一个箭图为∆ = (∆0,∆1).
定定定义义义2.3 箭图∆中一条从a到b的道路记为p = (a |α1, · · · , αl| b)如果对所有1 ≤ i < l,

t (αi) = s (αi+1) , a = s (α1) , b = t (αl), 这条道路简记为p = α1 · · ·αn. 另外对∆的每个顶
点a ∈ ∆0, 约定一条长度为零的平凡路a = (a|a). 一个从a到a的长度≥ 1的道路称为定向圈.

定定定义义义2.4 对于固定域K, 用P(∆)表示∆中所有道路的集合, 用K∆ 表示以所有道路为
基生成的线性空间. K∆ = {∑m

h=1 ahph | ah ∈ K, ph ∈ P(∆),m ∈ N}. 两个道路相乘

定义为(a | α1, · · · , αl | b) (c |β1, · · · , βn| d) =





(a |α1, . . . , αl, β1, . . . , βn| d) , b = c

0, b 6= c
. 双线性

扩张到K∆上, (
∑m

h=1 ahph) (
∑n

l=1 blql) =
∑

h,l ahblphql, 其中ah, bl ∈ K, ph, ql ∈ P(∆), 称
为∆在K上的路代数.

注注注2.5 K∆是以
∑

a∈∆0
(a | a)为单位元的结合代数.

定定定义义义2.6 域K上的线性空间L如果有一个满足下列3个条件的二元运算L × L → L :
(x, y) 7→ [x, y],
(1) 双线性的;
(2) 反对称的: 即[x, y] = −[y, x];
(3) 满足Jacobi恒等式: 即[x, [y, z] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,∀x, y, z ∈ L,

则称L为域K上的李代数.
众所周知利用结合代数可以构造李代数.
定定定义义义2.7 路代数K∆ 生成的李代数g(K∆)是以K∆ 中所有道路为基作成域K上的线性空

间g(K∆), 定义二元运算为[x, y] = xy − yx, x, y ∈ g(K∆), 其中xy和yx是由路代数中定义的乘

法得到. 即

[x, y] =





xy, 当t(x) = s(y), s(x) 6= t(y);

−yx, 当s(x) = t(y), t(x) 6= s(y);

xy − yx, 当s(x) = t(y), t(x) = s(y);

0, 其他.

定定定义义义2.8 箭图中连接两个顶点的一个通道是指忘记所有箭向的方向后连结两个顶点的道

路, 箭图的两个顶点称为是相互连通的若存在连通这两个顶点的一个通道, 一个箭图称为是连通
的若箭图的任意两个顶点都是连通的.

易知任意箭图是由它的所有连通分支构成.
K∆ 是有限维结合代数当且仅当g(K∆)是有限维李代数当且仅当∆ 中无定向圈. 接下来本

文中讨论的都是无定向圈的箭图的情形.
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§3 由路代数构造的李代数的中心
一个李代数g的中心C(g)为C(g) = {z ∈ g|[x, z] = 0,∀x ∈ g}. 称李代数g和g′同构, 如

果存在线性空间同构f : g → g′, 满足∀x, y ∈ g, f([x, y]) = [f(x), f(y)]. 李代数g与g′同构,
则C(g)与C(g′)同构[12]. 本节先考虑g(K∆)的中心.

定定定理理理3.1 李代数g(K∆)的中心C(g(K∆))是由∆的每个连通分支的所有顶点之和为基生成
的线性空间.

证证证 对于任意连通分支的所有顶点的和
∑n

i=1 ai, 它与任意顶点的李运算为0. 对任意
长度大于1的路于p, 假若路p的起点在这个连通分支中, 为某个ai, 那么路p的终点也在这个

连通分支里, 为某个aj , 则路p与
∑n

i=1 ai的李运算为0. 假若路p的起点不在在这个连通分

支中, 那么路p的终点也不在这个连通分支中, 则路p与
∑n

i=1 ai的李运算为0. 综上所述得
到[g(K∆),

∑n
i=1 ai] = 0,

∑n
i=1 ai ∈ C(g(K∆)).

另一方面, ∀y ∈ C(g(K∆)), 设y =
∑

kiai +
∑

ljρj , 其中ai是顶点的集合, ρj为长度大于等

于1的路的集合.因[ρj , t (ρj)] = ρj , 故lj = 0, 所以有y =
∑

kiai. 因为对任意箭向α, 若[y, α] = 0,
则y或者同时包含s(α), t(α), 且顶点系数相等, 或者同时不包含s(α), t(α). 因此李代数g(K∆)的
中心C(g(K∆))是由每个连通分支的所有顶点的和为基生成的线性空间.

推推推论论论3.2 李代数g(K∆)与g(KΓ )同构, 则∆与Γ有相同个数的连通分支.
证证证 因为李代数g(K∆)与g(KΓ )同构, 则它们的中心同构, 结合定理3.1即可得.

§4 由路代数构造的李代数的保次同构
对于g(K∆), 有自然的N−分次g(K∆) = g(K∆)(0)⊕ g(K∆)(1)⊕ · · · ⊕ g(K∆)(n)⊕ · · · , 其

中g(K∆)(n)是∆中以所有长度等于n的道路为基生成的线性空间. 任一元素x ∈ g(K∆)可唯一
表为x = x(0) + x(1) + · · · (有限和), 其中x(n) ∈ g(K∆)(n). 令g(K∆)+ = g(K∆)(1) ⊕ · · · ⊕
g(K∆)(n)⊕· · · . 因为∆中无定向圈,所以对∆中任意长度≥ 1的道路α1α2 · · ·αn,有α1α2 · · ·αn =
[[[α1, α2] , · · · ] , αn]. 易知g(K∆)+是g(K∆)的理想.

引引引理理理4.1 设∆,Γ为两个箭图, 若有李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ )同构, 则f限制

在g(K∆)+上有李代数同构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+.
证证证 对g(K∆)中任意长度大于等于1的道路α, 设f(α) =

∑
mibi +

∑
njβj , 其中bi是g(KΓ )

中的顶点, βj是g(KΓ )中长度大于等于1的道路, mi, nj ∈ K. 设α的起点为a, 因为∆中无定向
圈, α的终点不为a, 所以[a, α] = α, f(α) = f [a, α] = [f(a), f(α)]. 设f(a) =

∑
pscs +

∑
qtγt, 其

中cs是g(KΓ )中的顶点, γt是g(KΓ )中长度大于等于1的道路, ps, qt ∈ K. 则

[f(a), f(α)] = [
∑

pscs,
∑

mibi] + [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

mibi +
∑

njβj ].

易知[
∑

pscs,
∑

mibi] = 0, [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

mibi +
∑

njβj ]是长度大于等于1的道
路的线性组合.

因为
∑

mibi +
∑

njβj = f(α) = [f(a), f(α)]

= [
∑

pscs,
∑

mibi] + [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

mibi +
∑

njβj ]

= [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

mibi +
∑

njβj ] ,
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所以有
∑

mibi = 0. 所以f把g(K∆)中任意长度大于等于1 的道路α映成g(KΓ )中长度大于
等于1的道路的线性组合. 所以f(g(K∆)+) ⊂ g(KΓ )+. 同理f−1把g(KΓ )中任意长度大于等
于1 的道路映成g(K∆)中长度大于等于1的道路的线性组合. 所以f−1(g(KΓ )+) ⊂ g(K∆)+.
所以g(KΓ )+ ⊂ f(g(K∆)+). 所以f(g(K∆)+) = g(KΓ )+, 即f限制在g(K∆)+上有李代数同
构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+.

推推推论论论4.2 若有李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ ), 则|∆0| = |Γ0|.
证证证 因为李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ ), 则由引理4.1 知f限制在g(K∆)+上有同构f :

g(K∆)+ → g(KΓ )+. 则dimg(K∆) = dimg(KΓ ),dimg(K∆)+ = dimg(KΓ )+. 所以
|∆0| = dimg(K∆)− dimg(K∆)+ = dimg(KΓ )− dimg(KΓ )+ = |Γ0|.

定定定义义义4.3 李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ )称为是保次的, 如果∀n ≥ 0, f(g(K∆)(n)) =
g(KΓ )(n). 李代数同构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+称为是保次的, 如果∀n ≥ 1, f(g(K∆)+(n)) =
g(KΓ )+(n).

引引引理理理4.4 如果有李代数同构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+, 则存在保次的李代数同构
f1 : g(K∆)+ → g(KΓ )+.

证证证 因为有李代数同构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+, 对于g(K∆)+中的一条路(a |α1 · · ·αm| b),
令f1 (a |α1 · · ·αm| b) = f (a |α1 · · ·αm| b) (m). 显然

f1 (a |α1 · · ·αm| b)
=f (a |α1 · · ·αm| b) (m)

=f ([[[α1, α2] , · · · ] , αm]) (m)

= [[[f (α1) , f (α2)] , · · · ] , f (αm)] (m)

= [[[f (α1) (1), f (α2) (1)] , · · · ] , f (αm) (1)] ,

所以f1线性扩张到g(K∆)+上是g(K∆)+到g(KΓ )+的保次线性空间映射. 同理由f−1得到f−1
1 是

g(KΓ )+到g(K∆)+的保次线性空间映射.
因为对任意道路α1 · · ·αn,

f (α1 · · ·αn) = f ([[[α1, α2] , · · · ] , αn]) = [[[f (α1) , f (α2)] , · · · ] , f (αn)] ,

f (αi)是长度大于等于1的道路的线性组合, 所以f (α1 · · ·αn)是长度大于等于n的道路的线

性组合, 所以f (g(K∆)+(n)) ⊆ g(KΓ )+(n) ⊕ g(KΓ )+(n + 1) ⊕ · · · . 同理f−1 (g(KΓ )+(n)) ⊆
g(K∆)+(n)⊕g(K∆)+(n+1)⊕· · · . 对任意α1 · · ·αn ∈ g(KΓ )+(n), f−1f (α1 · · ·αn) = α1 · · ·αn.
所以有f−1

1 f1 (α1 · · ·αn) = α1 · · · αn. 可得f−1
1 f1 = 1g(K∆), f1f

−1
1 = 1g(KΓ). 所以f1是

从g(K∆)+到g(KΓ )+的保次线性空间同构.
又因为f (g(K∆)+(n)) ⊆ g(KΓ )+(n)⊕ g(KΓ )+(n + 1)⊕ · · · , 所以由

f ([α1 · · ·αm, β1 · · ·βn]) = [f (α1 · · ·αm) , f (β1 · · ·βn)]
有f ([α1 · · ·αm, β1 · · ·βn]) (m + n) = [f (α1 · · ·αm) (m), f (β1 · · ·βn) (n)]. 则

f1 ([α1 · · ·αm, β1 · · ·βn]) = [f1 (α1 · · ·αm) , f1 (β1 · · ·βn)].
所以f1是从g(K∆)+到g(KΓ )+的保次路李代数同构.

定定定理理理4.5 如果有李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ ), 则存在保次的李代数同构
f1 : g(K∆) → g(KΓ ).
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证证证 因为有李代数同构f : g(K∆) → g(KΓ ), 所以由引理4.1知f限制在g(K∆)+上有李代数
同构f : g(K∆)+ → g(KΓ )+. 所以存在保次的李代数同构f1 : g(K∆)+ → g(KΓ )+. 对∆中任意
顶点a, 令f1(a) = f(a)(0).

若箭向α与a不相连, 则0 = f([a, α]) = [f(a), f(α)], 设
f(a) =

∑
pscs +

∑
qtγt, f(α) =

∑
miαi +

∑
njβj ,

其中cs是Γ的顶点, γt是Γ中长度≥ 1的道路, αi 是Γ中长度为1的道路, βj是Γ中长度≥ 2的道路.

0 = [f(a), f(α)] = [
∑

pscs,
∑

miαi] + [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

miαi +
∑

njβj ] ,

则有长度为1的道路[
∑

pscs,
∑

miαi] = 0. 而f1(a) =
∑

pscs, f1(α) =
∑

miαi, 所以
[f1(a), f1(α)] = 0.

若箭向α与a相连, 不妨设a是α的起点, 沿用上面的记号有

∑
miαi +

∑
njβj = f(α) = f([a, α])

= [f(a), f(α)] = [
∑

pscs,
∑

miαi] + [
∑

pscs,
∑

njβj ] + [
∑

qtγt,
∑

miαi +
∑

njβj ] ,

所以有
∑

miαi = [
∑

pscs,
∑

miαi], 则[f1(a), f1(α)] = f1(α).

将α换成长度大于1的道路也有相同的结果. 显然对∆中其他顶点b, 有
f1([a, b]) = 0 = [f1(a), f1(b)].

线性扩张后就得到f1是从g(K∆)到g(KΓ )的保次李代数同构.

§5 由交替箭图构造的李代数的同构
定定定义义义5.1 若箭图∆没有重边, 且没有长度大于等于2的道路, 即箭图的每个顶点都是源点或

汇点, 则称∆为交替箭图.

文[13]对A型交替箭图的表示进行了研究, 文[14] 对邓肯型交替箭图进行了讨论.

定定定理理理5.2 对两个交替箭图∆,Γ , 李代数g(K∆) ∼= g(KΓ )当且仅当∆与Γ有相同的顶点数与
箭向数.

证 必要性 由推论4.2知∆与Γ有相同的顶点数. 因为∆,Γ没有长度大于等于2的道路, 所以
由引理4.1知∆与Γ有相同的箭向数.

充分性 设∆的顶点为ai, 箭向为αj ,Γ的顶点为a′i, 箭向为α′j . (i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · ,
n). 令g : g(K∆) → g(KΓ ), 其中g (αj) = α′j , (j = 1, 2, · · · , n),

g




a1

a2

...
am




=




g (a1)
g (a2)

...
g (am)




= Am,m




a′1
a′2
...

a′m




, Am,m是K上m阶方阵. 看是否存在Am,m,

使得g为同构映射. 因为g ([ai, ak]) = 0 = [g (aj) , g (ak)] , (i, k = 1, 2, · · · ,m), g ([αj , αl]) = 0 =
[g (αj) , g (αl)] , (j, l = 1, 2, · · · , n), 所以要使g为同构映射, 只需g为双射且

g ([ai, αj ]) = [g (ai) , g (αj)] .(i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n).
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易知g为双射当且仅当Am,m是可逆矩阵. 记






a1

a2

...
am




, (α1, α2, · · · , αn)




=




[a1, α1] [a1, α2] · · · [a1, αn]
[a2, α1] [a2, α2] · · · [a2, αn]

...
...

. . .
...

[am, α1] [am, α2] · · · [am, αn]




.

不难发现




Am,m




a′1
a′2
...

am
′




, (α′1, α
′
2, · · · , α′n)




= Am,m







a′1
a′2
...

a′m




, (α′1, α2, · · · , α′n)




,

要使g成为同构映射, 则g要满足

g










a1

a2

...
am




, (α1, α2, · · · , αn)







=




g




a1

a2

...
am




, g (α1, α2, · · · , αn)




,

化简

g










a1

a2

...
am




, (α1, α2, · · · , αn)







=




Am,m




a′1
a′2
...

a′m




, (α′1, α
′
2, · · · , α′n)




=Am,m







a′1
a′2
...

a′m




, (α′1, α
′
2, · · · , α′n)




,

形式上令 





a1

a2

...
am




, (α1, α2, · · · , αn)




= Bm,n




α1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αn




,







a′1
a′2
...

a′m




, (α′1, α
′
2, · · · , α′n)




= Cm,n




α′1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · α′n




,
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其中Bm,n, Cm,n是K上的m× n阶矩阵. 则上式变为

g




Bm,n




α1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αn







= Am,mCm,n




α′1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · α′n




.

由g的线性性质知

g




Bm,n




α1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αn







=Bm,n




g (α1) 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · g (αn)




=Bm,n




α′1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · α′n




.

则有Bm,n = Am,mCm,n. 接下来考虑矩阵Bm,n, Cm,n 的秩.
若有(x1, x2, · · · , xm)Bm,n =

−→
0 , 则

(x1, x2, · · · , xm)Bm,n




α1 0 · · · 0

0
. . . · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αn




=
−→
0 ,

即

(x1, x2, · · · , xm)




[a1, α1] [a1, α2] · · · [a1, αn]
[a2, α1] [a2, α2] · · · [a2, αn]

...
...

. . .
...

[am, α1] [am, α2] · · · [am, αn]




=
−→
0 .

则

[x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam, αj ] = 0, (j = 1, 2, · · · , n).
所以x1a1 + x2a2 + · · · + xmam ∈ C(g(K∆)). 由定理3.1知C(g(K∆))的维数等于∆的连通分支
的个数. 因为∆无定向圈且没有重边, 则其每个连通分支中顶点数比箭向数多1, 所以∆的连通
分支的个数=|∆0|-|∆1| = m − n. 所以Bm,n的秩≥ m − dimC(g(K∆)) = m − (m − n) = n, 所
以Bm,n的秩等于n. 同理可知Cm,n的秩为n. 因为Bm,n与Cm,n是列满秩矩阵. 所以存在可逆矩

阵Pm,m, Qm,m, 使得Bm,n = Pm,m

(
En,n

0m−n,n

)
, Cm,n = Qm,m

(
En,n

0m−n,n

)
, 所以令Am,m =

Pm,mQ−1
m,m, 则Bm,n = Am,mCm,n且Am,m可逆, 则g是从g(K∆)到g(KΓ )的同构映射.
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例例例5.3 考虑由以下两个箭图构成的李代数

图 1 箭图∆ 图 2 箭图Γ

因为它们有相同的顶点数与箭向数, 所以g(K∆) ∼= g(KΓ ). 由上面证明过程, 计算

得B4×2 =




1 1
−1 0
0 −1
0 0




,C4×2 =




1 0
−1 0
0 1
0 −1




. 则可求得

P4×4 =




1 1 0 0
−1 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 0 1




, Q4×4 =




1 0 0 0
−1 0 −1 0
0 1 1 0
0 −1 −1 1




,

A4×4 = P4×4Q
−1
4×4 =




2 1 1 0
−1 0 0 0
−2 −2 −1 0
0 0 1 1




.

所以令

f : g(K∆) → g(KΓ ),

f(α) = α′, f(β) = β′, f(a) = 2a′ + b′ + c′, f(b) = −a′, f(c) = −2a′ − 2b′ − c′, f(d) = c′ + d′,

将其线性扩张到g(K∆) 上可得到从g(K∆)到g(KΓ ) 的同构.
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Abstract: By the means of multiplication of path algebras, Lie algebras are constructed naturally.

In this paper, firstly, the center of Lie algebras constructed by acyclic path algebras are given. Then

it is proved that there is a degree preserving Lie algebras isomorphism if the isomorphism of Lie

algebras constructed by two acyclic quivers exists. Finally, the necessary and sufficient condition for

the isomorphism of Lie algebras constructed by two alternating quivers is that they have the same

number of vertexes and arrows.
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