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基于经验似然方法对分位数相关系数的

区间估计
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摘 要: 分位数相关系数是一种度量两个随机变量之间线性相关关系的非对称相关系
数, 在统计, 金融, 化学等领域的特征选择问题中都扮演着重要的作用. 同时, 经验似
然作为一种非参数方法, 被广泛应用于各类模型的统计推断问题. 对于任意两个随机
变量, 从分位数相关系数的定义出发, 建立估计方程, 引入代入经验似然方法(PEL)和
其修正版本(APEL), 分别得到渐近规则化的卡方分布和标准卡方分布, 从而得到分位
数相关系数的区间估计. 数值模拟部分从覆盖概率, 置信区间长度和基于区间得分的
平均损失三方面比较了两种基于经验似然的方法同其他已有方法的效果. 实证分析部
分将提出的方法应用于一项来自福布斯排行榜的数据集.
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§1 引 言

分位数相关系数最早由文[1]提出, 它是一种可以在任意给定分位数水平τ ∈ (0, 1)处度量任
何两个随机变量之间线性相关关系的非对称相关系数. 分位数相关系数被广泛应用于各种特
征筛选和变量选择问题中. 例如, 文[2]开发了一种新的基于分位数相关系数的确定独立筛选程
序(SIS), 能够解决超高维度下的稳健筛选和无模型筛选问题. 文[3]将这项工作进一步扩展, 解决
了超高维回归下每个预测因子的相对重要性排序问题. 在生存分析中, 文[4]使用基于分位数相关
系数的筛选指标来处理右删失数据. 文[5]提出了分位数相关系数的一种变体, 用于研究存在删
失数据的分位数回归问题. 此外, 分位数相关系数在金融和化学等领域也有广泛的应用. 例如,
文[6]利用分位数相关系数研究了政治风险和墨西哥金融市场之间的非参数关系. 文[7]基于分位
数相关系数采用稳健的, 无模型的特征筛选方法来选择一个挥发性化合物子集. 然而, 很少有研
究关注分位数相关系数的统计推断问题, 而这一问题恰恰对于研究变量选择尤为重要.
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经验似然是一种非参数统计推断方法, 最早由文[8-9]引入, 用来建立总体均值的置信域. 许
多学者将这一思想推广到其他各种领域. 例如, 文[10]将其用于线性回归, 文[11]将其用于分位数,
文[12-13]将其用于M函数和分位数回归. 经验似然方法有许多吸引人的优点, 如域保留性, 变换
不变性, 巴特利特校正, 无需估计协方差矩阵就可以轻松获得置信区间, 等等. 更多关于经验似
然方法的文献可以参考文[14-15]. 近年来, 许多基于经验似然的方法被应用于各种相关系数. 例
如, 文[16]将其应用于Pearson相关系数, 文[17-18]则将其应用于基尼相关系数. 然而, 当随机变
量服从重尾分布或其他非正态分布时, 这些系数, 如Pearson相关系数, 并不能提供关于原始数据
足够的信息. 而分位数相关系数很好地弥补了这一缺陷. 据了解, 目前为止尚没有基于经验似然
的方法对分位数相关系数建立置信区间.

为了填补这一空白, 本文引入了代入经验似然(PEL)方法和它的修正版本(APEL)来进行区
间估计. 在PEL方法中, 通过构建一个基于分位数相关系数定义的估计方程, 得到了一个规则化
的卡方分布. 然而, 这个估计方程并不是最有效的, 所以推导出的渐近分布不是标准的卡方. 因
此进一步引入APEL方法修正了这个估计方程, 得到了标准的卡方分布. 应用这两种方法非常方
便, 且均不需要正态分布和对称分布的假设.

本文的组织结构如下. §2介绍了PEL方法和APEL方法, 并构建了相应的渐近理论结果.
§3进行了数值模拟研究, 以评估所提出方法的效果. §4给出了一个实证分析. §5进行了总结和展
望. 所有的理论证明都被放到了附录中.

§2 方法及理论结果
分位数相关系数的定义为

qcorτ{Y, X} =
qcovτ{Y, X}√

(τ − τ2)σ2
X

, (1)

其中qcovτ{Y, X} = E{ψτ (Y − Qτ,Y )(X − µX)}是分位数协方差, ψτ (ω) = τ − I(ω < 0),
Qτ,Y是Y的第τ无条件分位数. 由定义显然有−1 ≤ qcorτ{Y, X} ≤ 1. 令Zi = (Xi, Yi), i =
1, · · · , n, 是来自总体(X, Y )的独立同分布的样本. 从(1)中的定义可以得到估计

E
(

ψτ (Y −Qτ,Y )(X − µX)√
(τ − τ2)σ2

X

− qcorτ{Y, X}
)

= 0.

可以对qcorτ{Y, X}进行常规的经验似然构造
L(qcorτ{Y, X}) = sup

{ n∏

i=1

pi : pi ≥ 0,

n∑

i=1

pi = 1,

n∑

i=1

pi(Vi − qcorτ{Y, X}) = 0
}

, (2)

这里Vi = ψτ (Yi−Qτ,Y )(Xi−µX)√
(τ−τ2)σ2

X

. 尽管总体均值µX , 总体标准差σX和总体第τ无条件分位

数Qτ,Y是未知的, 但可以用X̄, SX , Q̂τ,Y对它们分别进行估计; 这里

X̄ = n−1
∑n

i=1 Xi, SX =
√

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2, Q̂τ,Y = inf{y : Fn(y) ≥ τ}
代表Y1, · · · , Yn的样本第τ分位数, Fn(y) = n−1

∑n
i=1 I(Yi ≤ y)表示经验分布函数. 将(2)中的总

体版本用这些估计代替, 可以得到qcorτ{Y, X}的代入经验似然构造(PEL)

L̂(qcorτ{Y, X}) = sup
{ n∏

i=1

pi : pi ≥ 0,
n∑

i=1

pi = 1,
n∑

i=1

pi(V̂i − qcorτ{Y, X}) = 0
}

,

这里V̂i = ψτ (Yi−Q̂τ,Y )(Xi−X̄)√
τ−τ2SX

, i = 1, · · · , n. 相应地, 在qcorτ (Y, X)处的代入经验似然比为

R(qcorτ{Y, X}) = sup
{ n∏

i=1

npi : pi ≥ 0,
n∑

i=1

pi = 1,
n∑

i=1

pi(V̂i − qcorτ{Y, X}) = 0
}

.
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利用Lagrange乘子法, 可以得到

pi =
1
n

1

1 + λ(V̂i − qcorτ{Y, X})
, i = 1, · · · , n,

这里λ满足

f(λ) =
1
n

n∑

i=1

V̂i − qcorτ{Y, X}
1 + λ(V̂i − qcorτ{Y, X})

= 0. (3)

紧接着便可以得到代入对数经验似然比

l(qcorτ{Y, X}) = −2logR(qcorτ{Y, X}) = 2
n∑

i=1

log{1 + λ(V̂i − qcorτ{Y, X})}.

下面定理说明了该代入对数经验似然比的渐近性质.

定定定理理理2.1 假设E(X4) < ∞, 存在π > 0使得条件密度fY |X(·)在[Qτ,Y − π, Qτ,Y + π]上一致
可积, 且密度函数fY (·)是连续且大于0的. 如果qcorτ{Y, X}是真值, 则有当n →∞时,

A · l(qcorτ{Y, X}) d−→ χ2
1,

这里χ2
1表示自由度为1的标准卡方分布, 规则化常数A = σ2

0/Ω , 其中

Ω =
1

τ − τ2
[
Σ11(qcovτ{Y, X})2

4σ6
X

− Σ13 · qcovτ{Y, X}
σ4

X

+
Σ12

σ2
X

],

σ2
0 = var[

ψτ (Y −Qτ,Y )(X − µX)√
τ − τ2σX

], µX|Y = E[fY |X(Qτ,Y )X]/fY (Qτ,Y ),

Σ11 = E(X − µX)4 − σ4
X ,Σ12 = E[ψτ (Y −Qτ,Y )(X − µX|Y )]2 − [qcovτ{Y, X}]2,

Σ13 = E[ψτ (Y −Qτ,Y )(X − µX|Y )(X − µX)2]− σ2
Xqcovτ{Y, X}.

利用定理2.1可以对qcorτ{Y, X}进行统计推断, 但这之前需要先对规则化常数A进行估计.
本文利用Nadaraya-Watson回归去估计m(y) = E(X|Y = y), 估计量记作m̂(y). 窗宽h的选择使

用留一交叉验证. 进一步若随机向量(X, Y )有联合密度, 可以证明µX|Y = E(X|Y = Qτ,Y ). 因
此可以用µ̂X|Y = m̂(Q̂τ,Y )估计µX|Y , 这里Q̂τ,Y是{Y1, · · · , Yn}的样本τ分位数. 对于Ω中包含的
其他量, 包括µX , σ2

X , qcovτ{Y, X}, Σ11, Σ12和Σ13, 可以同文[1]所做的一样去估计. 最终可以
得到Ω的一个估计, 记作Ω̂ . 此外令

σ̂2
0 = 1

n

∑n
i=1

(ψτ (Yi−Q̂τ,Y )(Xi−X̄)√
τ−τ2SX

− 1
n

∑n
i=1

ψτ (Yi−Q̂τ,Y )(Xi−X̄)√
τ−τ2SX

)2.

那么Â = σ̂2
0/Ω̂就是规则化常数A的一个估计. 基于上述讨论, qcorτ{Y, X}在水平100(1− α)%处

的渐近置信区间可构造为{
qcorτ{Y, X} : Â · l(qcorτ{Y, X}) ≤ χ2

1(α)
}
,

这里χ2
1(α)表示χ2

1的上α分位数.

同时可以考虑假设检验问题

H0 : qcorτ{Y, X} = x0 versus Ha : qcorτ{Y, X} 6= x0, (4)
x0是[−1, 1]间的一个具体的常数. 如果Â · l(x0) > χ2

1(α), 则拒绝原假设.

尽管上述PEL方法易于操作, 但需要先对A进行估计. 为了避免估计这个常数, 接下来将对
估计方程做一些修正. 由文[1]的证明, 可以得到

√
n

[
1
n

n∑

i=1

ψτ (Yi − Q̂τ,Y )(Xi − X̄)− qcovτ{Y, X}
]

=
1√
n

n∑

i=1

[ψτ (Yi −Qτ,Y )(Xi − µX|Y )− qcovτ{Y, X}] + op(1).

(5)
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显然有
√

n(S2
X − σ2

X) =
1√
n

n∑

i=1

[(Xi − µX)2 − σ2
X ] + op(1).

使用Delta方法和一些代数运算, 可以得到
1√
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})

=
1√
n

n∑

i=1

{
ψτ (Yi −Qτ,Y )(Xi − µX|Y )√

τ − τ2σX

− 1
2
qcorτ{Y, X}[1 +

(Xi − µX)2

σ2
X

]}
+ op(1)

d−→ N(0,Ω).

记V c
i (qcorτ{Y, X}) = ψτ (Yi−Qτ,Y )(Xi−µX|Y )√

τ−τ2σX
− 1

2qcorτ{Y, X}[1+ (Xi−µX)2

σ2
X

]
, 对qcorτ{Y, X}定义

修正代入经验似然(APEL)

L̂c(qcorτ{Y, X}) = sup
{ n∏

i=1

pi : pi ≥ 0,
n∑

i=1

pi = 1,
n∑

i=1

piV̂
c
i (qcorτ{Y, X}) = 0

}
,

这里

V̂ c
i (qcorτ{Y, X}) =

ψτ (Yi − Q̂τ,Y )(Xi − µ̂X|Y )√
τ − τ2SX

− 1
2
qcorτ{Y, X}[1 +

(Xi − X̄)2

S2
X

]

是V c
i 的估计值. 类似地, 利用Lagrange乘子法, 可以得到

pi =
1
n

1

1 + λcV̂ c
i (qcorτ{Y, X})

, i = 1, · · · , n,

这里λc满足
1
n

n∑

i=1

V̂ c
i (qcorτ{Y, X})

1 + λcV̂ c
i (qcorτ{Y, X})

= 0.

相应地, 关于qcorτ{Y, X}的对数经验似然比为
lc(qcorτ{Y, X}) = 2

n∑

i=1

log{1 + λcV̂
c
i (qcorτ{Y, X})}.

此时可以建立该修正的代入对数经验似然比的理论性质.

定定定理理理2.2 假设定理2.1中的条件成立. 如果qcorτ (Y, X)是真值, 那么当n →∞时,
lc(qcorτ{Y, X}) d−→ χ2

1.

可以看到定理2.1中的常数A在定理2.2中消失了. 这主要是因为从qcovτ{Y, X}中提取出的
式(5)是无偏的, 因此避免了产生修正项, 使得结果更加精确.

利用定理2.2, 可以建立对于qcorτ{Y, X}在水平100(1− α)%处的渐近置信区间
{qcorτ{Y, X} : lc(qcorτ{Y, X}) ≤ χ2

1(α)}.
类似地可以考虑假设检验问题(4), 若lc(x0) > χ2

1(α), 则拒绝原假设.

注注注2.1 定理2.1和定理2.2都可应用于一元分位数回归模型Y = a0 + b0X + ε, 这里a0 =
Qτ,Y−b0X . 具体来说, 可以检验是否协变量X与响应变量Y的τ分位数相关, 即

H0 : b0 = 0 versus Ha : b0 6= 0.

根据文[1, 引理1], 分位数相关系数和分位数回归的斜率参数间有密切的联系. 具体来说, 他们证
明了qcovτ{Y, X} = %(b0), 这里%(b) = E[ψτ (ε−Qτ,ε+bX + bX)X]是一个连续单调递增函数. 特
别地, %(b) = 0当且仅当b = 0. 这说明检验是否b0 = 0可以转化为检验是否qcovτ{Y, X} = 0, 而
后者相当于在式(4)中令x0 = 0.
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§3 数值模拟
本节将对本文提出方法(PEL和APEL)的有限样本表现进行比较. 此外, 本节也加入了与利

用分位数相关系数估计的渐近分布构造的置信区间的比较(NA). 为了体现Pearson相关系数和
分位数相关系数的区别, 本节也将本文方法同文[16]提出的IFEL方法进行比较, 他们的工作是基
于经验似然方法对Pearson相关系数(corr)做区间估计. 本节对分位数相关系数的真值等于或不
等于零的情况均进行了讨论. 具体来说, 本节使用Monte Carlo模拟来计算覆盖概率和95％置信
度下的置信区间的平均长度. 此外, 本节采用了文[19]中讨论的损失函数的概念, 通过共同考虑
覆盖概率和区间宽度来评估不同的区间. 样本量取n = 30, 50, 100. 接下来将在以下例子中分别
考察上述方法在三个不同的分位数水平τ = 0.2, 0.5, 0.9处的表现.

• 例1:

(
X

Y

)
∼ N

((
0
0

)
,

(
1 0
0 1

))
.

• 例2: X ∼ t5, Y ∼ t5, X, Y独立.

• 例3:(
X

Y

)
∼ 0.8×N

((
0
0

)
,

(
1 0
0 1

))
+ 0.2×N

((
0
1

)
,

(
1 0
0 1

))
, 这是一个混

合正态分布, 其中80%的观测来自于第一个正态分布, 20%的观测来自第二个正态分布.

• 例4: X ∼ N(0, 1), Y ∼ t2, X, Y独立.

• 例5: X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2
1, X, Y独立.

• 例6: X ∼ N(0, 1), Y = X + X1, 其中X1 ∼ N(0, 1)且X, X1独立.

注注注3.1 当基础分布为正态分布时, 可以很容易地生成具有特定非零分位数相关系数的数
据. 例如对于例6, 有

qcorτ{Y, X} =
1

2
√

π
e−

Q2
τ
4

√
τ − τ2

,

这里Qτ是N(0, 2)的第τ分位数.
对于例1-例5, 分位数相关系数真值为零. 例1考虑标准正态分布, 例3是为了评估基础分布

错定时区间估计的表现. 例2和例4考察了基础分布是重尾的情况. 因为分位数方法的一个优点
是当基础分布是非对称分布时仍可以很好地工作, 因此例5考虑了卡方分布. 例6则分析了分位数
相关系数不为零时的情形.

所有的模拟结果都是基于每个例子的1000次重复, 结果见表1-6. 可以发现, 随着样本量n的

变大, 平均长度变得更加精确, 而且大多数情况下的覆盖概率都在0.95左右. 当真实分位数相关
系数为零时, 在重尾和不对称分布的情况下, IFEL方法的覆盖概率低于基于分位数相关系数的
方法, 见表2, 表4和表5. 对于NA方法, 从平均损失的角度来看, 当取中位点时, 其表现总是差
于APEL. 虽然与NA相比, APEL在极端分位点(如0.9)的覆盖概率略小而平均损失略大, 这主要
是由于APEL方法的准确度很大程度上依赖于µX|Y估计的准确度, 而由于N-W估计方法的特性,
在极端分位点处可用的样本量会相对中位点处较少. 从模拟结果中也可以看到, 随着样本量的
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增加, 在极端分位点处两者的差距会快速缩小. 而对于分位数相关系数非零时, 从表6可知, 本文
提出的两种方法均比IFEL方法表现出明显的优势. 随着样本量增长到100时, 从平均损失的角度
来看, APEL方法总是优于NA方法. PEL方法和APEL方法相比, APEL在大多数情况下的平均
损失都低于PEL, 见表1, 表3和表6. 当真实分位数相关系数为零且分位数水平较极端时, PEL方
法的覆盖概率倾向于低于置信度0.95, 特别是在小样本的情况下. 然而, APEL方法则表现得更
加稳健. 总而言之, 本文提出的两种方法均表现出明显的优势, 而APEL方法则比PEL方法更加
稳健.

表 1 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例1

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.921 0.927 0.906 0.752 0.748 0.755 1.040 1.028 1.061
PEL 0.904 0.923 0.803 0.846 0.769 0.882 1.152 1.027 1.532

APEL 0.932 0.957 0.866 0.783 0.728 0.815 1.026 0.893 1.215

IFEL 0.922 0.633 0.911

50 NA 0.931 0.944 0.929 0.577 0.576 0.576 0.711 0.725 0.734
PEL 0.917 0.945 0.865 0.632 0.584 0.666 0.849 0.741 1.067

APEL 0.935 0.953 0.903 0.592 0.561 0.631 0.734 0.637 0.906

IFEL 0.907 0.517 0.756

100 NA 0.934 0.947 0.949 0.400 0.399 0.404 0.496 0.483 0.487
PEL 0.953 0.952 0.908 0.424 0.403 0.448 0.549 0.518 0.616

APEL 0.953 0.959 0.931 0.410 0.393 0.429 0.506 0.448 0.544

IFEL 0.954 0.379 0.452

表 2 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例2

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.921 0.907 0.922 0.762 0.740 0.767 1.042 1.116 0.981
PEL 0.893 0.924 0.837 0.843 0.775 0.926 1.279 1.051 1.539

APEL 0.925 0.948 0.871 0.782 0.714 0.804 1.030 0.895 1.142

IFEL 0.905 0.605 0.945

50 NA 0.938 0.926 0.934 0.576 0.567 0.573 0.739 0.774 0.770
PEL 0.909 0.914 0.868 0.629 0.591 0.671 0.869 0.843 1.088

APEL 0.947 0.948 0.914 0.592 0.551 0.625 0.712 0.688 0.796

IFEL 0.902 0.497 0.743

100 NA 0.943 0.940 0.941 0.398 0.398 0.401 0.483 0.505 0.502
PEL 0.919 0.950 0.911 0.427 0.408 0.459 0.544 0.501 0.665

APEL 0.951 0.957 0.940 0.410 0.387 0.431 0.512 0.440 0.523

IFEL 0.925 0.369 0.488
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表 3 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例3

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.919 0.922 0.918 0.764 0.754 0.772 0.944 1.062 1.072
PEL 0.891 0.935 0.832 0.853 0.777 0.911 1.238 1.058 1.455

APEL 0.926 0.961 0.886 0.782 0.728 0.831 0.995 0.868 1.281

IFEL 0.922 0.639 0.920

50 NA 0.931 0.945 0.908 0.580 0.580 0.585 0.743 0.758 0.791
PEL 0.907 0.941 0.880 0.633 0.589 0.679 0.808 0.726 1.030

APEL 0.941 0.959 0.903 0.597 0.563 0.625 0.714 0.643 0.867

IFEL 0.940 0.515 0.690

100 NA 0.932 0.949 0.944 0.401 0.402 0.405 0.505 0.499 0.498
PEL 0.934 0.948 0.908 0.424 0.404 0.456 0.536 0.484 0.626

APEL 0.956 0.955 0.932 0.412 0.394 0.432 0.507 0.458 0.587

IFEL 0.931 0.381 0.497

表 4 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例4

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.923 0.939 0.915 0.799 0.757 0.821 1.075 0.966 1.118
PEL 0.919 0.930 0.847 0.885 0.778 0.979 1.214 1.035 1.458

APEL 0.940 0.954 0.904 0.823 0.736 0.898 1.018 0.949 1.230

IFEL 0.865 0.570 0.989

50 NA 0.930 0.940 0.933 0.606 0.582 0.636 0.765 0.763 0.831
PEL 0.936 0.941 0.899 0.663 0.588 0.782 0.876 0.739 1.088

APEL 0.956 0.951 0.938 0.619 0.564 0.694 0.747 0.637 0.860

IFEL 0.890 0.461 0.719

100 NA 0.941 0.942 0.951 0.411 0.401 0.435 0.490 0.496 0.534
PEL 0.940 0.947 0.936 0.439 0.405 0.510 0.529 0.482 0.668

APEL 0.947 0.947 0.945 0.418 0.395 0.459 0.492 0.462 0.536

IFEL 0.927 0.347 0.471

表 5 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例5

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.893 0.926 0.925 0.671 0.742 0.848 1.101 0.966 1.035
PEL 0.869 0.923 0.845 0.714 0.755 0.999 1.387 1.020 1.529

APEL 0.918 0.961 0.904 0.699 0.715 0.912 1.079 0.901 1.216

IFEL 0.892 0.584 0.916

50 NA 0.915 0.941 0.939 0.533 0.568 0.646 0.763 0.722 0.798
PEL 0.883 0.948 0.885 0.567 0.581 0.782 0.859 0.713 1.070

APEL 0.927 0.942 0.923 0.551 0.552 0.689 0.730 0.641 0.833

IFEL 0.896 0.479 0.739

100 NA 0.931 0.934 0.961 0.381 0.398 0.441 0.503 0.520 0.535
PEL 0.933 0.929 0.920 0.402 0.399 0.512 0.506 0.509 0.630

APEL 0.942 0.943 0.936 0.392 0.391 0.465 0.496 0.455 0.557

IFEL 0.920 0.362 0.497
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表 6 关于qcorτ{Y, X}和corr{Y, X}区间估计的覆盖概率, 平均长度和平均损失, 例6

覆盖概率 平均长度 平均损失

n 方法 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9 0.2 0.5 0.9

30 NA 0.942 0.937 0.937 0.541 0.492 0.563 1.539 1.926 1.164
PEL 0.948 0.936 0.948 0.546 0.501 0.606 1.638 2.040 1.254

APEL 0.953 0.960 0.909 0.555 0.500 0.612 1.198 1.193 1.563

IFEL 0.907 0.348 2.295

50 NA 0.954 0.950 0.940 0.403 0.369 0.426 1.058 1.475 1.006
PEL 0.957 0.952 0.947 0.409 0.375 0.436 1.178 1.346 1.268

APEL 0.959 0.951 0.942 0.416 0.370 0.453 0.941 1.157 1.009

IFEL 0.933 0.272 1.718

100 NA 0.949 0.952 0.947 0.270 0.251 0.292 1.073 1.203 0.858
PEL 0.953 0.957 0.950 0.273 0.249 0.292 1.178 1.202 1.017

APEL 0.951 0.961 0.943 0.274 0.253 0.303 0.949 0.992 0.843

IFEL 0.936 0.195 1.710

§4 实证分析
本节将具体应用提出的PEL和APEL方法, 研究一个公司的某项指标与其他指标的相关性.

由于一些指标, 如销售值在不同的公司之间可能会有非常大的差异, 故使用分位数回归模型更为
合理. 而分位数相关系数作为一个有用的工具, 可以在参数估计或进行其他统计推断之前进行
变量选择.

这个数据集包括1986年福布斯500强名单中的79家公司, 包含七个变量, 分别是资产额, 销
售额, 市场价值, 利润, 现金流, 雇员人数和公司所处的市场类型. 前六个是数字变量, 最后一个
是属性变量. 为了讨论的方便, 这里把销售量的变量记为Y , 利润记为X1, 雇员人数记为X2. 该
数据集可以在https://dasl.datadescription.com/datafile/companies找到.

具体来说, 考虑在两个分位数水平τ1 = 0.5和τ2 = 0.75下销售量和利润之间的分位数相关
系数. 计算可得在τ1和τ2的样本分位数相关系数分别为0.170和0.284, 而样本Pearson相关系数
为0.814. 首先基于数值模拟部分提到的NA方法, PEL方法, APEL方法和IFEL方法做假设检
验, 结果都拒绝了零假设, 这意味着两变量之间存在一定的相关性. 接下来使用这四种方法计
算95％置信区间, 结果见表7. 可以看到, 在两个分位数水平下, NA方法, PEL方法和APEL方法
下的估计得的置信区间长度都比较相似. 这表明销售额和利润之间的分位数相关系数是适中的,
它们之间并没有太强烈的关联. 而IFEL方法则给出了一个相对更宽的置信区间, 相对而言损失
了较多的信息.

表 7 销售额和利润之间各相关系数的95%置信区间
置信区间 区间长度

方法 0.5 0.75 0.5 0.75

NA (0.063,0.277) (0.104,0.464) 0.214 0.360
PEL (0.085,0.304) (0.142,0.511) 0.219 0.369

APEL (0.039,0.266) (0.053,0.438) 0.227 0.385

IFEL (0.342,0.940) 0.598

直观上来说, 销售量可能与雇员人数有很高的相关性. 接下来在与之前相同的分位数水平
下考虑这两个变量. 在τ1和τ2的样本分位数相关系数分别为0.476和0.663, 而样本Pearson相关系
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数为0.924. 相应的假设检验的结果也是拒绝零假设. 用上述四种方法计算95％置信区间, 结果
见表8. 结果表明可以有把握地认为这两个变量之间存在一定的相关性. 此外, 三种基于分位数
的方法表现较为接近, 均体现出该相关性在较高的分位数水平上更强, 这意味着对于销售额最
高的公司来说, 它们与雇员人数的相关性更高. 这些信息是分位数方法所独有的, 而其它方法,
如IFEL方法, 则无法体现出来.

表 8 销售额和雇员人数之间各相关系数的95%置信区间
置信区间 区间长度

方法 0.5 0.75 0.5 0.75

NA (0.360,0.592) (0.567,0.759) 0.232 0.191
PEL (0.385,0.594) (0.572,0.773) 0.210 0.201

APEL (0.391,0.596) (0.568,0.774) 0.205 0.206

IFEL (0.789,0.970) 0.181

§5 结论和展望
分位数相关系数是在很多回归模型中实现特征选择的一个重要工具, 在统计, 金融和化学

等很多学科中都有广泛应用. 然而, 像经验似然这样的非参数方法用于分位数相关系数的统计
推断还没有得到详细的研究. 本文提出了两种基于经验似然的方法对分位数相关系数进行区间
估计, 分别推导出渐近的规则化卡方分布和渐近的标准卡方分布. 数值研究表明, 与其他已有的
方法相比, 本文提出的方法不仅更加稳健, 而且在重尾和不对称分布的情况下可以提供更多的信
息. 对于两种基于经验似然的方法的比较, APEL方法则相对更加稳健.

鉴于变量选择问题的重要性, 在未来将该工作运用于一些高维分位数回归模型是一种可能,
例如文[20-21]. 借鉴文[22]的思路, 经验似然方法也可以被运用于随机删失情形, 因此, 也可以考
虑将本文的方法应用于像文[23]和文[24]等提出的删失分位数回归模型.

附录

定理2.1的证明需要如下两个引理.

引引引理理理1(见[1, 定理1]) 在定理2.1的条件下, 有
1√
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X}) d−→ N(0,Ω).

引引引理理理2 在定理2.1的条件下, 有
1
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})2 p−→ σ2
0 .

证证证 注意到−1 ≤ qcorτ{Y, X} ≤ 1. 因此∣∣∣∣
1
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})2 − 1
n

n∑

i=1

(Vi − qcorτ{Y, X})2
∣∣∣∣ ≤ Op(1) · 1

n

n∑

i=1

∣∣V̂i − Vi

∣∣

= Op(1) · 1
n

n∑

i=1

∣∣∣∣
ψτ (Yi − Q̂τ,Y )(Xi − X̄)√

τ − τ2SX

− ψτ (Yi −Qτ,Y )(Xi − µX)√
τ − τ2σX

∣∣∣∣

≤ Op(1) · 1
n

[ n∑

i=1

∣∣µX − X̄
∣∣
]

= op(1).
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由大数定律
1
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})2 p−→ σ2
0 .

综上引理2得证.

定定定理理理2.1的的的证证证明明明 令Wn = max
1≤i≤n

∣∣V̂i − qcorτ{Y, X}∣∣. 显然Wn = O(1), a.s.

令Sn = 1
n

∑n
i=1(V̂i − qcorτ{Y, X})2. 由(3)可得

0 = |f(λ)| = 1
n

∣∣∣∣
n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})− λ
n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})2
1 + λ(V̂i − qcorτ{Y, X})

∣∣∣∣

≥ |λ|
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X})2
1 + λ(V̂i − qcorτ{Y, X})

− 1
n

∣∣
n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X}∣∣

≥ |λ|Sn

1 + |λ|Wn
− ∣∣ 1

n

n∑

i=1

(V̂i)− qcorτ{Y, X}∣∣.

由引理1可知 |λ|Sn

1+|λ|Wn
= Op(n−1/2), 进而得到|λ| = Op(n−1/2).

令γi = λ(V̂i−qcorτ{Y, X}), 有 max
1≤i≤n

|γi| = Op(n−1/2)O(1) = Op(n−1/2). 则式(3)可改写为

0 = f(λ) =
1
n

n∑

i=1

[
(V̂i − qcorτ{Y, X})(1− γi +

γ2
i

1 + γi
)
]

=
1
n

n∑

i=1

V̂i − qcorτ{Y, X} − Snλ +
1
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X}) γ2
i

1 + γi
.

由以上讨论知, 最后一项 1
n

∑n
i=1(V̂i − qcorτ{Y, X}) γ2

i

1+γi
= Op(n−1), 因此

λ = S−1
n (

1
n

n∑

i=1

V̂i − qcorτ{Y, X}) + β, β = Op(n−1).

再根据Taylor展开

l(qcorτ{Y, X}) = 2
n∑

i=1

γi −
n∑

i=1

γ2
i + 2ηn,

这里

|ηn| ≤ C
n∑

i=1

|λ(V̂i − qcorτ{Y, X})|3 ≤ C|λ|3n = Op(n−1/2).

代入λ, 并结合引理2可得

l(qcorτ{Y, X}) =2nλ(
1
n

n∑

i=1

(V̂i − qcorτ{Y, X}))− nSnλ2 + 2ηn

=
n( 1

n

∑n
i=1 V̂i − qcorτ{Y, X})2

Sn
− nSnβ2 + 2ηn

− 2S−1
n (

1
n

n∑

i=1

V̂i − qcorτ{Y, X})βn

=
n( 1

n

∑n
i=1 V̂i − qcorτ{Y, X})2

Ω
Ω
Sn

+ op(1)
p−→ Ω

σ2
0

χ2
1,

这说明随着n →∞, A · l(qcorτ{Y, X}) d−→ χ2
1.

定定定理理理2.2的的的证证证明明明 定理2.2的证明同定理2.1类似, 故在此略去.
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注注注3.1的的的证证证明明明 因为X, X1独立, 有Y = X + X1 ∼ N(0, 2). 进而

qcorτ{Y, X} =
E{ψτ (Y −Qτ,Y )(X − EX)}√

τ − τ2

=

∫ +∞
−∞ [

∫ Qτ−y

−∞ −x 1√
2π

e−
x2
2 dx] 1√

2π
e−

y2

2 dy
√

τ − τ2

=
1
2π

∫ +∞
−∞ e−

Q2
τ−2Qτ y+2y2

2 dy√
τ − τ2

=
1

2
√

π
e−

Q2
τ
4

√
τ − τ2

.

最后一步由事实
∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
√

π辅以一些代数运算可得.
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Empirical likelihood based interval estimation of quantile correlation
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Abstract: Quantile correlation is an asymmetric correlation coefficient describing the linear

relationships between two random variables. It plays a vital role in feature screening problems in

many subjects such as Statistics, Finance, and Chemistry. Besides, empirical likelihood is a famous

non-parametric method that is widely used in the statistical inference of several models. In this paper,

the estimation equation is firstly established from the definition of the quantile correlation of any

two random variables, then two proposed methods, plug-in empirical likelihood(PEL) and its adjusted

version(APEL), are introduced to make interval estimation with establishing asymptotic scaled chi-

squared distribution and standard chi-squared distribution, respectively. Simulation studies compare

these two empirical likelihood-based methods with other methods in terms of coverage probability,

interval length, and the average loss based on interval score. A real data set from Forbes magazine is

adopted in the application to illustrate the presented methods.
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