
高校应用数学学报
2023, 38(3): 364-372

奇特征域上一类二重量线性码

段冰冰, 韩广国, 亓延峰

(杭州电子科技大学 理学院, 浙江杭州 310018)

摘 要: 线性码在通信, 数据存储和秘密共享方案等领域都有很好的应用. 基于定义
集的构造方法, 选择二变量函数确定有限域上的定义集, 从而构造了奇特征域上一类
二重量线性码, 并利用加法特征, 乘法特征以及高斯和等确定了线性码的具体参数和
重量分布. 此外, 大部分线性码是极小码, 这些码可用于构造秘密共享方案.
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§1 引 言

设Fq表示具有q个元素的有限域, 并且F ∗q = Fq\{0}, 其中q = pm, p是素数, m是正整数. 定
义Fn

p为Fp上的n维向量空间, 则Fp上参数为[n, k, d]的线性码C是Fn
p的一个k维子空间, 其中n为

码长, k为信息位, d为最小距离. 设Ai表示码C中汉明重量为i的码字个数, 码C的重量计数

器定义为1 + A1z + A2z
2 + · · · + Anzn. 序列(1, A1, A2, · · · , An)称为码C的重量分布. 如果序

列(A1, A2, · · · , An)中非零分量的个数等于t, 则称码C为t重量线性码. 如果t的值较小, 则称其是
少重量线性码. 线性码的重量分布包含了关于码的纠错能力, 检错概率和纠错概率的重要信息.
因此, 线性码的重量分布问题在编码理论中备受关注[1-6].

少重量线性码在通信, 认证码[7-8], 结合方案, 强正则图[9], 秘密共享协议和数据存储系统等
方面都有重要的应用. 二重量线性码在秘密共享方案[10]和强正则图[9]中有很好的应用. 因此, 构
造少重量线性码是线性码研究中一个重要的课题. 2007年, 文献[11]提出了一种基于定义集构造
线性码的一般性方法. 设定义集D = {d1, d2, · · · , dn} ⊆ Fq, 则线性码为

CD = {Tr(βd1), T r(βd2), · · · , T r(βdn) : β ∈ Fq}.
其中Tr是从Fq到Fp的迹映射. 显然, 定义集D的选取直接影响所构造的线性码. 通常情况下, 可
取D = {x ∈ F ∗q : f(x) = 0}, 其中f(x) = Tr(F (x)). 学者们从f(x)和F (x)入手, 构造了多类少重
量线性码. 文献[12]介绍了利用布尔函数构造线性码的最新成果. 文献[10]利用函数F (x) = x2构

造了Fp上一类二重量和三重量的线性码, 并且该类线性码适用于秘密共享方案. 文献[13]利用函
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数F (x) = x2 + x构造出Fp上一类三重量和五重量的线性码. 许多论文在构造少重量线性码时采
用了特殊形式的函数[14-23].

基于定义集的构造方法, 文献[24]将线性码的构造推广到二元形式, 即: 长度为n的线性码为

CD = {ca,b = (Tr(ax + by))(x,y)∈D : a, b ∈ Fq}, (1)

其中D ⊆ F 2
q是线性码CD的定义集. 文献[25]对于构造二元形式的线性码也做了一些工作. 文

献[26]选择定义集

D = {(x, y) ∈ F 2
2m\{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = u}, u ∈ F2,

构造形式为(1)式的线性码. 本文推广了文献[27]的结果, 将二元域上的线性码推广到奇特征域上
的线性码. 通过选取定义集

D = {(x, y) ∈ F 2
q \{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = u}, u ∈ Fp, (2)

构造形式为(1)式的线性码, 其中q = pm, m为正整数, p为奇素数, Tr是从Fq到Fp的迹映射. 并
利用指数和的相关结论确定了线性码的码长和重量分布.

本文的其余部分组织如下. §2介绍了加法特征, 乘法特征以及高斯和的相关结果. §3介绍了
一些计算线性码的参数以及重量分布的辅助结果. §4是主要结果及其应用. §5是总结.

§2 预备知识
本节主要介绍加法特征, 乘法特征以及高斯和的一些基本结果.

定定定义义义2.1 有限域加法群Fq到非零复数乘法群C∗的群同态χ: Fq → C∗称为有限域Fq上的一

个加法特征, 即∀(x, y) ∈ F 2
q , 有χ(x + y) = χ(x)χ(y).

对每一个a ∈ Fq, Fq上的加法特征可定义为函数χa(x) = ζ
Tr(ax)
p , 其中x ∈ Fq. 当a = 1时,

称χ1为Fq上的标准加法特征. 注意: χa(x) = χ1(ax).

引引引理理理2.1[28] 设χ1为Fq上的标准加法特征, 则加法特征满足正交性, 即

∑

x∈Fq

χ1(ax) =
∑

x∈Fq

ζTr(ax)
p =

{
q 若a = 0,

0 若a ∈ F ∗q .

下面介绍乘法特征以及高斯和的相关定义和引理.

定定定义义义2.2 设α是有限域的乘法群F ∗q的生成元, 则有限域Fq的所有乘法特征定义为函数

ψj(αk) = e2π
√−1jk/(q−1),

其中k = 0, 1, · · · , q − 2, 0 ≤ j ≤ q − 2. 当j = (q − 1)/2时, 称ψ(q−1)/2为Fq上的二次乘法特征,
记为η. 当j = (p− 1)/2时, 称ψ(p−1)/2为Fp 上的二次乘法特征, 记为η1.

若p是奇素数, 则对c ∈ F ∗p , 有

η(c) =
(

c

p

)
= ±1 ≡ c

p−1
2 (mod p),

其中( c
p )称为勒让德符号. 若( c

p ) = 1, 则c称为二次剩余; 若( c
p ) = −1, 则c称为二次非剩余.

定定定义义义2.3 设η是Fq上的二次乘法特征, χ1是Fq上的标准加法特征. 则Fq上的高斯和G(η, χ1)
定义为

G(η, χ1) =
∑

c∈F∗q

η(c)χ1(c).
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设η1是Fp上的二次乘法特征, χ1
′是Fp上的标准加法特征. 则Fp上的高斯和G(η1, χ1

′)定义
为

G(η1, χ1
′) =

∑

c∈F∗p

η1(c)χ1
′(c).

下面是关于指数和的引理.

引引引理理理2.2[28] 设f(x) = a2x
2 + a1x + a0 ∈ Fq [x]且a2 6= 0, 则∑

x∈Fq

χ(f(x)) = ζ
Tr(a0−a2

1(4a2)
−1)

p η(a2)G(η, χ),

其中η是Fq上的二次乘法特征, χ是Fq上的非平凡加法特征.

§3 辅助结果

本节将给出一些引理, 用于确定由(2)式的定义集D构造的Fp上形式为(1)式的线性码CD的

基本参数和重量分布, 其中p为奇素数.

下面三个引理将用于计算线性码的码长和线性码中非零码字的重量.

引引引理理理3.1 设u ∈ Fp, 令Ω1 =
∑

x,y∈Fpm

∑
w1∈F∗p

ζ
w1(Tr(x2+xy)−u)
p , 则

Ω1 =

{
(p− 1)pm 若u = 0,

− pm 若u 6= 0.

证 由引理2.1, 可得

Ω1 =
∑

x,y∈Fpm

∑

w1∈F∗p

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p

=
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

x∈Fpm

ζw1Tr(x2)
p

∑

y∈Fpm

ζw1Tr(yx)
p

=
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p (pm +

∑
x∈Fpm

x6=0

ζw1Tr(x2)
p

∑

y∈Fpm

ζw1Tr(yx)
p )

= pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

=

{
(p− 1)pm 若u = 0,

− pm 若u 6= 0.

引引引理理理3.2 设u ∈ Fp, 令Ω2 =
∑

x,y∈Fpm

∑
w2∈F∗p

ζ
w2Tr(ax+by)
p , 其中a, b ∈ Fq, 则

Ω2 =

{
(p− 1)p2m 若(a, b) = (0, 0),

0 若(a, b) 6= (0, 0).

证 与引理3.1的证明类似.

引引引理理理3.3 设u ∈ Fp, 令Ω3 =
∑

x,y∈Fpm

∑
w1∈F∗p

ζ
w1(Tr(x2+xy)−u)
p

∑
w2∈F∗p

ζ
w2Tr(ax+by)
p , 其中a, b ∈

Fq, 则
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(1) 当u = 0时有

Ω3 =

{
(p− 1)2pm 若Tr(b(b− a)) = 0,

−(p− 1)pm 若Tr(b(b− a)) 6= 0.

(2) 当u 6= 0时有

Ω3 =




−(p− 1)pm 若Tr(b(b− a)) = 0或

Tr(b(b− a))
u

是Fp上的二次非剩余,

(p + 1)pm 若
Tr(b(b− a))

u
是Fp上的二次剩余.

证 由加法特征可得

Ω3 =
∑

x,y∈Fpm

∑

w1∈F∗p

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p

∑

w2∈F∗p

ζw2Tr(ax+by)
p

=
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

x,y∈Fpm

ζw1Tr(x2+xy)
p

∑

w2∈F∗p

ζw2Tr(ax+by)
p

=
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

∑

x∈Fpm

ζTr(w1x2+w2ax)
p

∑

y∈Fpm

ζTr(y(w1x+w2b))
p (引理2.1)

=
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

∑
x∈Fpm

w1x+w2b=0

ζTr(w1x2+w2ax)
p

∑

y∈Fpm

ζTr(y(w1x+w2b))
p

= pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

∑
x∈Fpm

w1x+w2b=0

ζTr(w2ax−w2bx)
p .

整理可得

Ω3 = pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

ζ
Tr((w2b−w2a)(

w2
w1

b))
p

= pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

ζ
w2

2
w1

Tr(b(b−a))
p .

(1) 当u = 0时
若Tr(b(b− a)) = 0, 则Ω3 = pm

∑
w1,w2∈F∗p

ζ0
p = (p− 1)2pm.

若Tr(b(b− a)) 6= 0, 则由引理2.2以及文献[28]中定理5.12(iv), 可以得到

Ω3 = pm
∑

w1,w2∈F∗p

ζ
w2

2
w1

Tr(b(b−a))
p

= pm
∑

w1∈F∗p

(
∑

w2∈Fp

ζ
T r(b(b−a))

w1
w2

2
p − 1)

= pmη1(Tr(b(b− a)))
∑

w1∈F∗p

η1(w1)G(η1, χ1
′)− (p− 1)pm

= −(p− 1)pm.

因此当u = 0时

Ω3 =

{
(p− 1)2pm 若Tr(b(b− a)) = 0,

−(p− 1)pm 若Tr(b(b− a)) 6= 0.

(2) 当u 6= 0时
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若Tr(b(b− a)) = 0, 则Ω3 = pm
∑

w1,w2∈F∗p

ζ−uw1
p = −(p− 1)pm.

若Tr(b(b− a)) 6= 0, 令t1 = Tr(b(b− a)), 则由引理2.2, 可以得到

Ω3 = pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p

∑

w2∈F∗p

ζ
t1w2

2
w1

p

= pm
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p (

∑

w2∈Fp

ζ
t1
w1

w2
2

p − 1)

= pm(
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p η1(t1w1)G(η1, χ1

′) + 1).

然后由高斯和的定义以及文献[28]中定理5.12(iv), 可得

Ω3 = pm(
∑

w1∈F∗p

ζ−uw1
p η1(−uw1)η1(

−t1
u

)G(η1, χ1
′) + 1)

= pm(η1(−1)η1(
t1
u

)G2(η1, χ1
′) + 1)

= pm(pη1(
t1
u

) + 1)

=




−(p− 1)pm 若

t1
u
是Fp上的二次非剩余,

(p + 1)pm 若
t1
u
是Fp上的二次剩余.

因此

Ω3 =




−(p− 1)pm 若Tr(b(b− a)) = 0或

Tr(b(b− a))
u

是Fp上的二次非剩余,

(p + 1)pm 若
Tr(b(b− a))

u
是Fp上的二次剩余.

综上所述, 该引理得证.

下面的引理用于确定形式为(1)式的线性码CD的码长.

引引引理理理3.4 设n0 = ]{(x, y) ∈ F 2
pm : Tr(x2 + xy) = u}, 其中u ∈ Fp, 则

n0 =

{
p2m−1 + (p− 1)pm−1 若u = 0,

p2m−1 − pm−1 若u 6= 0.

证 将n0表示为指数和的形式计算, 有

n0 = ]{(x, y) ∈ F 2
pm : Tr(x2 + xy) = u}

=
1
p

∑

x,y∈Fpm

∑

w1∈Fp

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p

=
1
p

∑

x,y∈Fpm

(1 +
∑

w1∈F∗p

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p )

= p2m−1 +
1
p
Ω1.

根据n0的定义以及引理3.1, 该引理得证.

下面将给出线性码中非零码字的重量.
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对于(a, b) 6= (0, 0), 码字ca,b的汉明重量w(ca,b) = n0 −N0, 其中

N0 = ]{(x, y) ∈ F 2
pm : Tr(x2 + xy) = u, Tr(ax + by) = 0}

=
1
p2

∑

x,y∈Fpm

∑

w1∈Fp

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p

∑

w2∈Fp

ζw2Tr(ax+by)
p

=
1
p2

∑

x,y∈Fpm

(1 +
∑

w1∈F∗p

ζw1(Tr(x2+xy)−u)
p )(1 +

∑

w2∈F∗p

ζw2Tr(ax+by)
p )

= p2m−2 +
1
p2

(Ω1 + Ω2 + Ω3).

则

w(ca,b) = (p− 1)p2m−2 +
1
p
Ω1 − 1

p2
(Ω1 + Ω2 + Ω3). (3)

§3 主要结果
在本节中, 研究由(2)式中的定义集D构造的形式为(1)式的线性码. 按照定义集中u的取值

进行分类, 然后分别计算相应的线性码的码长和重量分布.
定定定理理理4.1 设p为奇素数, D = {(x, y) ∈ F 2

pm\{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = 0}, 此时形式为(1)式
的线性码CD是一个二重量的线性码, 参数为

[
p2m−1 + (p− 1)pm−1 − 1, 2m, (p− 1)p2m−2

]
, 重

量分布见表1.

表 1 u = 0时线性码CD的重量分布

w Aw

0 1

(p− 1)p2m−2 p2m−1 + (p− 1)pm−1 − 1

(p− 1)p2m−2 + (p− 1)pm−1 (p− 1)p2m−1 − (p− 1)pm−1

证 当u = 0时, 线性码的定义集合为D = {(x, y) ∈ F 2
pm\{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = 0}, 由引

理3.1和引理3.4, 可以得到线性码CD的码长为n = n0 − 1 = p2m−1 + (p − 1)pm−1 − 1. 由(3)式
可知, 线性码中非零码字的重量是由Ω1, Ω2和Ω3的取值决定的. 因此由引理3.1, 引理3.2和引
理3.3可得

w(ca,b) =

{
(p− 1)p2m−2 若Tr(b(b− a)) = 0,

(p− 1)p2m−2 + (p− 1)pm−1 若Tr(b(b− a)) 6= 0.

显然, 码字重量为0的频数为1. 令w1 = (p − 1)p2m−2, w2 = (p − 1)p2m−2 + (p − 1)pm−1, 然后
由Pless Power Moments[29]有{

Aw1 + Aw2 = p2m − 1,

w1Aw1 + w2Aw2 = (p− 1)np2m−1.

计算可得

Aw1 = p2m−1 + (p− 1)pm−1 − 1, Aw2 = (p− 1)p2m−1 − (p− 1)pm−1.

该定理得证.
下面利用Magma程序验证了定理4.1中结果的正确性.
例例例1 令p = 3, m = 2,则CD是参数为[32, 4, 18]的线性码,其重量计数器为1+32z18+48z24.
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例例例2 令p = 5, m = 2, 则CD是参数为[144, 4, 100]的线性码, 其重量计数器为1 + 144z100 +
480z120.

定定定理理理4.2 设p为奇素数, D = {(x, y) ∈ F 2
pm\{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = u}, 其中u 6= 0, 此时

形式为(1)式的线性码CD是二重量线性码, 参数为
[
p2m−1 − pm−1, 2m, (p− 1)p2m−2 − 2pm−1

]
,

重量分布见表2.

表 2 u 6= 0时线性码CD的重量分布

w Aw

0 1

(p− 1)p2m−2 − 2pm−1 1
2
(p− 1)p2m−1 − 1

2
(p− 1)pm−1

(p− 1)p2m−2 1
2
(p + 1)p2m−1 + 1

2
(p− 1)pm−1 − 1

证 当u 6= 0时, 线性码的定义集合为D = {(x, y) ∈ F 2
q \{(0, 0)} : Tr(x2 + xy) = u}. 由

引理3.1和引理3.4, 可以得到线性码CD的码长为n = n0 = p2m−1 − pm−1. 由(3)式, 引理3.1, 引
理3.2和引理3.3可得, 线性码中非零码字的重量

w(ca,b) =





(p− 1)p2m−2 − 2pm−1 若
Tr(b(b− a))

u
是Fp上的二次剩余,

(p− 1)p2m−2 若Tr(b(b− a)) = 0或
Tr(b(b− a))

u
是Fp上的二次非剩余.

令w1 = (p− 1)p2m−2 − 2pm−1, w2 = (p− 1)p2m−2, 然后由Pless Power Moments[29]可得

Aw1 =
1
2
(p− 1)p2m−1 − 1

2
(p− 1)pm−1, Aw2 =

1
2
(p + 1)p2m−1 +

1
2
(p− 1)pm−1 − 1.

该定理得证.
下面利用Magma程序验证了定理4.2中结果的正确性.
例例例3 令p = 3, m = 2,则CD是参数为[24, 4, 12]的线性码,其重量计数器为1+24z12+56z18.
例例例4 令p = 5, m = 2, 则CD是参数为[120, 4, 90]的线性码, 其重量计数器为1 + 240z90 +

384z100.
极小码在秘密共享方案[10,30]和安全两方计算[26]中有很好的应用. 下面引理给出线性码为

极小码的一个充分条件[31].
引引引理理理4.1[31] 设C是参数为[n, k, d]的线性码, 记wmax为C中非零码字汉明重量的最大值,

wmin为C中非零码字汉明重量的最小值.若 wmin
wmax

> p−1
p , 则C中每个非零码字都是极小码字.

由引理4.1, 当u = 0, m ≥ 2时, 定理4.1中的线性码CD满足

wmin

wmax
=

(p− 1)p2m−2

(p− 1)p2m−2 + (p− 1)pm−1
>

p− 1
p

.

当u 6= 0, m ≥ 3时, 定理4.2中的线性码CD满足

wmin

wmax
=

(p− 1)p2m−2 − 2pm−1

(p− 1)p2m−2
>

p− 1
p

.

因此, 当m ≥ 3时, 线性码CD中的非零码字都是极小码字. 此时, 线性码是极小码, 可用于
构造秘密共享方案.
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§5 小结
本文推广了文献[27]的结果, 运用定义集构造线性码的方法, 将线性码的构造从二元域推广

到更一般的奇特征域, 得到了奇特征域上一类二重量的线性码, 并确定了线性码的参数以及重量
分布. 此外, 本文得到的线性码中大部分码是极小码, 可用于构造秘密共享方案. 如何使用一般
的函数来构造新的更好的线性码是以后的研究方向.
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A class of two-weight linear codes over finite fields of odd
characteristic
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Abstract: Linear codes have applications in communication, data storage systems and secret

sharing schemes. A class of two-weight linear codes is obtained by the defining sets determined by

the bivariate functions over finite fields of odd characteristic. The parameters and weight distributions

of linear codes are determined by the additive characters, multiplicative characters and Gauss sums.

Additionally, most of linear codes are minimal and thus they are suitable for secret sharing schemes.
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