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食饵具有Allee效应和集群行为的捕食者-食饵
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摘 要: 该文考虑了食饵具有Allee效应和一般集群行为的捕食者-食饵模型. 文中分
析了一定初值条件下种群数量的长时间性态. 利用线性稳定性理论讨论了平衡点的
局部稳定性, 在正平衡点稳定的情况下, 讨论了食饵集群行为对捕食者与食饵数量
的影响. 其次用分支理论给出了系统跨临界分支和Hopf分支存在的条件, 利用计算第
一Lyapunov系数分析了Hopf分支的方向. 最后通过数值模拟验证了结论的可行性.
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§1 引 言

在自然界中, 有研究发现种群自身密度的变化会影响种群的增长率. Allee在文[1-2]中通过
金鱼种群增长的实验研究中发现金鱼密度较大时有利于金鱼种群的增长. 随后Odum在文[3]将
这种生物现象称为“Allee效应”, 近些年来也有许多学者进一步扩展了Allee效应的定义和表达形
式, 例如Stephens等人在文[4]中认为Allee效应是种群自身适应度与种群自身的数量或者密度等
其他方面的正相关关系. 目前, Allee效应已经得到了广泛的研究(见[5-9]及其中的参考文献). 如
果用x(t)表示t时刻食饵的密度, 食饵具有Allee效应的增长模型表示为

dx

dt
= rx(1− x

k
)(

x

k0
− 1), (1.1)

其中r表示食饵的自然增长率, k表示环境容纳量, k0表示Allee常数, 且0 < k0 < k,可以看到如
果食饵数量小于k0, 食饵增长率将会小于0, 即食饵最终会灭绝, 因此这种效应被称为“强Allee效
应”.

其次本文还考虑食饵具有一般性的集群行为. 众所周知, 在自然界中, 食饵为了躲避捕食者
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的追杀和保护年幼和年老的个体, 通常会群居生活. 一旦捕食者入侵, 被捕食的往往是食饵种群
边界上的个体, 捕食者无法进入食饵种群的内部捕食, 即捕食者捕食食饵的数量与食饵边界上的
数量正相关. 目前已有许多学者讨论了与集群行为相关的种群动力学模型(见[10-14]及其中的参
考文献). 例如, Yuan等人在文[10]讨论了带扩散项的食饵具有集群行为的捕食者-食饵模型, 分
析了模型正平衡点的Turing分支. Ajraldi等人在文[11]讨论了食饵具有集群行为的捕食者-食饵
模型的Hopf分支的存在性. Braza在文[12]考虑捕食者与食饵生活在二维平面上的情形, 例如牛,
羊, 狼等生活在陆地上的生物, 基于Holling-II型[13]功能性反应函数, 提出了以下模型




dx

dt
= rx(1− x

k
)− δ

√
xy

1 + δta
√

x
,

dy

dt
= −µy +

eδ
√

xy

1 + δta
√

x
,

(1.2)

其中x(t), y(t)分别代表在t时刻食饵和捕食者的密度, δ表示捕食者的捕食效率, µ表示捕食者的

自然死亡率, ta表示捕食者捕食食饵的平均时间, e表示捕食者捕食食饵的能量转化为捕食者自

身能量的转化比率. 若在三维平面上, 考虑食饵具有集群行为, 例如鸟类等一些飞禽, 此时一个
捕食者捕食食饵的平均个数为x

2
3 . 因此基于不同空间维度的一般情况, Djilali[14-17]提出模型




dx

dt
= rx(1− x

k
)− δxαy

1 + δtaxα
,

dy

dt
= −µy +

eδxαy

1 + δtaxα
,

(1.3)

其中0 < α ≤ 1表示物种集群行为的比率, 当α = 1
2时就是二维平面的情形; 当α = 2

3时就是三维

平面的情形; 当α = 1时就是一般的带有Holling-II型功能性反应函数的模型. 基于以上考虑, 本
文给出了如下食饵具有Allee效应和集群行为的捕食者-食饵模型




dx

dt
= rx(1− x

k
)(

x

k0
− 1)− mxαy

1 + mtaxα
,

dy

dt
= −µy +

emxαy

1 + mtaxα
,

(1.4)

其中x(t)和y(t)分别代表t时刻食饵和捕食者的密度, m表示捕食者的捕食效率.
在本文接下来的部分, 首先研究了系统(1.4)解的正性和有界性; 然后探讨了系统(1.4)平

衡点的存在性以及稳定性; 着重分析了系统(1.4)跨临界分支和Hopf分支的存在性; 最后利
用Matlab数值模拟验证了相关定理以及结论.

§2 解的性质
本节将证明系统(1.4)解的非负性和有界性, 先证明系统(1.4)解的非负性.
引引引理理理2.1 当系统初值(x0, y0) ∈ R2

+时, 系统(1.4)的所有解(x(t), y(t))对所有的t > 0都是非
负的, 即R2

+是其正不变集.
证证证 x(t), y(t)的非负性可由以下方程来验证

x(t) = x0 exp
{ ∫ t

0

[
r(1− x(s)

k
)(

x(s)
k0

− 1)− mx(s)α−1y(s)
1 + mtax(s)α

]
ds

}
,

y(t) = y0 exp
{ ∫ t

0

[
− µ +

emx(s)α

1 + mtax(s)α

]
ds

}
.

(2.1)

由于(x0, y0) ∈ R2
+, 根据第一个方程可知对任意的t > 0有x(t) > 0, 根据第二个方程可知对任意

的t > 0有y(t) > 0. 因此R2
+是系统(1.4)的正不变集.

引引引理理理2.2 若系统初值(x0, y0) ∈ R2
+, 当t → +∞时, 系统(1.4)的所有解是有界的.
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证证证 首先构造一个关于x和y的函数

W (t) = ex(t) + y(t). (2.2)
将W (t)沿着系统(1.4)解关于t求导可得

dW (t)
dt

= erx(1− x

k
)(

x

k0
− 1)− µy

= −erx− µy +
er

kk0
x2(−x + k + k0).

(2.3)

令G(x) = er
kk0

x2(−x + k + k0), 经过计算可得G(x)在x = k+k0
3 处取得最大值M , 则可得到

dW (t)
dt

≤ M − erx− µy ≤ M − τW, (2.4)

其中τ = min{r, µ}, M = 2
27

er
kk0

(k + k0), 由比较定理[18]可得

0 ≤ W (x(t), y(t)) ≤ M

τ
+ exp(−τt)W (x(0), y(0)). (2.5)

当t → +∞时, 有0 ≤ W (t) ≤ M
τ , 因此系统(1.4)的所有解是有界的.

定定定理理理2.1 对系统(1.4)任意的正初值x(0), 都有lim supt→+∞ x(t) ≤ k.当x(0) < k0时, 则
有limt→+∞ x(t) = 0.

证证证 首先证明对任意的x(0), 都有lim supt→+∞ x(t) ≤ k.
情情情况况况I: x(0) ≤ k.

假设结论不成立, 即存在t1和t2, 0 < t1 < t2, 使得x(t1) = k, 而对任意的t ∈ (t1, t2),
有x(t) > k. 当t ∈ (t1, t2)时, 由系统(1.4)的第一个等式可得

x(t) = x(0) exp
{ ∫ t

0

φ(x(s), y(s))ds

}
, (2.6)

其中φ(x(t), y(t)) = r(1− x(t)
k )(x(t)

k0
− 1)− mx(t)α−1y(t)

1+mtax(t)α .
则可得

x(t) = x(0)
[

exp
{ ∫ t1

0

φ(x(s), y(s))ds

}][
exp

{ ∫ t

t1

φ(x(s), y(s))ds

}]

= x(t1) exp
{ ∫ t

t1

φ(x(s), y(s))ds

}
.

(2.7)

因为k0 < k, 所以对任意的t ∈ (t1, t2), 都有φ(x(t), y(t)) < 0, 则有x(t) < x(t1) = k, 矛盾, 故结
论成立, 得证.
情情情况况况II: x(0) > k.

因为x(0) > k, 则由系统(1.4)的第一个等式可得
dx

dt

∣∣∣∣
x=x(0)

= x(0)φ(x(0), y)) < 0, (2.8)

其中φ是情况I中定义的, 这表明lim supt→+∞ x(t) ≤ k, 即得证.
综上两种情况, 可得lim supt→+∞ x(t) ≤ k.

当x(0) < k0时, 同样地由系统(1.4)的第一个等式可得
dx

dt

∣∣∣∣
x=x(0)

= x(0)φ(x(0), y)) < 0. (2.9)

这表明limt→+∞ x(t) = 0, 即得证.
注注注 定理2.1说明无论食饵最初数量为多少, 当时间趋于正无穷时, 最终都会小于环境容纳

量k. 而当食饵数量小于Allee常数k0时, 此时Allee效应会对食饵灭绝起到主要作用, 也就是说即
使捕食者不捕食食饵, 食饵本身也会自然灭绝.



206 高 校 应 用 数 学 学 报 第38卷第2期

定定定理理理2.2 如果µ > emkα, 则limt→+∞ y(t) = 0.
证证证 如果用x̄来表示lim supt→+∞ x(t), 由定理2.1知x̄ ≤ k, 由上确界的定义可知, 对任意

的ε满足0 < ε < ( µ
em )

1
α − k, 存在tε > 0, 对任意的t > tε时有x(t) < k + ε, 则由系统(1.4)的第二

个等式可得
dy

dt
= −µy +

emxαy

1 + mtaxα
< y(−µ + emxα) < y(−µ + em(k + ε)α) < 0, (2.10)

因此可得limt→+∞ y(t) = 0.
注注注 定理2.2说明当捕食者捕食食饵的收益率小于捕食者的自然死亡率,则捕食者就会灭绝.

§3 模型动力学分析

3.1 平平平衡衡衡点点点的的的存存存在在在性性性与与与局局局部部部稳稳稳定定定性性性分分分析析析

本节将分析系统(1.4)平衡点的存在性与稳定性, 首先考虑系统(1.4)平衡点的存在性.
(i) 显然系统(1.4)存在边界平衡点E0 = (0, 0).
(ii) 当x 6= 0, y = 0时, 由rx(1− x

k )( x
k0
− 1) = 0, 可得x = k或x = k0, 故系统(1.4)此时存在

两个边界平衡点, 分别为: E1 = (k, 0), E2 = (k0, 0).
(iii) 当x 6= 0, y 6= 0时, 令系统(1.4)的第二个方程的右端等于0, 可得

x∗ =
(

µ

m(e− taµ)

) 1
α

. (3.1)

再由−µy + emxαy
1+mtaxα = 0, 可得

mxαy

1 + mtaxα
=

µy

e
. (3.2)

令系统(1.4)第二个式子的右端等于0, 并把(3.2)代入可得

y∗ =
er

µ
x∗(1− x∗

k
)(

x∗

k0
− 1). (3.3)

所以当条件H1 : e − taµ > 0, k0 < ( µ
m(e−taµ) )

1
α < k 成立时, 系统(1.4)存在唯一的正平衡

点E3 = (x∗, y∗).
系统(1.4)的Jacobian矩阵为

J =

(
r

kk0
(−3x2 + 2(k + k0)x− kk0)− αmxα−1y

(1+mtaxα)2
−mxα

1+mtaxα

αemxα−1y
(1+mtaxα)2 −µ + emxα

1+mtaxα

)
. (3.4)

下面通过计算各个平衡点对应的Jacobian矩阵来分析局部稳定性.
定定定理理理3.1 在系统(1.4)中
(i) 边界平衡点E0 = (0, 0)是局部渐近稳定的.
(ii) 当参数满足条件H2 : µ > emkα

1+mtakα时, 边界平衡点E1 = (k, 0)是局部渐近稳定的.
(iii) 边界平衡点E2 = (k0, 0)是不稳定的.

(iv) 当参数满足条件H3 : r
kk0

(−3x∗
2

+ 2(k + k0)x∗ − kk0) − αmx∗
α−1

y∗

(1+mtax∗α−1 )2
< 0时, 正平衡

点E3 = (x∗, y∗)是局部渐近稳定的.
证 (i) 由(3.4)知, 系统(1.4)在E0 = (0, 0)处的Jacobian矩阵为

J0 =

(
−r 0
0 −µ

)
. (3.5)

两特征根分别为λ1 = −r, λ2 = −µ, 均具有负实部, 因此E0 = (0, 0)是局部渐近稳定的.
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(ii) 由(3.4)知, 系统(1.4)在E1 = (k, 0)处的Jacobian矩阵为

J1 =

(
r
k0

(k0 − k) −mkα

1+mtakα

0 −µ + emkα

1+mtakα

)
. (3.6)

两特征根分别为λ1 = r
k0

(k0 − k), λ2 = −µ + emkα

1+mtakα , 由k0 < k可得λ1 < 0, 再由假设条件H1可

得λ2 < 0,因此E1 = (k, 0)是局部渐近稳定的.
(iii) 由(3.4)知, 系统(1.4)在E2 = (k0, 0)处的Jacobian矩阵为

J2 =

(
r
k (k − k0)

−mkα
0

1+mtakα
0

0 −µ + emkα
0

1+mtakα
0

)
. (3.7)

两特征根分别为λ1 = r
k (k− k0), λ2 = −µ + emkα

0
1+mtakα

0
, 由k0 < k可得λ1 > 0,因此E2 = (k0, 0)是不

稳定的.
(iv) 由(3.4)知,系统(1.4)在E3 = (x∗, y∗)处的Jacobian矩阵为

J3 =




r
kk0

(−3x∗
2
+ 2(k + k0)x∗ − kk0)− αmx∗

α−1
y∗

(1+mtax∗α )2
−mx∗

α

1+mtax∗α

αemx∗
α−1

y∗

(1+mtax∗α )2
0


 . (3.8)

根据根与系数的关系, 可知方程的两特征根λ1和λ2满足

λ1 + λ2 =
r

kk0
(−3x∗

2
+ 2(k + k0)x∗ − kk0)− αmx∗

α−1
y∗

(1 + mtax∗α)2
,

λ1λ2 = αem2x∗
2α−1

y∗

(1+mtax∗α )3
.

(3.9)

其中λ1λ2 > 0恒成立, 由假设条件H3可得λ1 + λ2 < 0, 因此两特征根均具有负实部, 所
以E3 = (x∗, y∗)是局部渐近稳定的.
3.2 食食食饵饵饵集集集群群群行行行为为为比比比率率率α对对对食食食饵饵饵和和和捕捕捕食食食者者者数数数量量量的的的影影影响响响

本节将分析当系统(1.4)正平衡点E3稳定的情况下, 食饵集群行为比率α对食饵和捕食者数

量的影响. 记m0 = µ
e−taµ , 首先考虑对食饵数量x∗的影响.

定定定理理理3.2 当系统正平衡点E3 = (x∗, y∗)存在, 即H1成立的前提下, 则有
(i) 当m > m0时,食饵数量x∗关于食饵集群行为比率α是递增的.
(ii) 当m < m0时,食饵数量x∗关于食饵集群行为比率α是递减的.
证证证 首先对x∗关于α求导, 可得

dx∗

dα
= − 1

α2
ln

(
µ

m(e− taµ)

)(
µ

m(e− taµ)

) 1
α

. (3.10)

由H1 : e− taµ > 0, 可知dx∗
dα的符号取决于ln( µ

m(e−taµ) )的正负, 而且

ln
(

µ
m(e−taµ)

)
=





< 0, m > m0,

= 0, m = m0,

> 0, m < m0.

(3.11)

所以当m > m0时, 食饵数量x∗关于食饵集群行为比率α 是递增的, 当m < m0时, 食饵数量x∗关

于食饵集群行为比率α是递减的.
接下来考虑食饵集群行为对捕食者数量y∗的影响, 记f(x) = −3x2 + 2(k + k0)x − kk0,

且x1, x2分别为f(x) 的两个根(x1 = k+k0−
√

(k+k0)2−3kk0

3 < k0 < x2 = k+k0+
√

(k+k0)2−3kk0

3 <

k), 由根与系数的关系可知, x1, x2 都是正的, 由H1可知k0 < x∗ < k.
定定定理理理3.3 在H1成立的前提下, 则有
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(i) 当m > m0时. 如果x2 < x∗ < k,则捕食者数量y∗关于食饵集群行为比率α是递减的. 如
果k0 < x∗ < x2,则捕食者数量y∗关于食饵集群行为比率α是递增的.

(ii) 当m < m0时. 如果x2 < x∗ < k,则捕食者数量y∗关于食饵集群行为比率α是递增的. 如
果k0 < x∗ < x2,则捕食者数量y∗关于食饵集群行为比率α是递减的.

证证证 首先对y∗关于α求导, 可得
dy∗

dα
=

er

µ

[
(1− 2x∗

k
)(

x∗

k0
− 1) +

x∗

k0
(1− x∗

k
)
]

dx∗

dα

=
er

µkk0

dx∗

dα
f(x∗).

(3.12)

可知dy∗

dα的符号取决于
dx∗
dα和f(x∗)的正负, 当x2 < x∗ < k时, f(x∗) < 0, 当k0 < x∗ < x2 时,

f(x∗) > 0,结合定理3.2, 即得证.
注注注 定理3.2和定理3.3说明当系统正平衡点E3稳定时, 食饵的不同集群行为会对食饵和捕

食者的数量产生正效应或者负效应. 第4节数值模拟中例4.1验证了相关结论.
3.3 跨跨跨临临临界界界分分分支支支

根据3.1节的分析可知, 当µ > emkα

1+mtakα 时, E1是稳定的结点. 当µ < emkα

1+mtakα时, E1 变成了

不稳定的鞍点. 因此本节将讨论系统(1.4)在边界平衡点E1 = (k, 0)处的跨临界分支, 并以捕食者
的自然死亡率µ作为分支参数.

定定定理理理3.4 当参数µ = emkα

1+mtakα = µ̄时, 系统(1.4) 在E1 = (k, 0)处发生跨临界分支.
证证证 令S和H分别为J1和JT

1 的零特征值所对应的特征向量, 则有

S =

(
S1

S2

)
=

(
µ
e

r
k0

(k0 − k)

)
, H =

(
H1

H2

)
=

(
0
1

)
. (3.13)

从而

Fµ(E1; µ̄) =

(
0
−y

)

(E1;µ̄)

=

(
0
0

)
, (3.14)

DFµ(E1; µ̄)S =

(
0 0
0 −1

)(
µ
e

r
k0

(k0 − k)

)
=

(
0

r
k0

(k − k0)

)
, (3.15)

D2F (E1; µ̄)(S, S) =

(
− 2rµ2

ke2 + 2αmµrkα−1

ek0(1+mtakα)2 (k − k0)
2αmrkα−1

k0(1+mtakα)2 (k0 − k)

)
. (3.16)

由上式可知, S和H满足

HTFµ(E1; µ̄) = 0,

HT[DFµ(E1; µ̄)S] = r
k0

(k − k0) 6= 0,

HT[D2F (E1; µ̄)(S, S)] = 2αmrkα−1

k0(1+mtakα)2 (k0 − k) 6= 0.

(3.17)

由Sotomayor定理[19]可知定理3.4成立.
3.4 Hopf分分分支支支

由3.1节可知,系统(1.4)正平衡点E3的局部稳定性需要满足一定的条件. 因此, 本小节主要分
析系统(1.4)在平衡点E3发生Hopf分支的条件和Hopf 分支的方向.

记η1 = λ1 + λ2, η2 = λ1λ2(其中λ1和λ2是(3.9)中定义的, 且η2 > 0恒成立), 选取捕食者
的自然死亡率µ作为分支参数. 如果存在µ = µ∗ > 0, 使得H4 : η1(µ∗) = 0, η̇1(µ∗) < 0,
2η̇1η2 + η1η̇2 6= 0 成立, 其中 ˙表示对µ求导.

定定定理理理3.5 假设条件H4成立. 当µ = µ∗时, 系统会在正平衡点E3处发生Hopf分支.
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证证证 正平衡点E3处的Jacobian矩阵对应的特征方程如下

λ2 − η1λ + η2 = 0. (3.18)
当µ = µ∗, 也即η1 = 0时, 特征方程(3.18)就可以写成

λ2 + η2 = 0, (3.19)
此时方程(3.19)会出现一对纯虚根为λ1 = i

√
η2, λ2 = −i

√
η2. 现验证横截条件, 对特征方

程(3.18)关于µ进行求导, 有

2λ
dλ

dµ
− λη̇1 − dλ

dµ
η1 + η̇2 = 0, (3.20)

整理得
dλ

dµ
=

λη̇1 − η̇2

2λ− η1
, (3.21)

则有
dλ

dµ

∣∣∣∣
λ=i

√
η2

=
2η̇1η2 + η1η̇2

4η2 + η2
1

+ i

[
2
√

η2η̇2 − η1
√

η2η̇2

4η2 + η2
1

]
, (3.22)

因此

Re
(

dλ

dµ

) ∣∣∣∣
λ=i

√
η2

=
2η̇1η2 + η1η̇2

4η2 + η2
1

6= 0. (3.23)

则此时系统(1.4)会在正平衡点E3处发生Hopf分支, 证毕.
下面通过计算第一Lyapunov系数[20]σ来分析Hopf分支的方向. 首先作变换, 令u = x −

x∗, v = y − y∗, 对系统(1.4)泰勒展开可得
du

dt
= a10u + a01v + a11uv + a20u

2 + a02v
2 + a30u

3 + a21u
2v + a12uv2 + a03v

3 + P (u, v),

dv

dt
= b10u + b01v + b11uv + b20u

2 + b02v
2 + b30u

3 + b21u
2v + b12uv2 + b03v

3 + Q(u, v),

其中

a10 =
r

kk0
(−3x∗

2
+ 2(k + k0)x∗ − kk0)− αmx∗

α−1
y∗

(1 + mtax∗α)2
, a01 =

−mx∗
α

1 + mtax∗α = −µ

e
,

a20 =
r

kk0
(−3x∗ + k + k0)− (α2m− αm)x∗

α−2
y − (αm2ta − α2m2ta)x∗

2α−2
y∗

2(1 + mtax∗α)3
,

a11 = − αmx∗
α−1

(1 + mtax∗α)2
, a02 = 0, a03 = 0, a12 = 0,

a30 = − r

kk0

− [(α− 2)(α2m− αm)x∗
α−3

y∗ − (2α− 2)(αm2ta + α2m2ta)x∗
2α−3

y∗](1 + mtax∗
α

)−A

6(1 + mtax∗α)4
,

A = 3[(α2m− αm)x∗
α−2

y∗ − (αm2ta + α2m2ta)x∗
2α−2

y∗]αmtax∗
α−1

,

a21 = − (α2m− αm)x∗
α−2 − (αm2ta + α2m2ta)x∗

2α−2

2(1 + mtax∗α)3
, b01 = −µ +

emx∗
α

1 + mtax∗α ,

b11 = −ea11, b20 = −ey∗a21, b21 = −ea21, b12 = 0, b10 = −ey∗a11,

b02 = 0, b03 = 0, b30 = −e(a30 +
r

kk0
), P (u, v) =

+∞∑

i+j=4

aiju
ivj , Q(u, v) =

+∞∑

i+j=4

b4
iju

ivj .
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则由[21], 第一Lyapunov系数σ经计算可得

σ =− 3π

2a01∆
3
2
{[a10b10(a2

11 + a11b02 + a02b11) + a10a01(b2
11 + a20b11 + a11b02)

+ b2
10(a11a02 + 2a02b02)

− 2a10b10(b2
02 − a20a02)− 2a10a01(a2

20 − b20b02)− a2
01(2a20b20 + b11b20)

+ (a01b10 − 2a2
10)(b11b02 − a11a20)]− (a2

10 + a01b10)[3(b10b03 − a01a30) + 2a10(a21 + b12)

+ (b10a21 − a01b21)]},
其中∆ = a10b01 − a01b10, 若σ > 0, 则发生次临界Hopf分支; 若σ < 0, 则发生超临界Hopf分支.

§4 数值模拟
本节取定一些参数进行Matlab数值模拟来验证前面几节得到的理论结果, 并说明这些参数

的变化对整个系统动力学行为的影响.
例例例4.1 (i) 首先验证当系统正平衡点稳定时, 食饵集群行为比率α对食饵数量的影响.

取µ = 0.1, ta = 2, e = 0.3,m = 0.2 < m0 = 1. 由定理3.2可知此时食饵数量x∗关于α是单调递

减的, 如图1(a). 取µ = 0.1, ta = 2, e = 0.3,m = 2 > m0时, 由定理3.2可知此时食饵数量x∗关

于α是单调递增的, 如图1(b).
(ii) 其次验证当系统正平衡点稳定时, 食饵集群行为比率α对捕食者数量的影响. 取µ =

0.071, r = 1, ta = 2, e = 0.3, k = 2, k0 = 0.5,m = 0.4 < m0 = µ
e−taµ = 0.4494. 当α比较小时,

x2 < x∗ < k, 由定理3.3可知随着α的增大, 捕食者数量y∗增大, 再由定理3.2可知, 此时x∗会变

小, 当x∗ < x2后, 随着α的增大, 捕食者数量y∗减小, 如图2(a). 取µ = 0.071, r = 1, ta = 2, e =
0.3, k = 2, k0 = 0.1,m = 0.5 > m0. 此时对所有的α都有k0 < x∗ < x2, 由定理3.3可知此时捕食
者数量y∗关于α是递增的, 如图2(b).

接下来来验证系统(1.4)的边界平衡点和正平衡点的稳定性.
例例例4.2 (i) 首先验证系统边界平衡点E0和E1的的局部稳定性. 给定参数α = 1

2 , r = 0.4, k =
16, k0 = 5,m = 0.3, µ = 2, e = 0.4, ta = 10, 初值(x(0), y(0)) = (4, 6), 此时x(0) < k0, 则此
时E0 = (0, 0) 是局部渐近稳定的, 即捕食者和食饵都会灭绝, 如图3. 因此可以看到, 当食饵初
值x(0)小于Allee常数k0时, 食饵最终会灭绝.

其余参数同上, 初值(x(0), y(0)) = (6, 6), 经过计算可得参数满足条件H2, 此时E1 =
(16, 0)是局部渐近稳定的, 当时间t 趋于正无穷时, 捕食者种群灭绝, 食饵种群存活, 如图4.

(ii) 其次验证系统正平衡点E3的稳定性. 给定参数α = 1
2 , r = 1

3 , k = 16, k0 = 2,m = 2
7 , e =

0.6, ta = 2, 初值(x(0), y(0)) = (13, 13). 经计算可得此时µ∗ = 0.1965,当µ = 0.2 > µ∗时, 由
定理3.1可知此时系统(1.4)唯一的正平衡点E3 = (12.25, 14.71)是局部渐近稳定的, 如图5(a)(b).
当µ = 0.1956 < µ∗时, 此时正平衡点E3是不稳定的, 如图5(c), 产生一个稳定的极限环,如图5(d).
当µ = µ∗时, 系统(1.4)在正平衡点E3 处发生Hopf 分支.

§5 结论
本文研究了一类食饵具有Allee效应和一般集群行为的捕食者-食饵模型. 分析了其平衡点

的存在性以及局部稳定性. 通过计算各个平衡点对应的Jacobian矩阵, 发现边界平衡点E0一定

是局部渐近稳定的, 边界平衡点E2一定是不稳定的, 而边界平衡点E1和正平衡点E3的局部稳定



曹 奇等: 食饵具有Allee效应和集群行为的捕食者-食饵系统动力学行为分析 211

(a) m = 0.2 < m0 (b) m = 2 > m0

图 1 µ = 0.1, ta = 2, e = 0.3, m = 0.2时食饵数量随α的变化

(a) m = 0.4 < m0 (b) m = 0.5 > m0

图 2 µ = 0.071, r = 1, ta = 2, e = 0.3, k = 2, k0 = 0.5时捕食者数量随α的变化

图 3 E0稳定时, x和y的时间序列图 图 4 E1稳定时, x和y的时间序列图
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(a) µ = 0.2时, x和y的时间序列图 (b) µ = 0.2时, x和y的相图

(c) µ = 0.1956时, x和y的时间序列图 (d) µ = 0.1956时, x和y的相图

图 5 α = 1
2
, r = 1

3
, k = 16, k0 = 2, m = 2

7
, e = 0.6, ta = 2, 初值取(x(0), y(0)) = (13, 13)时E3的稳定性

则需要满足一定的条件. 在Allee效应的影响下, 发现系统(1.4)的平衡点都不会全局稳定, 且系统
长时间解的性态与初值相关. 如果食饵初始时刻的数量小于Allee常数k0时, 食饵最终将会灭绝.
如果捕食者捕食食饵的收益率小于本身的死亡率, 那么捕食者最终将会灭绝. 其次在正平衡点
稳定的情况下, 发现食饵的不同集群行为会对食饵和捕食者的数量产生正效应或者负效应. 如
图3, 4所示. 进一步, 当参数满足一定条件时, 用分支理论证明了系统会在平衡点E1处发生跨临

界分支, 在平衡点E3处发生Hopf分支. 并且通过计算第一Lyapunov系数σ来判定Hopf分支的方
向, 如果σ > 0, 则发生次临界Hopf分支, 如果σ < 0, 则发生超临界Hopf分支.
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Dynamic behavior analysis of a predator-prey system with Allee
effect and herd behavior
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Abstract: A predator-prey model with prey Allee effect and herd behavior is considered in this

paper. The long-term behaviour of the population under certain initial values is analyzed. Then

the local stability of all equilibrium points is discussed by using linear stability theory. The effect

of the herd behavior on the prey and predator equilibrium densities are discussed in the case of the

positive equilibrium point is stable. Next, based on bifurcation theorem, conditions for the existence

of Transcritical bifurcation and Hopf bifurcation are derived. The direction of the Hopf bifurcation is

analysed by calculating the first Lyapunov number. Finally, numerical simulations are used to verify

the feasibility of the conclusions.
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