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摘 要: 利用基于改进集E的Gerstewitz泛函ϕq,E及定向距离函数∆−E等两类非线性

标量化函数对向量优化问题的E-Benson真有效解和广义E-Benson真有效解进行刻画,
并给出相应例子对部分结论进行说明.
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§1 引 言

近似解在最优化理论和应用中一直占有重要地位. 自1979年文献[1]中首次提出向量优化
问题近似解概念以来, 各种近似解理论已获得大量的成果. 向量优化问题的有效解集通常可能
会包含某些异常类型的解, 因此需要提出各种真有效解来强化有效解集. 到目前为止已提出很
多真有效解概念, 常见的真有效解包括Geoffrion真有效解[2], Benson真有效解[3], Borwein真有
效解[4], Henig真有效解[5]等等. 文献[6]中引入了改进集并利用改进集提出了E-有效解的概念.
近年来, 在向量优化中有很多关于改进集的研究, 这方面详细成果可见文献[7-12]. 文献[13]中
利用改进集引入了一种新的真有效解, 称之为E-Benson真有效解, 它统一了某些真有效解和
近似真有效解. 文献[13]中同时得到了关于E-Benson真有效解的线性标量化的一些刻画. 文
献[14]和文献[15]分别利用Gerstewitz泛函和基于锥K上的定向距离函数∆−K对E-Benson真效
解进行非线性标量化刻画. 文献[16]中利用回收锥引进了一种新的真有效解, 称之为广义E-
Benson真有效解, 并利用择一定理建立广义E-Benson真有效解的线性标量化定理. 文献[17] 中
利用Gerstewitz泛函和基于锥K上的定向距离函数∆−K等两类非线性标量化函数及其相应非凸

分离定理给出广义E-Benson 真有效解的一些非线性标量化性质. 受文献[14-17]启发, 本文通
过基于改进集E的Gerstewitz泛函ϕq,E及定向距离函数∆−E分别建立了E-Benson真有效解和广
义E-Benson真有效解的非线性标量化结果. 同时文中还举例说明了部分结果.
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§2 预备知识
设X是线性空间, Y是拓扑线性空间, A是Y中非空子集. Y \ A, intA, clA, bdA分别表示

集合A的补集, 内部, 闭包和边界. 若∀a1, a2 ∈ A, λ ∈ [0, 1], 有λa1 + (1 − λ)a2 ∈ A, 则称A是

凸集. 若集合A满足λA ⊆ A, λ ≥ 0, 则称集合A是锥. 若锥A满足A + A ⊆ A, 则称锥A是凸

锥. A∞ := {u ∈ Y : a + tu ∈ A,∀a ∈ A,∀t ∈ R+}表示集合A的回收锥. 0表示空间中的零向

量. R表示实数集, Rp 表示p维欧式空间, Rp
+ = {x ∈ Rp : x = (x1, x2, · · · , xp)T, xi ≥ 0, i =

1, 2, · · · , p.}, Rp
++ = {x ∈ Rp : x = (x1, x2, · · · , xp)T, xi > 0, i = 1, 2, · · · , p.}. 设ϕ : Y → R.

其有效域为domϕ := {y ∈ Y : ϕ(y) ∈ R ∪ {−∞}}. 设t ∈ R, 若∀x1, x2 ∈ A, λ ∈ (0, 1),
有ϕ(λx1+(1−λ)x2) ≤ λϕ(x1)+(1−λ)ϕ(x2),则称ϕ在A上是凸的. 若∀x ∈ A, λ ≥ 0,有ϕ(λx) =
λϕ(x), 则称ϕ在A上是正齐次的. 若∀x1, x2 ∈ A, 有ϕ(x1 + x2) ≤ ϕ(x1) + ϕ(x2), 则称ϕ在A上是

次可加的.
设K是Y中内部非空的闭凸点锥, x, y ∈ Y , 则由集合K定义的向量的序关系为

x ≤K y ⇔ y − x ∈ K.

本文考虑向量优化问题

(VP) min f(x),

s.t. x ∈ S,

其中f : X −→ Y,∅ 6= S ⊂ X.
定定定义义义2.1(见[6]) 设E是Y中非空集合, 0 /∈ E且E + K = E, 则称E是关于K的改进集.
定定定义义义2.2(见[13]) 设E是关于K的改进集. 若x ∈ S, 满足

clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K) = {0},

则称x是问题(VP)的E-Benson真有效解, 记为x ∈ OE
BS(f, S).

定定定义义义2.3(见[16]) 设E是Y中关于K的改进集. 若x ∈ S, 满足

clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−E∞) = {0},

则称x 是问题(VP)的广义E-Benson真有效解, 记为x ∈ OE∞
BS (f, S).

给定数值优化问题

(P) min
x∈Z

φ(x),

其中φ : X −→ R,∅ 6= Z ⊂ X.
设ε ≥ 0, x ∈ Z. 若φ(x) ≥ φ(x) − ε, ∀x ∈ Z, 则x称为问题(P)的ε-近似解. 问题(P)的全

体ε-近似解构成的集合记为AMin(φ, ε). 若φ(x) > φ(x)−ε, ∀x ∈ Z,则x称为问题(P)的严格ε-近
似解. 问题(P)的全体严格ε-近似解构成的集合记为SAMin(φ, ε).

非线性标量化函数Gerstewitz泛函ϕq,G : Y −→ R ∪ {±∞}定义为

ϕq,G(y) = inf{s ∈ R | y ∈ sq −G}, y ∈ Y, q ∈ intG,
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其中inf ∅ = +∞.
当Gerstewitz泛函ϕq,G中G是一般集合时, 其主要性质包括非线性分离性质见文献[18]. 在

向量优化很多应用中通常集合G取为闭凸锥K. 赵克全等人在文献[14]中及本文中均将集合G取

为改进集E.
引引引理理理2.1 设E是Y中关于K的改进集且满足E +(0,∞)q ⊂ intE, q ∈ intE, 则函数ϕq,E是连

续的且满足

{y ∈ Y | ϕq,E(y) < c} = cq − intE, ∀c ∈ R,

{y ∈ Y | ϕq,E(y) ≤ c} = cq − clE, ∀c ∈ R,

{y ∈ Y | ϕq,E(y) = c} = cq − bdE, ∀c ∈ R.

证证证 根据文献[18]中定理2.3.1, 可得结论成立.
Zaffaroni在文献[19]中提出了另一个非线性标量化函数即定向距离函数.
设A是赋范线性空间Y中的集合, ∆A(y) : Y −→ R ∪ {±∞}定义为

∆A(y) = dA(y)− dY \A(y),

其中d∅(y) = +∞, dA(y) = inf
z∈A

‖z − y‖.
∆A函数的很多良好性质可参考文献[19]. 本文基于改进集E的∆E函数性质如下.
引引引理理理2.2(见[20]) 设E是Y中关于K的改进集且非空, 则
(1)∆E是实值且是1-Lipschitz的;
(2)clE = {y ∈ Y : ∆E(y) ≤ 0},bdE = {y ∈ Y : ∆E(y) = 0}, Y \E = {y ∈ Y : ∆E(y) ≥

0}, intE = {y ∈ Y : ∆E(y) < 0};
(3)若E是凸的, 则∆E是凸的;
(4)若E是锥, 则∆E是正齐次的.
注注注2.1 据文献[21]中引理3.3知, 若E是Y中关于K的改进集且E ⊂ K, 则E是co-radiant集.

再由其定理3.1可得, 若E是凸的则∆E 是次可加的.

§3 Gerstewitz泛函ϕq,E关于真有效解的非线性标量化

考虑数值优化问题

(Pq,y) min
x∈S

ϕq,E(f(x)− y),

其中y ∈ Y, q ∈ intE. 函数ϕq,E(f(x)− y)记为(ϕq,E,y ◦ f)(x), 问题(Pq,y)的ε-近似解全体所构成
集合记为AMin(ϕq,E,y ◦ f, ε), 严格ε-近似解全体所构成集合记为SAMin(ϕq,E,y ◦ f, ε).

定定定理理理3.1 设E是Y中关于K的闭改进集, q ∈ int(E\K), ε = inf{s ∈ R++ | sq ∈ int(E\K)},
则x ∈ OE

BS(f, S) =⇒ x ∈ AMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε).
证证证 由x ∈ OE

BS(f, S)可得clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K) = {0}, 则clcone(f(S) + E −
f(x)) ∩ (−intK) = ∅, 从而

(f(x) + E − f(x)) ∩ (−intK) = ∅,∀x ∈ S. (1)
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下面证明

(f(x)− intE) ∩ f(S) = ∅. (2)

假设不成立, 则存在x̂ ∈ S使得f(x̂) − f(x) ∈ −intE. 因为E + intK = intE, 故有f(x̂) −
f(x) ∈ −E − intK, 即f(x̂) − f(x) + E ∈ −intK, 这与(1)式矛盾, 故(2)式成立. 根据引理2.1可
得{y ∈ Y | ϕq,E(y) < 0} = −intE, 故{y ∈ Y | ϕq,E(y) < 0} ∩ (f(S)− f(x)) = ∅, 即

ϕq,E(f(x)− f(x)) ≥ 0,∀x ∈ S. (3)

而

ϕq,E(f(x)− f(x)) = ϕq,E(0)

= inf{s ∈ R | sq ∈ E}
≤ inf{s ∈ R++ | sq ∈ int(E\K)} = ε,

根据(3)式得到, ϕq,E(f(x)− f(x)) ≥ ϕq,E(f(x)− f(x))− ε. 因此x ∈ AMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε).
下面的例子表明本文取q ∈ int(E\K)是合理的, 同时对定理3.1进行说明.
例例例3.1 令X = Y = R2, K = R2

+, f(x) = x, 且

E ={(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 1, x2 ≥ 0} ∩ {(x1, x2) | 3
2
x1 + x2 ≥ 0},

S ={(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 1
2
, 0 ≤ x2 ≤ 1

4
}.

显然K是一个闭凸锥, E是关于K的闭改进集且int(E\K) 6= ∅. 令x = (0, 0) ∈ S, q = (− 3
2 , 3) ∈

int(E\K), 则ε = 2
3 . 因为

clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K) = {0},

故x ∈ OE
BS(f, S). 而

ϕq,E(f(x)− f(x)) = ϕq,E(0)

= inf{s ∈ R | 0 ∈ sq − E}

= inf{s ∈ R | sq ∈ E} =
2
3
.

对任意x ∈ S, 有

ϕq,E(f(x)− f(x)) = ϕq,E(f(x))

= inf{s ∈ R | f(x) ∈ sq − E}

≥ 0 =
2
3
− 2

3
= ϕq,E(0)− ε.
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因此x ∈ AMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε).
下面的例子表明定理3.1的逆不一定成立.
例例例3.2 令X = Y = R2, K = R2

+, f(x) = x, 且

E ={(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 1, x2 ≥ 0} ∩ {(x1, x2) | 5
3
x1 + x2 ≥ 0},

S ={(x1, x2) | −3 ≤ x1 ≤ 0, x2 = 0}.

显然K是一个闭凸锥, E是关于K的闭改进集且int(E\K) 6= ∅. 令x = (0, 0) ∈ S, q = (−1, 4) ∈
int(E\K), 则ε = 1

3 . 因为

ϕq,E(f(x)− f(x)) = ϕq,E(0)

= inf{s ∈ R | 0 ∈ sq − E}
= inf{s ∈ R | sq ∈ E}

=
1
3
,

对任意x ∈ S, 有

ϕq,E(f(x)− f(x)) = ϕq,E(f(x))

= inf{s ∈ R | f(x) ∈ sq − E}

≥ 0 =
1
3
− 1

3
= ϕq,E(0)− ε.

因此x ∈ AMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε). 但是

clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K) 6= {0},

因此x /∈ OE
BS(f, S).

定定定理理理3.2 设E是Y中关于K的闭改进集, 且cone(f(S) + E − f(x))是闭集, q ∈ int(E\K),
ε = ϕq,E(0), 则x ∈ SAMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε) =⇒ x ∈ OE

BS(f, S).
证证证 假设x ∈ SAMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε), 且x /∈ OE

BS(f, S), 则存在0 6= d ∈ −K使得d ∈
clcone(f(S)+E−f(x)). 因为cone(f(S)+E−f(x))是闭集, 故d ∈ cone(f(S)+E−f(x)), 从而
存在λ > 0, x ∈ S, e ∈ E, 有d = λ(f(x)+ e−f(x)) ∈ −K. 因为K是锥,故f(x)+ e−f(x) ∈ −K.
根据E = E + K可得, f(x) − f(x) ∈ −e −K ⊂ −E −K = −E. 根据引理2.1且E是闭集可得,
{y ∈ Y | ϕq,E(y) ≤ 0} = −clE = −E, 故

ϕq,E(f(x)− f(x)) ≤ 0. (4)

因为x ∈ SAMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε), 则

ϕq,E(f(x)− f(x)) > ϕq,E(f(x)− f(x))− ε = ϕq,E(0)− ε = 0,
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与(4)式矛盾, 故x ∈ OE
BS(f, S).

注注注3.1 文献[8, 14]中定义函数ϕq,E时将q取值于锥K中, 在证明集合int(E ∩ K) 6= ∅后,
分别对E-有效解与E-Benson真有效解标量化刻画时取定q ∈ int(E ∩ K). 而本文在定义函
数ϕq,E时将q取值于改进集E中, 对E-Benson真有效解标量化刻画时取定q ∈ int(E\K), 故在函
数ϕq,E中q的取值不再依赖于锥K.

利用Gerstewitz泛函ϕq,E还可以对广义E-Benson真有效解进行非线性标量化刻画, 得到下
面推论3.1和推论3.2. 证明过程与定理3.1, 定理3.2相似, 这里省略.

推推推论论论3.1 设E是Y中关于K的闭改进集, q ∈ int(E\K), ε = inf{s ∈ R++ | sq ∈ int(E\K)},
则x ∈ OE∞

BS (f, S) =⇒ x ∈ AMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε).

推推推论论论3.2 设E是Y中关于K的闭改进集, 且cone(f(S) + E − f(x))是闭集, q ∈ int(E\K),
ε = ϕq,E(0), 则x ∈ SAMin(ϕq,E,f(x) ◦ f, ε) =⇒ x ∈ OE∞

BS (f, S).

§4 定向距离函数∆−E关于真有效解的非线性标量化

本节利用基于改进集E的非线性标量化函数∆−E给出向量优化问题(VP) 的E-Benson真有
效解的非线性标量化定理. 本文是把∆函数定义在比锥更一般的集合即改进集E上而进行的非

线性标量化刻画, 这与文献[15]将其定义在锥K上不同.本节中始终假设Y是赋范线性空间.

考虑数值优化问题

(Py) min
x∈S

∆−E(f(x)− y),

其中y ∈ Y . 问题(Py)的ε-近似解全体所构成集合记为AMin(∆−E(f(x) − y), ε), 严格ε-近似解
全体所构成集合记为SAMin(∆−E(f(x)− y), ε).

定定定理理理4.1 设E是Y中关于K的闭凸改进集且E ⊂ K, β = inf
e∈E

∆−E(e), 则

x ∈ OE
BS(f, S) =⇒ x ∈ AMin(∆−E(f(x)− f(x)), 2β).

证证证 由x ∈ OE
BS(f, S)可得clcone(f(S)+E−f(x))∩(−K) = {0},则clcone(f(S)+E−f(x))∩

(−K\{0}) = ∅, 从而(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K\{0}) = ∅, 故f(x) + e− f(x) /∈ −K \ {0},∀x ∈
S, e ∈ E. 因为E ⊂ K, 故f(x) + e− f(x) /∈ −E, 从而

∆−E(f(x) + e− f(x)) = d−E(f(x) + e− f(x))− dY \−E(f(x) + e− f(x))

= d−E(f(x) + e− f(x)) ≥ 0.

由注2.1知∆−E是次可加的, 故

∆−E(f(x) + e− f(x)) ≤ ∆−E(f(x)− f(x)) + ∆−E(e).

即∆−E(f(x)− f(x)) + ∆−E(e) ≥ 0, ∀e ∈ E, 故∆−E(f(x)− f(x)) + inf
e∈E

∆−E(e) ≥ 0, 即

∆−E(f(x)− f(x)) ≥ − inf
e∈E

∆−E(e). (5)
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下面证明∆−E(e) = d−E(e), ∀e ∈ E.因为∆−E(e) = d−E(e)−dY \−E(e),只需证明dY \−E(e) = 0.
事实上E ⊂ Y \ −K. 假设不然, 则存在ê ∈ E使得ê /∈ Y \ −K, 则−ê ∈ K. 由E是改进集,
有0 = ê−ê ∈ E+K = E,矛盾. 因为E ⊂ K,故E ⊂ Y \−E,从而∆−E(e) = d−E(e) ≥ 0,∀e ∈ E.

因此

inf
e∈E

∆−E(e) = inf
e∈E

inf
é∈E

‖ e + é ‖ . (6)

因为E + E ⊂ E + K = E, 故 inf
é∈E

‖ e + é ‖≥ inf
ẽ∈E

‖ẽ‖,∀e ∈ E. 从而 inf
e∈E

inf
é∈E

‖ e + é ‖≥ inf
ẽ∈E

‖ẽ‖.
由(6) 式有, inf

e∈E
∆−E(e) ≥ inf

ẽ∈E
‖ẽ‖ = dE(0). 于是

∆−E(f(x)− f(x))− 2 inf
e∈E

∆−E(e) = ∆−E(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e) = d−E(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e)

= dE(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e) ≤ inf
e∈E

∆−E(e)− 2 inf
e∈E

∆−E(e)

= − inf
e∈E

∆−E(e).

结合(5)式可得

∆−E(f(x)− f(x)) ≥ ∆−E(f(x)− f(x))− 2 inf
e∈E

∆−E(e).

即∆−E(f(x)− f(x)) ≥ ∆−E(f(x)− f(x))− 2β. 故x ∈ AMin(∆−E(f(x)− f(x)), 2β).
下面的例子表明定理4.1的逆不一定成立.
例例例4.1 令X = Y = R2, ‖ · ‖ = ‖ · ‖2, K = R2

+, f(x) = x, 且

E ={(x1, x2) | x1 + x2 ≥ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},
S ={(x1, x2) | x1 ≤ 0, 0 ≤ x2 ≤ 1}.

显然K是一个闭凸锥, E是关于K的闭改进集. 令x = (0, 0) ∈ S,

∆−E(f(x)− f(x))− 2 inf
e∈E

∆−E(e) = ∆−E(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e)

= d−E(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e) = dE(0)− 2 inf
e∈E

∆−E(e)

≤ inf
e∈E

∆−E(e)− 2 inf
e∈E

∆−E(e)

= − inf
e∈E

∆−E(e) ≤ −dE(0) ≤ 0,

对任意x ∈ S有

∆−E(f(x)− f(x)) = ∆−E(f(x)) = d−E(f(x))− dY \−E(f(x))

= d−E(f(x)) ≥ 0 ≥ −dE(0)

≥ ∆−E(f(x)− f(x))− 2 inf
e∈E

∆−E(e),

因此

x ∈ AMin(∆−E(f(x)− f(x)), 2 inf
e∈E

∆−E(e)).
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但是clcone(f(S) + E − f(x)) ∩ (−K) 6= {0}, 因此x /∈ OE
BS(f, S).

定定定理理理4.2 设E是Y中关于K的闭改进集, E ⊂ K, β = dE(0), 且cone(f(S) + E − f(x))是闭
集, 则x ∈ SAMin(∆−E(f(x)− f(x)), β) =⇒ x ∈ OE

BS(f, S).

证证证 假设x ∈ SAMin(∆−E(f(x) − f(x)), β), 且x /∈ OE
BS(f, S), 则存在0 6= d ∈ −K使

得d ∈ clcone(f(S)+E−f(x)). 因为cone(f(S)+E−f(x))是闭集,故d ∈ cone(f(S)+E−f(x)),从
而存在λ > 0, x ∈ S, e ∈ E,有d = λ(f(x)+e−f(x)) ∈ −K. 因为K是锥,故f(x)+e−f(x) ∈ −K.
根据E = E + K且E是闭集可得

f(x)− f(x) ∈ −e−K ⊂ −E −K = −E = −clE,

从而根据引理2.2有

∆−E(f(x)− f(x)) ≤ 0. (7)

因为x ∈ SAMin(∆−E(f(x)− f(x)), β), 从而有

∆−E(f(x)− f(x)) > ∆−E(f(x)− f(x))− β = ∆−E(0)− β = d−E(0)− β = dE(0)− β = 0.

即∆−E(f(x)− f(x)) > 0, 与(7)式矛盾. 故x ∈ OE
BS(f, S).

注注注4.1 文献[8, 15]是把∆函数定义在锥K上, 利用函数∆−K分别刻画E-有效解与E-Benson
真有效解的非线性标量化特征.而本文是把∆函数定义在比锥更一般的集合即改进集E 上, 利用
函数∆−E对E-Benson真有效解进行的非线性标量化刻画, 因此是把∆函数推广到更一般的集合
上而得到的结果.

利用∆−E还可以对广义E-Benson真有效解进行非线性标量化刻画, 得到下面推论4.1和推
论4.2. 证明过程与定理4.1, 定理4.2相似, 这里省略.

推推推论论论4.1 设E是Y中关于K的闭改进集, E ⊂ K, β = dE(0), 且cone(f(S) + E − f(x))是闭
集, 则x ∈ SAMin(∆−E(f(x)− f(x)), β) =⇒ x ∈ OE∞

BS (f, S).

推推推论论论4.2 设E是Y中关于K的闭凸改进集且E ⊂ K, β = inf
e∈E

∆−E(e),则x ∈ OE∞
BS (f, S) =⇒

x ∈ AMin(∆−E(f(x)− f(x)), 2β).
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Nonlinear scalarization of proper efficient solutions via improvement
set in vector optimization
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Abstract: Two types of nonlinear scalarization function the Gerstewitz functional ϕq,E and the

oriented distance function ∆−E via the improvement set are applied to characterize E-Benson proper

efficient solution and generalized E-Benson proper efficient solution of vector optimization problems.

Some corresponding examples are constructed to illustrate the conclusions.

Keywords: vector optimization; improvement set; proper efficient solution; nonlinear scalariza-

tion

MR Subject Classification: 90C26; 90C29


